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PREFÁCIO 


Com o propósito de atender ás necessidades atuais de alunos e professores, 
revisamos cuidadosamente esta edigáo de Cálculo. O resultado é um livro com uma 
variedade maior de exemplos, mais exercícios de nível médio, mais figuras e melhor 
fluxo conceitual, bem como mais clareza e precisão. Como nas edições anteriores, 
esta nova edição apresenta uma introdução moderna ao cálculo que apoia a compreen- 
são conceitual e mantém os elementos essenciais de um curso tradicional. 

Nesta décima segunda edição, apresentamos as funções transcendentes 
básicas no Capítulo 1. Após revisar as funções trigonométricas básicas, apresen- 
tamos a família de funções exponenciais, utilizando abordagem algébrica e grá- 
fica, com a exponencial natural descrita como membro específico dessa família. 
Os logaritmos foram então definidos como funções inversas das exponenciais, 
e as funções trigonométricas inversas também foram discutidas. Essas funções 
foram plenamente incorporadas ao nosso desenvolvimento de limites, derivadas e 
integrais nos cinco capítulos seguintes do livro, incluindo exemplos e exercícios. 
Essa abordagem oferece aos alunos a oportunidade de trabalhar o quanto antes 
com funções exponenciais e logarítmicas juntamente com funções polinomiais, 
racionais e algébricas e funções trigonométricas, à medida que conceitos, opera- 
ções e aplicações do cálculo de variáveis únicas são aprendidos. Mais adiante, no 
Capítulo 7, revisitamos a definição de funções transcendentes, agora com uma 
apresentação mais acurada. Definimos a função logaritmo natural como uma inte- 
gral que tem exponencial natural como sua inversa. 

Muitos de nossos alunos estiveram em contato com a terminologia e com os 
aspectos computacionais do cálculo durante o ensino médio. Apesar dessa familia- 
ridade, a destreza do estudante em álgebra e trigonometria muitas vezes o impede 
de ser bem-sucedido na sequência de cálculo na faculdade. Nesta edição, procura- 
mos equilibrar a experiência prévia dos alunos em cálculo com o desenvolvimento 
da habilidade algébrica que ainda pode ser necessária, sem prejudicar ou arruinar 
a autoconfiança de cada um. Tomamos o cuidado de fornecer material de revisão 
suficiente, acrescido de soluções completas e exercícios que oferecessem suporte ao 
entendimento completo de alunos de todos os níveis. 

Incentivamos os alunos a raciocinar, em vez de memorizar fórmulas, e a ge- 
neralizar conceitos à medida que eles são apresentados. Esperamos que, depois de 
aprenderem cálculo, eles se sintam confiantes em resolver problemas e em sua habi- 
lidade de raciocínio. A recompensa é o domínio de um belo assunto, com aplicações 
práticas no mundo real, mas o verdadeiro presente são as capacidades de pensar e 
generalizar. Esperamos que este livro forneça apoio e incentivo a ambas. 


Inovações da décima segunda edição 


CONTEUDO Ао preparar esta edição, mantivemos a estrutura básica do conteúdo 
da décima primeira edição. Levamos em conta as solicitações dos leitores atuais е 
dos revisores em adiar a introdução de equações paramétricas até que as coordena- 
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das polares fossem apresentadas. Efetuamos várias revisóes na maioria dos capítu- 
los, detalhadas a seguir: 

* Funções Resumimos o Capítulo 1, Volume 1, para que ele tivesse como foco 
a revisão dos conceitos de função e a apresentação das funções transcendentes. 
Nos Apêndices 1 a 3, apresentamos os pré-requisitos materiais que abrangem 
números reais, intervalos, incrementos, retas, distâncias, círculos e parábolas. 

* Limites Para melhorar o fluxo do capítulo, combinamos as ideias de limites 
que envolvem infinitude e as associações das assíntotas com gráficos de fun- 
ções, dispondo-os juntos na seção final do Capítulo 3, Volume 1. 

* Derivadas Ao usar taxas de variação e tangentes às curvas como motivação 
ao estudo do conceito de limite, fundimos o conceito de derivada em um único 
capítulo. Reorganizamos e aumentamos o número de exemplos relacionados a 
taxas e acrescentamos outros exemplos e exercícios sobre gráficos de funções 
racionais. A regra de L'Hópital é apresentada como uma seção de aplicação, 
coerente com a abrangência anterior sobre funções transcendentes. 

e Primitivas e integração  Mantivemos a organização da décima primeira edi- 
ção ao colocarmos as primitivas como o tópico final do Capítulo 4, Volume 1, 
passando pelas aplicações de derivadas. Nosso foco é a “recuperação de uma 
função a partir de sua derivada” como solução para o tipo mais simples de 
equação diferencial de primeira ordem. Um tema novo que compõe a essência 
do Capítulo 5, Volume 1, são as integrais como “somas dos limites de Rie- 
mann”, motivado a princípio pelo problema de determinar as áreas de regiões 
gerais com limites curvos. Após o desenvolvimento cuidadoso do conceito de 
integral, voltamos nossa atenção ao cálculo dela e à sua ligação com as primi- 
tivas provenientes do teorema fundamental do cálculo. Assim, as aplicações 
seguintes definem as várias ideias geométricas de área, volume, comprimento 
de caminhos e centroides como limites das somas de Riemann que geram 
integrais definidas que podem ser calculadas por meio da determinação da 
primitiva do integrando. Mais adiante, retornamos ao assunto de como solu- 
cionar equações diferenciais de primeira ordem mais complexas. 

* Equações diferenciais Algumas universidades preferem que esse assunto 
seja tratado em um curso à parte. Embora tenhamos abrangido soluções para 
equações diferenciais separáveis no Capítulo 7, Volume 1, ao tratarmos as 
aplicações de crescimento e decaimento exponencial de funções integrais e 
transcendentes, a maior parte de nosso material foi organizada em dois сарї- 
tulos (passíveis de serem omitidos na sequência de cálculo). No Capítulo 9, 
Volume 1, introduzimos as equações diferenciais de primeira ordem, incluin- 
do uma nova seção sobre sistemas e planos de fase com aplicações relativas 
aos modelos caçador competitivo e predador-presa. 

* Séries Quanto à sequência e séries, mantivemos a mesma estrutura organi- 
zacional e o mesmo conteúdo da décima primeira edição. Adicionamos novas 
figuras e exercícios às várias seções, e, para tornar o material mais acessível 
aos alunos, revisamos algumas das provas relacionadas à convergência de sé- 
ries de potência. Uma das solicitações de um de nossos leitores, “qualquer 
tentativa de tornar esse material mais fácil de ser compreendido por nossos 
alunos será bem recebido por nosso corpo docente”, guiou nosso pensamento 
nas revisões do Capítulo 10, Volume 2. 

* Equações paramétricas Vários leitores solicitaram que passássemos esse 
tópico para o Capítulo 11, Volume 2, em que incluímos também coordenadas 
polares e seções cônicas. Fizemos isso ao perceber que muitos departamentos 
escolhem abordar esses tópicos no início de Cálculo III, ao se prepararem 
para o assunto vetores e cálculo com multivariáveis. 

* Funções vetoriais Simplificamos os assuntos do Capítulo 13, Volume 2, 
para enfatizar as ideias conceituais que apoiam o material posterior sobre de- 
rivadas parciais, vetores gradientes e integrais de linha. Condensamos as dis- 
cussões do plano de Frenet e as três leis do movimento planetário de Kepler. 

* Cálculo com multivariável Nos capítulos que tratam desse assunto, refor- 
çamos ainda mais o projeto gráfico e adicionamos figuras novas, exemplos e 
exercícios. Reorganizamos o material de abertura em integrais duplas, e com- 
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binamos as aplicações de integrais duplas e triplas para massas e momentos 
em uma única seção, abrangendo casos bidimensionais e tridimensionais. Essa 
reorganizacào permitiu um melhor fluxo dos conceitos básicos da matemática, 
em conjunto com suas propriedades e aspectos computacionais. Assim como na 
décima primeira edigáo, continuamos a fazer a conexáo da ideia de multivariá- 
veis com a ideia análoga de variáveis únicas abordada no início do livro. 

* Campos vetoriais Devotamos um esforço considerável para aumentar a 
clareza e a precisáo matemática no tratamento de cálculo vetorial integral, 
incluindo muitos exemplos adicionais, figuras e exercícios. Os teoremas e 
os resultados importantes sáo apresentados de forma mais clara e comple- 
ta, juntamente com explicações avançadas de suas hipóteses e consequências 
matemáticas. Agora, a área da superfície está organizada em uma única seção, 
e as superficies definidas implícita ou explicitamente sáo tratadas como casos 
especiais de uma representação paramétrica mais geral. Em uma seção sepa- 
rada, são apresentadas as integrais de superfície e suas aplicações. O teorema 
de Stokes e o teorema da divergéncia continuam sendo apresentados como 
generalizações do teorema de Green para três dimensões. 


EXERCÍCIOS E EXEMPLOS Sabemos que exercícios e exemplos sào componentes 
críticos para a aprendizagem de cálculo. Devido a essa importáncia, atualizamos, 
melhoramos e aumentamos o número de exercícios em quase todas as seções do 
livro. Nesta edição, há mais de 700 exercícios novos. Como nas edições anterio- 
res, continuamos a organizar e agrupar os exercícios por temas, progredindo de 
problemas computacionais para problemas aplicados e teóricos. Os exercícios que 
requerem a utilizacào de sistemas de software de computador (como o Maple ou 
MathematicaR) foram colocados ao final de cada seção de exercícios, sob o título 
“Uso do computador”. A maioria dos exercícios aplicados tém um subtítulo para 
indicar o tipo de aplicagáo ao qual o problema se refere. 

Muitas seções incluem novos exemplos para esclarecer ou aprofundar o sig- 
nificado do tema que está sendo discutido e para ajudar os alunos a compreender 
suas consequências matemáticas ou aplicações em ciência e engenharia. Ao mesmo 
tempo, foram excluídos os exemplos que repetiam o material já apresentado. 


PROJETO GRÁFICO Percebendo sua importância na aprendizagem do cálculo, 
continuamos a aprimorar as figuras atuais nesta nova edição, e criamos um número 
significativo de novas figuras. Verificamos também as legendas, prestando muita 
atenção à clareza e à precisão em frases curtas. 


Não importa que 
número positivo 
seja e. o gráfico 
entra nesta banda 
emx= = 

e permanece. 


Náo importa que 
número positivo 
seja e, o gráfico 
entra nesta banda x 
emx-- 1 P 

€ 
е permanece. = 


FIGURA 2.50 Geometria por trás do argu- FIGURA 16.9 Superfície em um espaco 
mento no Exemplo 1. ocupado por um fluido móvel. 
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Características preservadas 


RIGOR О nível de rigor é consistente com o de edições anteriores. Continuamos 
a distinguir entre as discussões formais e informais e apontar suas diferenças. En- 
tendemos que a adesào a uma abordagem mais intuitiva e menos formal ajuda os 
alunos a compreender um conceito novo ou difícil para que possam, entào, apreciar 
à precisào matemática e seus resultados de forma completa. Tivemos cuidado ao 
definir ideias e demonstrar os teoremas de forma adequada aos alunos de cálculo, 
mencionando que questóes mais profundas ou sutis devem ser estudadas em um 
curso mais avançado. A organização e a distinção entre as discussões formais e 
informais oferecem ao professor um grau de flexibilidade em quantidade e profun- 
didade na abrangéncia dos diversos tópicos. Por exemplo, enquanto nào provamos 
o teorema do valor intermediário ou o teorema do valor extremo para funções con- 
tínuas no intervalo entre a € x < b, explicamos esses teoremas de forma precisa, 
ilustrando seus significados em inümeros exemplos e utilizando cada um deles para 
provar outros resultados importantes. Além disso, para os professores que desejam 
uma abordagem ainda mais profunda, discutimos no Apéndice 6 a dependéncia da 
validade desses teoremas em relagáo à completude dos números reais. 


EXERCÍCIOS ESCRITOS О objetivo dos exercícios escritos encontrados ao longo do 
texto é estimular os alunos a explorar e explicar uma variedade de conceitos de cál- 
culo e aplicações. Além disso, ao final de cada capítulo há uma lista de perguntas 
que ajudam os alunos a analisar e resumir o que aprenderam. 


REVISÕES E PROJETOS NO FINAL DE CAPÍTULO Além dos exercícios ao final de 
cada seção, cada capítulo é encerrado com questões de revisão, exercícios práticos 
que abrangem todo o capítulo e uma série de exercícios adicionais e avançados 
que servem para incluir problemas mais desafiadores e abrangentes. A maioria dos 
capítulos também inclui descrições de diversos projetos de aplicações de tecno- 
logia que podem ser trabalhados individualmente ou em grupos durante um longo 
período de tempo. Esses projetos requerem o uso de um computador que execute 
Mathematica ou Maple. 


REDAÇÃO E APLICAÇÕES Сото sempre, este livro continua fácil de ser lido, colo- 
quial e matematicamente rico. Cada tópico novo é motivado por exemplos claros 
e de fácil compreensão, e são reforçados por sua aplicação a problemas do mundo 
real de interesse imediato para os alunos. O que distingue este livro é a aplicação do 
cálculo em ciência e engenharia. Os problemas aplicados foram atualizados, melho- 
rados e estendidos continuamente ao longo das últimas edições. 


TECNOLOGIA Ет um curso que utilize texto, a tecnologia pode ser incorporada de 
acordo com a vontade do professor. Cada seção contém exercícios que requerem o 
uso de tecnologia; eles estão marcados com um Ї se forem adequados ao uso de 
calculadora ou de computador, ou estão na seção “Uso do computador” se exigirem 
um sistema de álgebra computacional (SAC, tal como Maple ou Mathematica). 


No site sv.pearson.com.br, professores e estudantes podem acessar os se- 
guintes materiais adicionais: 
Para professores: 


* Apresentações em PowerPoint. 
* Manual de soluções (em inglês). 
* Resolução dos exercícios avançados. 


Para estudantes: 


* Exercícios de múltipla escolha. 
* Biografias e ensaios históricos. 
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* Capítulo adicional, exclusivamente on-line, sobre equações diferenciais de 
segunda ordem. 
* Exercícios avangados. 
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Funcóes e seus gráficos 


FUNÇÕES 


VISÃO GERAL As funções são fundamentais para o estudo do cálculo. Neste capí- 
tulo, revisaremos o que são funções e como elas são representadas por meio de 
gráficos, como são combinadas e transformadas e as maneiras como podem ser 
classificadas. Revisaremos as funções trigonométricas e estudaremos as distorções 
que podem ocorrer ao utilizarmos calculadoras e computadores para fazer o gráfico 
de uma função. Também abordaremos funções inversas, exponenciais e logarítmi- 
cas. O sistema de números reais, as coordenadas cartesianas, as retas, as parábolas 
e os círculos serão revisados nos apêndices. 


Funções são ferramentas que descrevem o mundo real em termos matemáticos. 
Uma função pode ser representada por uma equação, um gráfico, uma tabela nu- 
mérica ou uma descrição verbal; utilizaremos essas quatro representações ao longo 
deste livro. Esta seção revisará essas ideias sobre as funções. 


Funções; domínio e imagem 


A temperatura em que a água ferve depende da altitude acima do nível do 
mar (o ponto de ebulição cai à medida que você sobe). Os juros pagos sobre um 
investimento em dinheiro dependem do período de tempo em que o investimento 
é mantido. A área de um círculo depende do raio do círculo. A distância que um 
objeto viaja a uma velocidade constante ao longo de um trajeto linear depende do 
tempo transcorrido. 

Em cada caso, o valor de uma quantidade variável, digamos y, depende do valor 
de outra quantidade variável, a qual poderíamos denominar x. Dizemos que “y é 
uma função de x”, e a escrevemos de modo simbólico, como 


у= Дх) (*véiguala f de x”). 


Nessa notação, o símbolo f representa a função, a letra x é a variável indepen- 
dente que representa o valor de entrada de f, e y é a variável dependente ou valor 
de saída de / em x. 


DEFINIÇÃO Uma função f de um conjunto D para um conjunto Y é uma 


regra que associa um único elemento f(x) e Y a cada elemento x e D. 


O conjunto D de todos os valores de entrada possíveis é chamado de domínio 
da função. O conjunto de todos os valores de f(x) conforme x varia ao longo de D 
é chamado de imagem de uma função. A imagem pode não incluir todos os ele- 
mentos do conjunto Y. O domínio e a imagem de uma função podem ser quaisquer 
conjuntos de objetos, mas, em cálculo, eles são, frequentemente, conjuntos de nú- 
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x — Fm— —s[,s J — №) 
Entrada Saída 


(domínio) (imagem) 


FIGURA 1.1 Diagrama que mostra uma 
fungáo como um tipo de máquina. 


DE 


q fa) fx) 
D = conjunto do Y = conjunto contendo 
domínio a imagem 


FIGURA 1.2 Uma função de um conjunto 
D para um conjunto Y atribui um único 
elemento de Y a cada elemento em D. 


meros reais interpretados como pontos de uma reta coordenada. (Nos Capítulos 13 
ao 16, encontraremos funções para as quais os elementos dos conjuntos são pontos 
no plano coordenado ou no espaço.) 

Uma função é dada, frequentemente, por uma fórmula que descreve como 
calcular o valor de saída a partir da variável de entrada. Por exemplo, a equação 
A = тт? é uma regra que calcula a área А de um círculo a partir de seu raio r (então, 
r, interpretado como um comprimento, só pode ser positivo nessa fórmula). Quando 
definimos uma função y = f(x) com uma fórmula e o domínio não é explicitamente 
declarado ou restringido pelo contexto, presume-se que o domínio seja o maior 
conjunto de valores x reais para o qual a fórmula fornece valores reais de y, o assim 
chamado domínio natural. Se quisermos restringir o domínio de alguma maneira, 
precisamos ser específicos. O domínio de y = x? corresponde a todo o conjunto de 
números reais. Para restringir o domínio da função para, digamos, valores positivos 
de x, escreveríamos “у = x2, x > 0”. 

Alterar o domínio ao qual aplicamos uma fórmula geralmente altera, também, 
a imagem. A imagem de у = x? é [0, oo). A imagem de y = x2, x > 2, é o conjunto de 
todos os números obtidos ao se elevar ao quadrado de um número maior ou igual 
a 2. Na notação do conjunto (veja o Apêndice 1), a imagem é {х?|х > 2) ou (yly 2 
4) ou [4, co). 

Quando a imagem de uma função é um conjunto de números reais, diz-se que 
a função é a valores reais. Os domínios e as imagens de muitas funções a valores 
reais de uma variável real são intervalos ou combinações de intervalos. Os interva- 
los podem ser abertos, fechados ou semiabertos, e podem ser finitos ou infinitos. 
Nem sempre é fácil encontrar a imagem de uma função. 

Uma função f é como uma máquina que produz um valor de saída f(x) em sua 
imagem sempre que inserimos um valor de entrada x a partir de seu domínio (Figura 
1.1). As teclas de função em uma calculadora fornecem um exemplo de uma fun- 


ção como uma máquina. Por exemplo, a tecla Vx em uma calculadora fornece um 
valor de saída (a raiz quadrada) sempre que você insere um número x não negativo 


e pressiona a tecla Vx. 

Uma função também pode ser representada por um diagrama de setas (Figura 
1.2). Cada seta associa um elemento do domínio D a um ünico elemento no con- 
junto Y. Na Figura 1.2, a seta indica que f(a) está associado a a, f(x) está associado 
a x, e assim por diante. Observe que uma função pode ter o mesmo valor em dois 
elementos de entrada diferentes no domínio (como ocorre com /(а) na Figura 1.2), 
mas cada elemento de entrada é associado a somente um valor de saída f(x). 


EXEMPLO 1  Verifiquemos os domínios naturais e as imagens associadas de algu- 
mas funções simples. Os domínios, em cada caso, são os valores de x para os quais 
a fórmula faz sentido. 


Domínio (x) Imagem (y) 

(= eo, оо) [0, со) 

(= eo, 0) U (0, co) (оо, 0) U (0, oo) 
[0, oo) 10, со) 

Eos, 4] 10, оо) 


[1,1 [0, 1] 


Solução А fórmula у = x? fornece um valor real de у para qualquer número x real, 
então, o domínio é (— оо, oo). A imagem de y = x? é [0, оо) porque o quadrado de 
qualquer número real é um número não negativo, e todo número y não negativo é o 
quadrado de sua própria raiz quadrada, y = ( Vy) para y > 0. 

A fórmula y = 1/х fornece um valor real de y para todo x, exceto para x = 0. Para 
manter a consistência nas regras da aritmética, não podemos dividir nenhum núme- 
ro por zero. A imagem de у = 1/x, o conjunto de recíprocos de todos os números 
reais diferentes de zero, é o conjunto de todos os números reais diferentes de zero, 


х |у=? 
2 4 
-1 Ї 

0 0 

1 ! 

3 9 
2 4 

2 4 


FIGURA 1.5 Gráfico da função no 
Exemplo 2. 
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uma vez que y = 1/(1/y). Isto é, para y # 0, o número x = 1/y é a entrada atribuída 
ao valor de saída у. 

A fórmula y = Vx fornece um valor real de y somente se x > 0. A imagem de 
у= Vxé 10, оо), porque qualquer nümero nào negativo é a raiz quadrada de algum 
nümero (a saber, é raiz quadrada de seu próprio quadrado). 

Em y = V4 — х, a quantidade 4 — x nào pode ser negativa. Isto é, 4 — x > 0, ou 
x € 4. A fórmula retorna valores y reais para todos x < 4. A imagem de V4 — x é 
10, со), o conjunto de todos os nümeros nào negativos. 

A fórmula y = V 1 — x? fornece um valor real de y para todo x no intervalo 
fechado de —1 a 1. Fora desse domínio, 1 — x? é negativo, e sua raiz quadrada nào é 
um nümero real. Os valores de 1 — x? variam de 0 a 1 no domínio dado, e as raízes 
quadradas desses valores fazem o mesmo. A imagem de V 1 — x? é [0, 1]. 


Gráficos de funções 


Se f é uma função com domínio D, seu gráfico consiste dos pontos no plano 
cartesiano cujas coordenadas sáo pares de entrada/saída para f. Na notagáo de con- 
junto, o gráfico é 


f(x, f(x) |x e D). 


O gráfico da fungáo f(x) = x 2 é o conjunto de pontos com coordenadas (x, y) 
para as quais y = x + 2. Seu gráfico é a linha reta esbogada na Figura 1.3. 

O gráfico de uma função f é uma imagem útil de seu comportamento. Se (x, y) 
corresponde a um ponto no gráfico, entào y = f(x) é a altura do gráfico acima do pon- 
to x. A altura pode ser positiva ou negativa, dependendo do sinal de f(x) (Figura 1.4). 


y 
* 


FIGURA 1.3 O gráfico de f(x) =x +2 FIGURA 1.4 Se (x, y) se encontra no gráfico 

é o conjunto de pontos (x, y) para os de f, entáo o valor y = f(x) corresponde а 

quais y possui o valor x + 2. altura do gráfico acima do ponto x (ou abaixo 
de x se f(x) for negativo). 


EXEMPLO 2 Gráfico da função y = x? sobre o intervalo [-2, 2]. 


Solucáo Criar uma tabela de pares xy que satisfaga a equacáo y = x2. Tragar os 
pontos (x, y) cujas coordenadas aparecem na tabela e desenhar uma curva suave 
(marcada com essa equação) através dos pontos traçados (veja a Figura 1.5). 


Como saberemos que o gráfico de y =x? nào se parece com uma dessas curvas? 


ё 
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Para descobrir, poderíamos tragar mais pontos. Mas como iríamos conectá-los 
em seguida? A pergunta básica continua a mesma: Como podemos ter certeza com 
relação à aparência do gráfico entre os pontos que traçamos? O cálculo responde a 
essa pergunta, como veremos no Capítulo 4. Enquanto isso, teremos de nos conten- 
tar em tragar e ligar os pontos o melhor que pudermos. 


Representacáo numérica de uma funcáo 


Vimos como uma função pode ser representada algebricamente por uma fór- 
mula (a função área) e visualmente por um gráfico (Exemplo 2). Outro modo de 
representar uma fungáo é numericamente, por meio de uma tabela de valores. As 
representações numéricas são utilizadas com frequência por engenheiros e cien- 
tistas. A partir de uma tabela de valores apropriada, pode ser feito um gráfico da 
função ao utilizarmos o método ilustrado no Exemplo 2, possivelmente com a ajuda 
de um computador. O gráfico que consiste apenas dos pontos nas tabelas é chamado 
de gráfico de dispersão. 


EXEMPLO 3 Notas musicais são ondas de pressão no ar. Os dados na Tabela 1.1 
fornecem o deslocamento da pressão registrado contra o tempo, em segundos, de 
uma nota musical produzida por um diapasão. A tabela fornece uma representação 
da função da pressão ao longo do tempo. Se fizermos, primeiramente, um gráfico 
de dispersão e, em seguida, ligarmos aproximadamente os pontos referentes aos 
dados (t, p) da tabela, obteremos o gráfico exibido na Figura 1.6. 


TABELA 1.1 Dados do diapasão 


Tempo 
0,00091 
0,00108 
0,00125 
0,00144 
0,00162 
0,00180 
0,00198 
0,00216 
0,00234 
0,00253 
0,00271 
0,00289 
0,00307 
0,00325 
0,00344 


Pressáo 


— 0,080 
0,200 
0,480 
0,693 
0,816 
0,844 
0,771 
0,603 
0,368 
0,099 

-0,141 

-0,309 

-0,348 

-0,248 

-0,041 


Тетро 
0,00362 
0,00379 
0,00398 
0,00416 
0,00435 
0,00453 
0,00471 
0,00489 
0,00507 
0,00525 
0,00543 
0,00562 
0,00579 
0,00598 


р (pressão) 
= 10 
Pressáo 08 * Dados 
0,217 MA 
0,480 02 
0.681 02 01 6 >t (s) 
0,810 04 
0,827 -06 
0,749 
0,581 FIGURA 1.6 Uma curva suave passando pelos 
0.346 pontos traçados fornece um gráfico da função pressão 
representada pela Tabela 1.1 (Exemplo 3). 
0,077 
— 0,164 
— 0,320 
— 0,354 
— 0,248 
— 0,035 


>= 
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>< 
»- 


(а) xà у? = 


>x э» х >x 


(b y= VI — х2 (с) y =-V1 — x? 


FIGURA 1.7 (a) O círculo não é o gráfico de uma função; ele nào passa no teste de reta vertical. (b) O semicírculo superior é o gráfico de 
uma função f(x) = V 1 — x?. (с) O semicírculo inferior é o gráfico de uma função g(x) - V1 — х2. 


FIGURA 1.8 А função valor absoluto 
possui domínio (— со, 00) e imagem [0, со). 


FIGURA 1.9 Para desenhar o gráfico da 
função y = f(x) mostrada aqui, aplicamos 
fórmulas diferentes a partes diferentes do 
domínio (Exemplo 4). 


FIGURA 1.10 О gráfico da função maior 
inteiro y = [x | fica na reta y = x, ou 
debaixo dela, de modo que fornece um 
piso inteiro para x (Exemplo 5). 


Teste da reta vertical para uma funcáo 


Nem toda curva no plano coordenado pode ser o gráfico de uma fungáo. Uma 
função f pode possuir apenas um valor f(x) para cada x em seu domínio, de modo 
que nenhuma reta vertical pode ter uma intersecgáo com o gráfico de uma fungáo 
mais de uma vez. Se a estiver no domínio da função f, então a reta vertical x = a terá 
uma intersecgáo com o gráfico de f no único ponto (a, f(a)). 

Um círculo nào pode ser gráfico de uma fungáo, uma vez que algumas retas 
verticais teráo intersecgáo com o gráfico duas vezes. O círculo na Figura 1.7a, no 
entanto, realmente contém os gráficos de duas funções de x: o semicírculo superior 


definido pela função f(x) = V1 — x? e o semicírculo inferior definido pela função 
g(x)=- V1 — x? (Figuras 1.7b e 1.7c). 
Funções definidas por partes 


Às vezes, uma função é descrita utilizando-se fórmulas diferentes em partes 
diferentes de seu domínio. Um exemplo é a função valor absoluto 


|x] 12 x = 0 
x|= 
—X; x «0. 


cujo gráfico é fornecido na Figura 1.8. O lado direito da equação significa que a 
função é igual a x se x > 0, e igual a х se x < 0. Veja aqui alguns outros exemplos. 


EXEMPLO 4 A função 


=, £ =< 0 
JG) = х?, 0=x=1 
Ї, x1 


ё definida em toda a reta real, mas possui valores fornecidos por fórmulas diferen- 
tes, dependendo da posição de x. Os valores de f são fornecidos por y = — quando 
x € 0, y = x? quando 0 € x € 1 е у= 1 quando x > 1. А função, no entanto, é apenas 
uma função cujo domínio é todo o conjunto dos números reais (Figura 1.9). 


EXEMPLO 5 А função cujo valor em qualquer número x é o maior número inteiro 
menor ou igual a x é chamada de função maior inteiro ou função piso. E denotada 
por |х |. A Figura 1.10 mostra o gráfico. Observe que 


[24]=2, 119]=1, (0|-0, | 421--2, 
|2]=2, 10.2] — 0, |03]=-1, [2]=-2. 
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y EXEMPLO 6 А função cujo valor em qualquer número x é o menor número inteiro 
ru x maior ou igual a х é chamada de função menor inteiro ou função teto. E denotada 
Ын = ` рог [xl A Figura 1.11 mostra o gráfico. Para valores positivos de x, essa fungáo 
2- — pode representar, por exemplo, o custo de utilizar por x horas uma vaga de estacio- 

i | Z у=[х] namento que cobra $ 1,00 por hora ou fração de hora. 

Ф 
” 
1 1 1 > x 
= 12 3 Funcóes crescentes e decrescentes 

— cl: Se o gráfico de uma função sobe ou aumenta enquanto você segue da esquerda 
ES para a direita, dizemos que a funçào é crescente. Se o gráfico desce ou diminui en- 


quanto vocé segue da esquerda para a direita, a fungáo é decrescente. 
FIGURA 1.11 O gráfico da função menor 
inteiro y = [х] está na reta y=x, ou acima 
dela, de modo que fornece um teto inteiro DEFINIÇÕES Seja fuma função definida em um intervalo / e x, e x, sejam 
para x (Exemplo 6). dois pontos em /. 


1. Se /(х,) > оху) sempre que x, < x,, então diz-se que fé crescente em /. 


2. Se f(x;) € f(x ,) sempre que x, <x,, então diz-se que fé decrescente em /. 


É importante notar que as definições de funções crescentes e decrescentes de- 
vem ser satisfeitas para todos os pares de pontos x, e x, em / com x, < x,. Uma vez 
que utilizamos a desigualdade < para comparar os valores das funções, em vez de 
<, diz-se, às vezes, que f é estritamente crescente ou decrescente em /. O intervalo 
I pode ser finito (também chamado de limitado) e, por definição, nunca consiste de 
um único ponto (Apêndice 1). 


EXEMPLO 7 А função exibida em forma de gráfico na Figura 1.9 é decrescente 
em (— oo, 0] e crescente em (0, 1]. A função não é crescente nem decrescente no 
intervalo [1, со) devido às desigualdades estritas utilizadas para comparar os valores 
da função nas definições. 


Funções pares e funções ímpares: simetria 


Os gráficos de funções pares e ímpares têm propriedades de simetria caracte- 
rísticas. 


DEFINIÇÕES Uma função у = f(x) é uma 


função par de x se ~x) = f(x), 
função ímpar dex se /(—x) = —f(x), 


para qualquer x dentro do domínio da função. 


Os nomes par e ímpar vêm das potências de x. Se y é uma potência par de х, 
como em y = x? ou y = x^, é uma função par de x porque (=x)? = x? e (=x)! = х“. Se 
y é uma potência ímpar de x, como em y = x ou y = x°, é uma função ímpar de x, 
porque (=x)! = — e (x = 5. 

O gráfico de uma função par é simétrico em relação ao eixo y. Uma vez que 
f(x) = f(x), um ponto (x, y) estará no gráfico se, e somente se, o ponto (-х, y) esti- 

(b) ver no gráfico (Figura 1.12a). Uma reflexào através do eixo y nào altera o gráfico. 
O gráfico de uma função impar é simétrico em relação à origem. Uma vez que 
FIGURA 1.12 (а) O gráfico de y =x? (uma f(x) = —f(x), um ponto (x, y) estará no gráfico se, e somente se, o ponto (=x, —v) 
função раг) é simétrico em relação ao eixo y. estiver no gráfico (Figura 1.12b). De maneira equivalente, um gráfico é simétrico em 
(b) О gráfico de у= (uma função ímpar)é relação à origem se uma rotação de 180º em relação à origem não alterar o gráfico. 
simétrico em relação à origem. Observe que as definições implicam que x e — devem estar no domínio de f. 


(а) 


(b) 


FIGURA 1.14 (а) As retas passam pela 
origem com coeficiente angular т. (b) 
Fungáo constante com coeficiente angular 
m=0. 
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EXEMPLO 8 

Дх) = x Função par: (-х2) = x? para qualquer x; simetria em relação ao eixo y. 

Дх) =х? + 1 Função раг: (~x)? + 1 =x? + 1 para qualquer x; simetria em relação ao 
eixo y (Figura 1.13a) 

Дх)=х Função impar: (-x) = —х para qualquer x; simetria em relação à origem. 

Дх) =х+1 Não é ímpar: f[-) =—x + 1, mas —/{х) =-x -1. As duas não são iguais. 
Não é par: (х) + 1 € x + 1 para qualquer x O (Figura 1.13b). 


y y 
у= х?+1 


(а) (b) 


FIGURA 1.13 (a) Quando adicionamos o termo constante 1 à função у = x°, a função 
resultante y = x? + 1 ainda é par, e seu gráfico ainda é simétrico em relação ao eixo y. 
(b) Quando adicionamos o termo constante 1 à função y = x, a função resultante y = x 
+ 1 não é mais impar. A simetria em relação à origem deixa de existir (Exemplo 8). 


Funcóes comuns 


Frequentemente, em cálculo, sáo encontrados diversos tipos importantes de 
funções. Aqui, iremos identificá-los e descrevé-los rapidamente. 


Funções lineares Uma função com a forma f(x) = mx + b, para constantes m e b, 
é chamada de função linear. A Figura 1.14a mostra um conjunto de retas f(x) = mx, 
onde 5 = 0, de modo que essas retas passam pela origem. A função f(x) = x quando 
m=1eb=0é chamada de função identidade. Funções constantes resultam quando o 
coeficiente angular т = 0 (Figura 1.14b). Uma função linear com coeficiente angular 
positivo cujo gráfico passa pela origem é chamada de relação de proporcionalidade. 


DEFINIÇÃO Duas variáveis y e x são proporcionais (entre si) se uma for 


sempre um múltiplo constante da outra; isto é, у = kx para alguma constante 
k diferente de zero. 


Se a variável y for proporcional à recíproca 1/x, então, às vezes, diz-se que y é 
inversamente proporcional a x (porque 1/x é o inverso multiplicativo de x). 


Funções de potência Uma função f(x) = x^, onde a é uma constante, é chamada de 
função de potência. Existem vários casos importantes a considerar. 
(a) a = n, um número inteiro positivo 

Os gráficos de f(x) = x”, para n = 1, 2, 3, 4, 5, são mostrados na Figura 1.15. 
Essas funções são definidas para todos os valores reais de x. Observe que, à medida 
que a potência n fica maior, as curvas tendem a se achatar sobre o eixo x no inter- 
valo (-1, 1) e, também, a subir mais rapidamente em |х| > 1. Cada curva passa pelo 
ponto (1, 1) e pela origem. Os gráficos das funções com potências pares são simétri- 
cos em relação ao eixo y; aqueles com potências ímpares são simétricos em relação 
à origem. As funções com potências pares são decrescentes no intervalo (— со, 0] e 
crescentes no intervalo [0, oo); as funções com potências ímpares são crescentes ao 
longo de toda a reta real (— oo, co). 
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FIGURA 1.15 Gráficos de f(x) = x", л = 1, 2, 3, 4, 5, definidos para — oo < x < оо. 


y 


Domínio: x #0 
Imagem: y +0 


(a) 


х 


Domínio: x #0 
Imagem: y > 0 


(b) 


FIGURA 1.16 Gráficos das funções de 
potência f(x) = x^ para a parte (a) a =—l e 
para a parte (b) a = —2. 


(b) a=-loua=-2 

Os gráficos das funções f(x) =x! = 1/x e g(x) =x? = 1/x? são mostrados па 
Figura 1.16. Ambas as funções são definidas para todos os x # 0 (nunca se pode 
dividir por zero). O gráfico de y = 1/x é a hipérbole xy = 1, que se aproxima dos 
eixos coordenados longe da origem. O gráfico de у = 1/x? também se aproxima 
dos eixos coordenados. O gráfico da função f é simétrico em relação à origem; 
f é decrescente nos intervalos (— oo, 0) e (0, oo). O gráfico da função g é simétrico 
em relação ao eixo у; g é crescente em (— oo, 0) e decrescente em (0, оо). 
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De 

As funções f(x) = x!? = Vie g(x) = х! = N/x são funções raiz quadrada e 
raiz cúbica, respectivamente. O domínio da função raiz quadrada é (0, оо), mas a 
função raiz cúbica é definida para todos os x reais. Seus gráficos são mostrados na 
Figura 1.17, com os gráficos de y = x?? e у = x?2. (Lembre-se de que x?? = (112) 
e х23 = (Gy) 


Polinômios Uma função р é um polinômio se 
р(х) =ах"+а, x"... a ta, 


onde л é um nümero inteiro nào negativo e os nümeros ау, дү, 5, ..., а, SÃO CONS- 
tantes reais (chamadas de coeficientes do polinómio). Todos os polinómios tém 
domínio (— oo, 00). Se o coeficiente dominante a, # 0 e n > 0, entáo л é denomi- 
nado grau do polinômio. Funções lineares com m % 0 são polinômios de grau 1. 
Polinómios de grau 2, geralmente indicados por р(х) = ax? + bx + c, sáo chamados 
de funções quadráticas. De modo análogo, funções cúbicas são polinômios р(х) = 
ax? + bx? + cx + d de grau 3. A Figura 1.18 mostra os gráficos de três polinômios. 
Técnicas para desenhar gráficos de polinômios serão estudadas no Capítulo 4. 


Funções racionais Uma função racional é um quociente ou razão f(x) = 
p(x)/q(x), onde p e q são polinômios. O domínio de uma função racional é o con- 
junto de todos os x reais para os quais q(x) # 0. Os gráficos de diversas funções 
racionais sáo mostrados na Figura 1.19. 


Funções algébricas Qualquer função construída a partir de polinômios por meio 
de operações algébricas (adição, subtração, multiplicação, divisão ou extração de 
raízes) é enquadrada na classe das funções algébricas. Todas as funções racionais 


y 


Domínio: 0 = х < = 
Imagem: 0 = y < % 


FIGURA 1.17 Gráficos das funções de potência f(x) = x^ para a = 


>x 


Domínio: -% < x < 2 
Imagem: -2< y < % 


Domínio: 0 = x < 2 
Imagem: 0 = у < 2 


Domínio: —% < x < % 
Imagem: 0 = у < x 
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y 


k y=8x*—16x3 9x2 + х1 | s= 2+ PE- D 


(b) (c) 


FIGURA 1.18 Gráficos de três funções polinomiais. 
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(a) (b) (c) 


FIGURA 1.19 Gráficos de três funções racionais. As linhas retas em azul são chamadas assíntotas e nào fazem 
parte do gráfico. 


sáo algébricas, mas também estáo incluídas fungóes mais complicadas (tais como 
aquelas que satisfazem uma equação como y? — 9xy + x? = 0, estudada na Seção 3.7). 
A Figura 1.20 mostra os gráficos de três funções algébricas. 


Funções trigonométricas As seis funções trigonométricas básicas serão revisadas 
na Seção 1.3. Os gráficos das funções seno e cosseno são mostrados na Figura 1.21. 


у у= х1 — 125 
^ 


(а) (b) (c) 


FIGURA 1.20 Gráficos de três funções algébricas. 
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FIGURA 1.22 Gráficos de funções 
exponenciais. 


Ехегсїс105 1.1 


(a) f(x) = sen х (b) f(x) = cos x 


FIGURA 1.21 Gráficos das funções seno e cosseno. 


Funções exponenciais Funções com a fórmula f(x) = a”, onde a base a > 0 é 
uma constante positiva e a # 1, são chamadas de funções exponenciais. Todas as 
funções exponenciais têm domínio (- oo, oo) e imagem (0, oo), logo, uma função 
exponencial nunca assume o valor 0. Estudaremos funções exponenciais na Seção 
1.5. Os gráficos de algumas fungóes exponenciais sáo mostrados na Figura 1.22. 


Funções logarítmicas Essas são as funções f(x) = log x, onde a base аж 1 é uma 
constante positiva. Elas são as funções inversas das funções exponenciais, e estu- 
daremos essas funções na Seção 1.6. A Figura 1.23 mostra os gráficos de quatro 
funções logarítmicas com bases variadas. Em todos os casos, o domínio é (0, оо) e 
a imagem é (— 00, 00). 


FIGURA 1.23 Gráfico de quatro FIGURA 1.24 Gráfico de uma 
funções logarítmicas. catenária ou cabo pendente. (A palavra 
latina catena significa “corrente”.) 


Funções transcendentes Essas são funções não algébricas. Incluem as funções 
trigonométricas, trigonométricas inversas, exponenciais e logarítmicas, assim como 
muitas outras. Um bom exemplo de uma função transcendente é a catenária. Seu 
gráfico assume a forma de cabo, como um cabo telefônico ou um cabo de transmis- 
são elétrica, estendido entre um suporte e outro, pendendo livremente sob seu próprio 
peso (Figura 1.24). A função que define o gráfico será estudada na Seção 7.3. 


7. S. b. 


Para os Exercícios 1-6, encontre o domínio e a imagem de cada função. 


Funções 
1. fe) =1 +< 
2. ((х)-1-Мх 


3. F(x) V 5x + 10 
4. g(x) 2 Vx? — 3x 


Nos Exercícios 7 e 8, quais dos gráficos são de funções de x e quais 


nào são? Justifique suas respostas. 


y y 
3-1 
2 
12-16 
A d х 
0 0 


Encontrando fórmulas para funcóes 


9. Expresse a área e o perímetro de um triángulo equilátero em 
fungáo do comprimento x do lado do triángulo. 
10. Expresse o comprimento do lado de um quadrado em fungáo 
do comprimento d da diagonal do quadrado. Depois, expresse 
a área do quadrado em fungáo do comprimento da diagonal. 
11. Expresse o comprimento da aresta de um cubo em função do 
comprimento da diagonal d. Depois, expresse a área da superfi- 
cie e o volume do cubo em fungáo do comprimento da diagonal. 


12. Um ponto P no primeiro quadrante está no gráfico da fungáo 
f(x) = V x. Expresse as coordenadas de P em função do coefi- 


ciente angular da reta que liga P à origem. 
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Considere o ponto (x, y) que está no gráfico da reta 2x + 4y = 
5. Sendo L a distáncia do ponto (x, y) à origem (0, 0), repre- 
sente L em função de x. 


14. Considere o ponto (x, y) que está no gráfico de y = Vx — 3. 
Sendo L a distáncia entre os pontos (x, y) e (4, 0), represente 
L em fungáo de x. 


Funcóes e gráficos 


Encontre o domínio e faga o gráfico das fungóes nos Exercícios 
15-20. 
15. у(х) = 5 – 2х 18. «0)-У-х 
16. f(x)=1-2x-x? 19. F(D) = 1/4 
20. G = 1/4 


17. go) = VA 


S x+ 3 
21. Encontre o domínio de y = ————————. 
4 — Мх? — 9 
х2 
22. Encontre a imagem de y =2 + — 


х2 +4 
23. Faça os gráficos das equações a seguir e explique por que eles 
não são gráficos de funções de x. 


a.|v| 7x һ. у? =x 
24. Faça os gráficos das equações a seguir e explique por que eles 
não são gráficos de funções de x. 
а. |x| * |y| 2 1 b. |x * y| *1 
Funcóes definidas por partes 
Faça os gráficos das funções nos Exercícios 25-28. 
X 0=x=1 
25. = 
fe > 1<х=2 
1-3 охе 
26. = ý 
se) cr 1 <х=2 
Щз, х= 1 
х х> 1 


< 
28. G(x) = lx, x<0 
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Encontre uma fórmula para cada função representada por meio de 
gráficos nos Exercícios 29-32. 


29. a. b. 


(1,-1) (3,-1) 


Т 
2 


Funcóes maior e menor inteiro 


33. Para quais valores de x 
a.|x|=0? 


b.[x]= 0? 
34. Quais números reais x satisfazem a equação | x | = [x]? 


35. [—]- — [|x | para todos os x reais? Justifique sua resposta. 
36. Faça o gráfico da fungáo 


_ flx] хэ0 
q Us ae 
Por que f(x) é chamada de parte inteira de x? 


Funções crescentes e decrescentes 


Faça os gráficos das funções nos Exercícios 37-46. Que simetrias, se 
houver, possuem os gráficos? Especifique os intervalos dentro dos 
quais a função é crescente e os intervalos em que ela é decrescente. 


37. ye 39. у= 1 
х 
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41. у= Vx] 44. y=- "ҮД Nos Exercícios 65 e 66, descubra qual gráfico corresponde а cada 
3 equação. Não utilize um dispositivo gráfico e justifique sua resposta. 
42. у= V -x 45. у= х 2 is 
Ene: 65. a.y=x* b.y=x с.у=х 
43. y = х3/8 46. у= (xy 
9 
Funções pares e ímpares 4 
Nos Exercícios 47-58, diga se a função é par, ímpar ou nenhuma 8 
delas. Justifique sua resposta. В 
47. f(x)=3 54. g() =— 
48. f(x) 2x5 vt 1 
49. /(х)=х? +1 55. h(t) = El 7 £ 
50. f(x) =< + x 56. ht) = |P| 
51. g(x) = +x 57. h(t) -2t*1 f 
52. gi)-x** 32-1 58. h(1) =2|1] 1 
1 
53. gx) =— 
ез] 
Teoria e exemplos 
р | 66. а. у = 5х Б. у= 5" с.у= x 
59. A variável s é proporcional a / е s = 25, quando / = 75. Deter- 
mine / quando s = 60. y 
60. Energia cinética A energia cinética K de uma massa é pro- А 
porcional ао quadrado de sua velocidade у. Se К = 12.960 jou- 
les quando v= 18 m/s, qual o valor de K quando v= 10 m/s? 
61. As variáveis r e s sào inversamente proporcionais e r = 6 quan- 
do s = 4. Determine s quando r = 10. h 
62. Lei de Boyle А Lei de Boyle diz que o volume V de um gás Р 
а uma temperatura constante aumenta sempre que a pressáo Р 0 i 
diminui, de modo que Уе P sào inversamente proporcionais. 
Se P = 14,7 lbs/pol.? quando V = 1000 pol.3, entáo, qual o 
valor de V quando P = 23,4 Ibs/pol.?? ^t 
63. Uma caixa sem tampa será feita com um редасо retangular 
de papelão com dimensões de 14 х 22 polegadas, cortando-se 
quadrados iguais de lado x em cada canto e, depois, dobrando- 
-se as laterais para cima, conforme mostra a figura. Expresse Elo. a. Faça o gráfico das funções f(x) = x/2 e g(x) = 1 + (4/x) jun- 
o volume Y da caixa em função de x. tas para identificar os valores de x para os quais 
х 4 
2 > 1 + 53 
b. Confirme algebricamente sua resposta no item (a). 
Ов. a. Faça о gráfico das funções f(x) = 3/(x — 1) e g(x) = 2/(x + 1) 
juntas para identificar os valores de х para os quais 
64. A figura a seguir mostra um retángulo inscrito em triángulo 3 < 2 


retángulo isósceles cuja hipotenusa tem 2 unidades de com- 

primento. 

a. Expresse a coordenada y de P em função de x. (Você pode 
começar escrevendo uma equação para a reta AB.) 


b. Confirme algebricamente sua resposta no item (a). 


69. Para que uma curva seja simétrica em relagáo ao еїхо х, o 
ponto (x, y) deverá estar na curva se, e somente se, o ponto 


b. Expresse a área do retângulo em função de x. (х, у) estiver na curva. Explique por que uma curva simétrica 
y em relação ao eixo х nào é o gráfico de uma função, a não ser 
1 que a função seja y = 0. 


70. Trezentos livros sáo vendidos a $ 40 cada, resultando em uma 
receita de (300)($ 40) = $ 12.000. Para cada aumento de $ 5 
no preco, sáo vendidos 25 livros a menos. Represente a receita 
R em fungáo do número x de aumentos de $ 5. 


71. É preciso construir um cercado na forma de um triángulo retán- 
gulo isósceles com pernas de x pés de comprimento e hipote- 
nusa de Л pés de comprimento. Se o revestimento custa $ 5 pés 
para as pernas e $ 10 pés para a hipotenusa, represente o custo 
total C de manufatura em fungáo de Л. 
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72. Custos industriais Uma usina elétrica está localizada em um a. Suponha que o cabo saia da usina em diregáo ao ponto O 
trecho do rio que tem 800 pés de largura. Os custos para passar do lado oposto, que fica x pés distantes do ponto P na mar- 
um novo cabo da usina até uma localizagáo na cidade 2 milhas gem oposta à usina. Escreva uma função C(x) que forneça o 
rio abaixo, do lado oposto do rio, são de $ 180 por pé de cabo custo para passar o cabo em função da distância x. 
cruzando o rio e $ 100 por pé de cabo estendido por terra. b. Gere uma tabela de valores para determinar se a localização 


de menor custo para o ponto Q é menor ou maior que 2000 


5 2 2 milhas da pés a partir do ponto P. 
x 
| 
800 pés; 
1 
( 
Usina 


FORA DE ESCALA 


1 2 | Combinando їипсбе$; transladando e mudando a escala dos gráficos 


Nesta segáo, estudaremos as principais maneiras de combinar ou transformar 
fungóes a fim de criar novas fungóes. 


Somas, diferencas, produtos e quocientes 


Assim como ocorre com números, as funções podem ser somadas, subtraídas, 
multiplicadas e divididas (exceto quando o denominador for zero) para produzir no- 
vas funções. Se f e g são funções, então, para qualquer x que pertença aos domínios 
de ambos, f e g (isto é, para x e D(f) N D(g)), definimos funções f + g, f — ge fg 
pelas fórmulas 

(f +D) = ЈО) + go). 
(7-4)0)-70)-809. 
(g)x) = fg). 


Observe que o sinal de + no lado esquerdo da primeira equação representa a 
operação de adição de funções, ao passo que o sinal de + no lado direito da equação 
significa adigáo dos números reais f(x) e g(x). 

Em qualquer ponto de D(f) A D(g) no qual g(x) # 0, também podemos definir 
a função f/g pela fórmula 


(£o = 5 (onde g(x) + 0). 


Funções também podem ser multiplicadas por constantes: se c é um número 
real, então a função cf é definida para qualquer x no domínio de f por 


(cf)(x) = fx). 


EXEMPLO 1 As funções definidas pelas fórmulas 


f(x) = ЫГ е gx) = Vl — x 
têm domínios D(f) = [0, oo) e D(g) = (оо, 1]. Os pontos comuns a esses domínios 
são 
[0, oo) (1(-оо, 1] = [0, 1]. 


A tabela a seguir resume as fórmulas e domínios para as diversas combinações 
algébricas das duas funções. Também escrevemos f - g para a função produto fg. 


14 Cálculo 


Função Fórmula Domínio 


f*g (+00) = Vy+ VI-x [0,1] = D(f) N D(g) 
1-8 (f-g@)= Мх Мх [0, 1] 
g-f 4-Л0)-М1-х- Vx [0, 1] 
fe gw = fwg = МХТ = х) [0,1] 


fle Lg = A г =т=» (0, 1) (x = 1 excluído) 


g/f HE - ке) = |== (0, 1] (x = 0 excluído) 


O gráfico da funçào f + g é obtido a partir dos gráficos de f e g ao somarmos 
f(x) e g(x) em cada ponto x e D(f) A D(g), como mostra a Figura 1.25. Os gráficos 
def+gef-g do Exemplo 1 são mostrados na Figura 1.26. 


y 
* 


1 2 
5 5 5 


FIGURA 1.25 Soma gráfica de duas funções. FIGURA 1.26 О domínio da fungáo f + g ба inter- 
secção dos dominios de f e g, o intervalo (0, 1] no 
eixo x onde esses domínios se sobrepóem. Esse inter- 
valo também é o domínio da função f + g (Exemplo 1). 


Funcóes compostas 


A composição é outro método para combinar funções. 


DEFINIÇÃO Sefe g são funções, a função composta / о g (“f composta com 
g”) é definida por 


(f° в)(х) = fg). 


O domínio de f ° g consiste nos números x no domínio de g para os quais g(x) 
fica по domínio de f. 


A definigáo implica que f ° g pode ser formada quando a imagem de g fica no 
domínio de f. Para determinar (f o g)(x), primeiro determine g(x) e, em seguida, 
determine f(g(x)). A Figura 1.27 ilustra f o g como um diagrama de máquina, en- 
quanto a Figura 1.28 mostra a composigáo como um diagrama de setas. 
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fog 


xy— > g -40)-»- fo — fm) 


FIGURA 1.27 Duas funções podem ser compostas 


em x sempre que o valor de uma função em x 809 
estiver по domínio da outra. A composigáo tem a 
notação f g. FIGURA 1.28 Diagrama de setas para f ° g. 


Para avaliar a função composta g o f (quando definida), determinamos f(x) 
primeiro e, em seguida, g(f(x)). O domínio de g ° f é o conjunto dos números x no 
domínio de f, de modo que f(x) fica no domínio de g. 

As funções de f ° g e g ° f costumam ser bem diferentes. 


EXEMPLO 2 Se f(x) = Vie g(x) = x + 1, determine 
(a) (fo gx) (b) (ge flo) (е) (f° (х) (c) (g ° gx). 


Solucáo 

Composta Domínio 
(а) (f° 20) = е) = VgG) = Vx + 1 [-1, оо) 
(b) e Ло) = (Дх) =) * 19 Vx 1 [0, oo) 
(O (/«0)—/009) = V/fG) = V/v = х! (0, сс) | 
(d) (go 2)(х) = я(ш(х))=ж(х) + 1=(х+1)+1=х+2 (- 00, oo) 


Para entender por que o domínio f ° g é [-1, оо), observe que (х) = x + 1 é 
definida para qualquer x real, mas pertence ao domínio de f somente se x + 1 > 0, 
ou seja, quando x > —1. á 


Observe que, se f(x) = х2 e g(x) = Vx, então (f o g)(x) = (Vx У = x. No entanto, 
o domínio de f o g é [0, 00), e nào (— oo, oo), uma vez que Vx exige x > 0. 


Translado do gráfico de uma funcáo 


Uma maneira comum de obter uma nova função a partir de uma função existen- 
te é adicionar uma constante a cada resultado da função existente ou a sua variável 
de entrada. O gráfico da nova função é o gráfico da função original transladado 
verticalmente ou horizontalmente, como segue. 


Fórmulas para translacáo 


Translação vertical 
у= Кх) *k  Translada o gráfico k unidades para cima se k > 0. 
Translada o gráfico |А unidades para baixo se k < 0. 


Translação horizontal 
y=Ax+h)  Translada o gráfico h unidades para a esquerda se h > 0. 
Translada o gráfico |h| unidades para a direita se h < 0. 
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y EXEMPLO 3 


у=х?+1 (a) A adição de 1 ao lado direito da fórmula у = x? para obter у = x? + 1 translada o 
gráfico para cima em 1 unidade (Figura 1.29). 

(b) A adição de —2 ao lado direito da fórmula y = x? para obter y = x? — 2 translada 
o gráfico para baixo em 2 unidades (Figura 1.29). 

(c) A adição de 3 ax em y — x? para obter y = (x + 3)? translada o gráfico 3 unidades 
para a esquerda (Figura 1.30). 


l unidade 


(d) A adição de 2 a x em y = |x| e, depois, a adição de —1 ao resultado, dá y — |x —2|— 1, 
e translada o gráfico 2 unidades 4 direita e 1 unidade para baixo (Figura 1.31). 


>x 
2 2 
2 unidades Mudanca da escala e reflexáo do gráfico de uma funcáo 
Mudar a escala do gráfico de uma função y = f(x) significa alongá-lo ou com- 

primi-lo vertical ou horizontalmente. Isso é possível ao multiplicar a fungáo f, ou 
FIGURA 1.29 Para transladar o gráfico a variável independente x, por uma constante c apropriada. Reflexóes em torno dos 
de f(x) = x? para cima (ou para baixo), eixos coordenados são casos especiais em que с = –1. 
adicionamos constantes positivas (ou 
negativas) а fórmula de / (Exemplos За Adicione uma Adicione uma 
e 3b). constante positiva a x. y Constante negativa ах. 


- 2 ct 


y=(x+ 3y 


FIGURA 1.30 Para transladar o gráfico de FIGURA 1.31  Translado do gráfico de 
у = x2 para a esquerda, adicionamos uma y = |x| de 2 unidades para a direita e 1 
constante positiva a х (Exemplo 3с). Para unidade para baixo (Exemplo 3d). 


transladar o gráfico para a direita, adicionamos 
uma constante negativa a x. 


Fórmulas para mudanca de escala vertical e horizontal e reflexáo 


Para с> 1, a escala do gráfico é alterada: 


у= сх) Alonga о gráfico de f verticalmente por um fator de с. 
у= L fx) Comprime o gráfico de f verticalmente por um fator de c. 
c 
у= flex) Comprime o gráfico de / horizontalmente por um fator де с. 
y = fix/c) Alonga o gráfico de f horizontalmente por um fator de c. 


Para c = -1, о gráfico é refletido: 


у= х) Reflete o gráfico de fem torno do eixo х. 
y=fx) Reflete o gráfico de fem torno do eixo y. 


EXEMPLO 4 Aqui, mudaremos a escala e refletiremos o gráfico de y = V. 


(a) Vertical: Multiplicar o lado direito de у= V por 3 para obter y = 3Vx alonga 
o gráfico verticalmente por um fator de 3, ao passo que multiplicá-lo por 1/3 
faz que ele seja comprimido por um fator de 3 (Figura 1.32). 

(b) Horizontal: O gráfico de y = V3x é uma compressáo horizontal do gráfico 
de y = Vx por um fator de 3, e y = Vx/3 é um alongamento horizontal por 
um fator de 3 (Figura 1.33). Observe que y = МЗх = V3 Vx, portanto, uma 
compressáo horizontal pode corresponder a um alongamento vertical por um 
fator de escala diferente. Do mesmo modo, um alongamento horizontal pode 
corresponder a uma compressáo vertical por um fator de escala diferente. 
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FIGURA 1.32 Alongamento e compressão FIGURA 1.33 Alongamento e compressão 
vertical do gráfico y = Vx por um fator de horizontal do gráfico y = Vx por um fator FIGURA 1.34 Reflexões do gráfico y = Vx 


3 (Exemplo 4a). de 3 (Exemplo 4b). em torno dos eixos coordenados (Exemplo 4c). 
(c) Reflexão: O gráfico de y = —V x é uma reflexão de y = Vx em torno do eixo X; 
e у= М-х é uma reflexão em torno do eixo y (Figura 1.34). 


EXEMPLO 5 Dada a função f(x) = x* — 4X? + 10 (Figura 1.35a), determine fór- 
mulas para: 


(a) comprimir o gráfico horizontalmente por um fator de 2 e, em seguida, refleti-lo 
em torno do eixo y (Figura 1.35b). 

(b) comprimir o gráfico verticalmente por um fator de 2 e, em seguida, refleti-lo 
em torno do eixo x (Figura 1.35c). 


Y у = 16x4 +32x° + 10 Y 
fœ = x* — 4x? + 10 


(a) 


FIGURA 1.35 (а) O gráfico original de f. (b) Compressão horizontal de y = f(x) no item (a) por um fator de 2, seguida por uma reflexão 
em torno do eixo y. (c) Compressào vertical de y = f(x) no item (a) por um fator de 2, seguida por uma reflexào em torno do eixo x 
(Exemplo 5). 


Solucáo 
(a) Multiplicamos x por 2 para obter a compressáo horizontal e por—1 para causar a 
reflexão em torno do eixo y. A fórmula é obtida ao substituir -2x por х no lado 
direito da equação para f: 
у= (Ax) = (2x)! - 42x? + 10 
= 16x! + 32:3 + 10. 
(b) A fórmula é 


doas... d š 
р) +S. 


Elipses 


Embora não sejam gráficos de funções, os círculos podem ser alongados hori- 
zontalmente ou verticalmente da mesma forma que gráficos de funções. A equação 
padráo para um círculo de raio r centrado na origem é 


хур, 
Ао substituirmos cx por x na equação padrão para um círculo (Figura 1.36a), temos 


EP + у = р, (1) 
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(a) círculo 


(b) elipse,0 cc < I (c) elipse, c > 1 


FIGURA 1.36 О alongamento ou a compressáo horizontal de um círculo produz gráficos de elipses. 


FIGURA 1.37 Gráfico da elipse 


2 2 
5 4 ын = |, a> pb, onde o eixo 
a b 


principal é horizontal. 


Exercícios 1.2 


Se0 «c < 1, o gráfico da Equação 1 alonga horizontalmente o círculo; se c > 1, 
o círculo é comprimido horizontalmente. Em ambos os casos, o gráfico da Equação 
1 é uma elipse (Figura 1.36). Observe que, na Figura 1.36, os interceptos do eixo y 
dos três gráficos são sempre —г e r. Na Figura 1.366, o segmento da reta que une os 
pontos (+»/c, 0) é denominado eixo principal da elipse; o eixo secundário é o seg- 
mento de reta que une (0, +r). Os eixos da elipse estão invertidos na Figura 1.36c: о 
eixo principal é o segmento de reta que une os pontos (0, +»), o eixo secundário é o 
segmento de reta que une os pontos (+r/c, 0). Em ambos os casos, o eixo principal 
é o segmento que tem o maior comprimento. 
Se dividirmos ambos os lados da Equação 1 por »?, obteremos 
2 2 
tal (2) 
onde a = r/c e b =r. Se а > b, o eixo principal é horizontal; se a < b, o eixo principal 
é vertical. O centro da elipse dado pela Equação 2 é a origem (Figura 1.37). 
Ao substituirmos x — Л por x, e y — k por у na Equação 2, o resultado é 
x = hy = k? 
tdo. (3) 
A Equação 3 é a equação padrão de uma elipse com centro em (h, k). A defi- 
nição geométrica e as propriedades da elipse serão revisadas na Seção 11.6. 


Combinações algébricas е. NUS) в. ЛК) 
Nos Exercícios 1 е 2, determine os domínios e as imagens de f, g, f. g(g(2)) h. g(g(x)) 
f+tgef:g. 6. Se /(х)=х—1 e g(x) = 1/(x + 1), resolva: 
1. /х)=х, g@&)=Vx-1 а. f(g(1/2)) e. 2) 
2. f(0)=Vx+1L em=Vx=1 b. g((1/2) f. g(g(2)) 
Nos Exercícios 3 e 4, determine os domínios e as imagens de /, g, с. fe) в. Af) 
d. gía) h. g(g(x)) 


flee g/f. 
3. /х)-2, г(х)-32-1 
4. 1091, g@)=1 +X 


Funções compostas 


5. Se f(x) » x ^ 5e g(x) = x? – 3, resolva: 


с. feo) x+2 x 
d. efto) 10. fx) -3— o 80) 2-0 h(x) = v2—x 


a. f(g(0)) 
b. g(/(0)) 


Nos Exercícios 7-10, encontre a fórmula para f ° g ° h. 
7. fi) "x *l, 8(5)-3х, hx)=4-x 
8. f(x) 3x 4 go)-2x-l, h(x) == 


9. fx) = Vx+1, gx) = x bài h(x) =1 


Sejam f(x) = x — 3, g(x) = Vx, h(x) = x e j(x) = 2x. Expresse cada 
uma das fungóes nos Exercícios 11 e 12 como fungáo composta 
envolvendo uma ou mais funções de f, g, Ле}. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


a. y=Vx-3 d. y=4x 

b. y=2Vx е. y= V(x — 3) 
с. yx f. y=(2x— 6)° 

а. y=2x-3 d. y=x-6 

b. y=x3⁄2 e. y=2Vx – 3 
с. у= É y- V3 -3 
Copie e complete a tabela a seguir. 


gŒ) fe) (f ° Dw) 
a х- 7 Vx ? 
b; x +2 3х ? 
2 Va = 5 Vx? — 5 
х х ° 
sh “Хал! = 1 
d 7? 1 +2 x 
f. i 2 x 
Copie e complete a tabela a seguir. 
gx) Хо) (f ° gt) 
a |x| ? 
x-1 х 
e s x 251 


ё 4 Vx |x| 
d. Vx ? |x| 


Avalie cada expressáo utilizando a tabela de valores a seguir. 


a. fíg-1) е. ED) е. g((-2) 
b. g(/(0)) d. g(g(2)) f. fig(1)) 
Avalie cada expressáo utilizando as fungóes 
o -15х«0 
fo) =2- 5 oL, 0zxz2 
а. f(g(0)) e. g(g(-1)) e. g(/(0)) 
b. 203) d. //2) f. f(g(1/2)) 


Nos Exercícios 17 e 18, (a) escreva fórmulas para f og e g ° fe 
determine (b) o domínio e (c) a imagem de cada uma. 


17. 


18. 
19. 


20. 


fe) = Vx*1 g@) = + 
10932, 80)-1-УМх 


Seja f(x) = —* Determine uma fungáo y = g(x) de modo 
х- 
que (f ° gl) = x. 


Seja f(x) = 2x? — 4. Determine uma função y = g(x) de modo 
que (f o g)(x) =x * 2. 
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Translado de gráficos 


21. A figura a seguir mostra o gráfico de y = —x? transladado para 


duas novas posições. Escreva equações para os novos gráficos. 


7 


Posição (b) 


22. A figura a seguir mostra o gráfico de у = x? transladado para 


duas novas posições. Escreva equações para os novos gráficos. 


Posição (a) 


Posição (b) 


23. Associe as equações listadas nos itens (a)-(d) aos gráficos na 


figura seguinte. 
а. y=(x-1)?-4 
b. y=(x-22+2 


с. y=(x+22+2 
d.y=(x+32-2 


Posição 2 


Posição 1 


(-2,2) 
Posição 3 
1 


(1,-4) 


24. A figura a seguir mostra o gráfico de y = х? transladado para 


quatro novas posições. Escreva uma equação para cada novo 
gráfico. 


20 


Cálculo 


>< 


(1,4) 


Os Exercícios 25-34 dizem quantas unidades e em que direções os 
gráficos das equações dadas serão deslocados. Dê uma equação para 
o gráfico transladado. Em seguida, faça um esboço dos gráficos 
originais e transladados juntos, identificando cada gráfico com sua 
equação. 
25. x2+y2=49 Abaixo 3, esquerda 2 
26. х2 +у2= 25 Acima 3, esquerda 4 
27. у= 
28. у=? 
29. у= Vx Esquerda 0,81 
30. у--Ух Direita 3 
31. y=2x-7 Асша7 


Esquerda 1, abaixo 1 
Direita 1, abaixo 1 


32. y= 1 (х + 1)+ 5 Abaixo 5, direita 1 

33. y=1/x Acima l, direita 1 

34. y=1/x? Esquerda 2, abaixo 1 

Еаса o gráfico das fungóes nos Exercícios 35-54. 


35. y- Vx +4 47. у= l 


х-2 
36. y=V9 -x 1 
48. y---2 
37. у-|х-2| TX 
38. у-11-31-1 49. у= 1+2 
39. у=1+\/х— 1 1 
40. y=1-Vx ЭРЧ 
41. y= (c 12 51. y=1>5 
42. у= (x - 89^ (owe 
43. y= 1-25 52. y-L-1 
j = 
„ »$4-35 
44. y+4=x2 sã у= 41 
45. y- Vx — 1-1 x" j 
Е 3/2 Bá. у 
46. у= (х+ 22 +1 y TEN 


55. A figura a seguir mostra o gráfico de uma fungáo f(x) com do- 
mínio [0, 2] e imagem [0, 1]. Encontre os domínios e as imagens 
das fungóes a seguir e esboce os gráficos correspondentes. 


y 


a. f(x) +2 d. — Ax) g. fx) 
b. Ax)-1 e. f(x *- 2) h. —/{х + 1) +1 
c. 2fix) f. fx - 1) 


56. A figura a seguir mostra o gráfico de uma função g(r) com domí- 
nio [- 4, 0] e imagem [-3, 0]. Encontre os dominios e as imagens 
das funções a seguir e esboce os gráficos correspondentes. 


>t 
-4 E 
у = gn 
а. g(t) d. 1-2() в. 201-0 
b. -80) е. g(-t*2) h. -g(t — 4) 
c. 2(1) +3 f. g((-2) 


Mudança de escala vertical e horizontal 


Os Exercicios 57-66 dizem por qual fator e direçào os gráficos das 
funções dadas devem ser alongados ou comprimidos. Crie uma 
equação para o gráfico alongado ou comprimido. 


57. у= x? - 1, alongado verticalmente por um fator de 3 
58. y=x?- 1, comprimido horizontalmente por um fator de 2 


59, y=1+ 4 comprimido verticalmente por um fator de 2 
х^ 
60. у=1 + 4, alongado horizontalmente por um fator de 3 
m 
61. у= Vx + 1, comprimido horizontalmente por um fator de 4 


62. у= Vx + 1, alongado verticalmente por um fator de 3 

63. у= V4 — x?, alongado horizontalmente por um fator de 2 

64. у= V4 — x°, comprimido verticalmente por um fator de 3 

65. у= 1 =x, comprimido horizontalmente por um fator de 3 

66. у= 1 — xš, alongado horizontalmente por um fator de 2 
Montagem de gráficos 


Faga o gráfico de cada fungáo nos Exercícios 67-74 sem colocar seus 
pontos em um sistema de coordenadas. Comece pelo gráfico de uma 
das funções padrão apresentadas nas Figuras 1.14-1.17 e aplique a 
mudanga adequada. 


67. y=-W2x + 1 71. у=3:-1 
" 2% 


= zd 
68. у-11-2 72. y=2+1 
= 3-2 а 
69. у-(х- T 73. y--NÁ 
70. у-(1-ху-2 74. y- (2 


75. Faça o gráfico da função у = |x? — 1|. 
76. Faga o gráfico da funçào y = мх] j 
Elipses 
Os Exercícios 77-82 apresentam equações de elipses. Coloque cada 
equação no formato padrão e esboce a elipse. 
77. 9x? + 25у? = 225 80. (x+1)+2)=4 
78. 16х2--7у2-112 81. 3x- 1? +2y+2)=6 
79. 32 + (у– 2) 23 
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яз. 6(:-2| +9 -1Y -я аы: Lin 
дог b = b. f/g g. gof 
83. Escreva uma equação para a elipse (x2/16) + (7/9) = 1 trans- c. gif h. fof 
ladada 4 unidades para a esquerda e 3 unidades para cima. d. /2= ff i gog 
Esboce a elipse e identifique seu centro e seu eixo principal. е. g= gg 
84. Escreva uma equação para a elipse (х?/4) + (y?/25) = 1 transla- 86. Uma função pode ser tanto par quanto impar? Justifique sua 
dada 3 unidades para a direita e 2 unidades para baixo. Esboce resposta. 
a elipse e identifique seu centro e seu eixo principal. 87. (Continuação do Exemplo 1.) Faça os gráficos das funções 
Combinacáo de funcóes Хх) = Vx eg(x)= V1 — x juntamente com sua (a) soma, (b) 
85. Suponha que f seja uma função раг, g seja uma função ímpar produto, (c) duas diferenças, (d) dois quocientes. 
e tanto f como g sejam definidas na reta real R. Quais das 88. Seja f(x)=x—7 e g(x) =x. Faça o gráfico de f e g juntamente 
seguintes funções (quando definidas) são pares? E ímpares? com fogego f. 


Funções trigonométricas 


1.3 


Esta seção revisará a medida em radianos e as funções trigonométricas básicas. 


Ángulos 


Ángulos sáo medidos em graus ou radianos. O número de radianos no ángulo 
central 4'CB' dentro de um círculo de raio r é definido como o número de “unidades de 
raio” contidas no arco s subentendidas por esse ángulo central. Se denotamos esse ángu- 
lo central por 0 quando medido em radianos, isso significa que 0 = 5/7 (Figura 1.38), ou 


> 2 s = r0 (0 em radianos). (1) 
"culo de tà 

Se o círculo é um círculo unitário com raio r = 1, então, a partir da Figura 1.38 

FIGURA 1.38 А medida em radianos do e Equagáo 1, vemos que o ángulo central Ө medido em radianos equivale apenas ao 

ángulo central A'CB' é o número 6 = s/r. comprimento do arco que o ángulo corta do círculo unitário. Uma vez que uma volta 


Para um círculo unitario de raio r= 1,0 inteira do círculo unitário equivale a 360º ou 27 radianos, temos 
corresponde ao comprimento do arco АВ 


que o ângulo central ACB corta do círculo т radianos = 180º (2) 
unitário. e 
1 radiano = 180 (= 57,3 graus) ou lgrau— 1б (= 0,017) radianos. 
т 
A Tabela 1.2 mostra a equivaléncia entre as medidas de grau e radiano para 
alguns ángulos básicos. 


TABELA 1.2 Ángulos medidos em graus e radianos 


Graus -180 —135 
0 (radianos) mo 3a 


Um ángulo no plano xy está na posigáo padráo quando o seu vértice está posi- 
cionado na origem e sua semirreta inicial está sobre o eixo x positivo (Figura 1.39). 
540 atribuídas medidas positivas aos ángulos medidos no sentido anti-horário a partir 
do eixo x positivo; os ángulos medidos no sentido horário recebem medidas negativas. 

Ángulos que descrevem rotacóes no sentido anti-horário podem se distanciar arbi- 
trariamente além de 277 radianos ou 360º. Do mesmo modo, ángulos que descrevem rota- 
ções no sentido horário podem ter medidas negativas de todos os tamanhos (Figura 1.40). 

y y 


Semirreta final 


Semirreta inicial 


Medida  Semirreta inicial 


positiva 


Medida 


Semirreta н 
перац уа 


>x final 


FIGURA 1.39 Ángulos na posição padrão do plano xy. 
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hipotenusa 
oposto 
adjacente 

sen 0 = 88, cossec 0 = Вр 
hip op 
cos 6 = 20 soc B= AP 
“np “Ca 
tg0= 2 cotg 0 = adj 
2? adj = ор 


FIGURA 1.41 Razões trigonométricas de 
um ángulo agudo. 


FIGURA 1.42 Аз funções trigonométricas 
de um dado ángulo geral Ө sáo definidas 
em termos de x, y e r. 


2 
74, A j 
1 1 

FIGURA 1.43 Ângulos radianos e 
comprimentos laterais de dois triângulos 
comuns. 

y 

A 


s T 
posição sen todas as posições 


E E 
posição tg posição cos 


FIGURA 1.44 А regra CTST nos diz quais 
funções trigonométricas são positivas em 
cada quadrante. 


9т 4 


4 


FIGURA 1.40 Medidas em radianos diferentes de zero podem ser positivas ou negativas e 
ultrapassar 27. 


Convenção para ángulos: use radianos Daqui por diante, neste livro, assumire- 
mos que todos os ángulos sáo medidos em radianos, a menos que se diga expli- 
citamente que graus ou outra unidade está sendo utilizada. Quando nos referimos 
ao ángulo 7/3, estamos nos referindo a 7/3 radianos (que equivalem a 60°), e nào 
7/3 graus. Usamos radianos porque isso simplifica muitas operações em cálculo, e 
alguns resultados que obtemos ao utilizarmos as funções trigonométricas não são 
verdadeiros quando os ângulos são medidos em graus. 


Seis funções trigonométricas básicas 


Você, provavelmente, já está familiarizado com a definição das funções trigo- 
nométricas de um ángulo agudo segundo os lados de um triângulo retângulo (Figu- 
ra 1,41). Estendemos essa definigáo para os ángulos obtusos e negativos quando, 
primeiramente, colocamos o ángulo na posigáo padráo em um círculo de raio r. Em 
seguida, definimos as funções trigonométricas segundo as coordenadas do ponto 
P(x, y), onde a semirreta final do ángulo cruza o círculo (Figura 1.42). 

y 


) r 
seno: sen0=% cossecante: cossec 0 ="; 
x r 
cosseno:  cos0—;. secante: 5ѕес0 = у 
МА х 
tangente: 10-32 cotangente: — cotg 0 — y 


Essas definições ampliadas estão de acordo com as definições do triángulo re- 
tángulo quando o ángulo é agudo. Observe, também, que, sempre que os quocientes 
forem definidos, 


_ send =. Í 
tg0 = 080 cotg 0 = 0 

211 л 
sec0 = 050 cossec 0 = = 


Como vocë pode ver, tg 0 e sec 0 nào sào definidas se x = cos 0 = 0. Isso signi- 
fica que elas também não são definidas se 0 for +7/2, +377/2, ... . Do mesmo modo, 
cotg 0 e cossec 0 náo sáo definidos para valores de Ө para os quais y = 0, ou seja, 
0=0, xm, £27, .... 

Os valores exatos dessas razóes trigonométricas para alguns ángulos podem ser 
lidos a partir dos triángulos na Figura 1.43. Por exemplo, 


sen = —1_ sent = 1 sena = —— 
4 47 6 2 3 2 
соз 7 = 12 AR сов 7 = + 
№ 
тоо m s т _ 
teg=1 ыг Хай tg v5 


A regra CTST (Figura 1.44) ajuda a lembrar quando as funções trigonométricas 
básicas são positivas ou negativas. Por exemplo, a partir do triângulo na Figura 1.45, 
vemos que 


2m МЗ = 2n 
3 27° 3 2? 

Utilizando um método semelhante, determinamos os valores de sen Ө, cos 0 e 
tg Ө demonstrados na Tabela 1.3. 


sen 
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TABELA 1.3 Valores de sen Ө, cos Ө e tg 0 para valores selecionados de 0 


-135 150 180 270 360 
=37 


Graus -180 


0 (radianos) —7 


0 


4 


=V2 
2 


27 27 
cos ZZ, еп ZZ = - 
3 3 


FIGURA1.45 Triángulo para calcular 
o seno e o cosseno de 27/3 radianos. Os 
comprimentos dos lados vém da geometria 


dos triángulos retángulos. 


-v2 
2 


Periodicidade e gráficos das funções trigonométricas 

Quando um ángulo de medida Ө e um ángulo de medida Ө + 27 estão na posição 
padráo, suas semirretas finais coincidem. Os dois ángulos possuem, portanto, os 
mesmos valores de funções trigonométricas: sen (0 + 27) = sen 0, tg (0 + 27) = tg 
0, e assim por diante. Do mesmo modo, cos (0 — 27) = cos Ө, sen (0 — 27) = sen 0, 
е assim por diante. Descrevemos esse comportamento repetitivo dizendo que as seis 
funções trigonométricas básicas são periódicas. 


DEFINIÇÃO Uma função f(x) é periódica se existir um número positivo p tal 


que f(x + р) = f(x) para qualquer valor de x. O menor valor de p é o período de f: 


Quando fazemos os gráficos de funções trigonométricas no plano coordenado, 
geralmente denotamos a variável independente por x em vez de Ө. A Figura 1.46 
mostra que as funções tangente e cotangente têm período p = 7, e as outras quatro 
funções têm período 27r. Além disso, as simetrias nesses gráficos revelam que as fun- 
ções cosseno e secante são pares, e as outras quatro funções são ímpares (embora 
isso nào prove esses resultados). 


y=tgx 


Domínio: —x < x < 2 Domínio: —x < x < æ% Domínio: x #+ ай dm эт, à 
Imagem: -1 sy <1 Imagem: -1 <y < 1 Maia ym 
Período: 27 Período: 27 e Ў 

Período: т 


(а) (b) (с) 


y = cossec x y = cotg x 


Domínio: x кр ал E Domínio: x # 0, +т, *27,... Domínio: x # 0, tm, *27,... 
Imagem: y = -1ouy 2 1 Imagem: —« < y < » 
Imagem: y= -l ouy € 1 barum бэйл 
b Período: 27 Período: т 
Período: 27r 
(d) (e) (f) 


FIGURA 1.46 Gráficos das seis funções trigonométricas básicas utilizando a medida em radianos. О 
sombreado de cada função trigonométrica indica sua periodicidade. 
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P(cos 0, sen 0) 


FIGURA 1.47 Triángulo de referéncia 
para um ángulo geral Ө. 


| Períodos das funções trigonométricas 


Período 7: (р (х + т) = (0х 
cotg (x + 7) = cotg x 


Período 297: sen (х + 27) = sen х 
cos (x + 27) = cos x 
Sec (x + 27) = sec x 
cossec (x + 27) = cossec x 


Par 


соз (—x) = cos x 
sec (—x) = sec x 


Ímpar 

sen(-x) = —senx 

tg (~x) = —tgx 
cossec (—x)= — cossec x 
cotg (х) = —cotg x 


Identidades trigonométricas 


As coordenadas de qualquer ponto Р(х, у) no plano podem ser expressas consi- 
derando-se a distáncia r entre o ponto e sua origem e o ángulo 0 que a semirreta OP 
forma com o eixo positivo x (Figura 1.42). Uma vez que x/r = cos Ө e y/r = sen Ө, temos 


х=ғс05 0, y=rsen6. 


Quando r = 1, podemos aplicar o teorema de Pitágoras ao triángulo retángulo 
de referência na Figura 1.47 e obter a equação 


cos? 0 + sen? 0 = 1. (3) 


Essa equação, verdadeira para qualquer valor de 6, ё a identidade utilizada com 
mais frequéncia na trigonometria. Dividindo-se essa identidade por cos? 0 e depois 
por sen? Ө, temos 


1 + tg? 0 = sec? 0 
1 + cotg? Ө = cossec? 0 


As fórmulas a seguir sào válidas para quaisquer ángulos А е B (Exercício 58). 


Fórmulas para adição 


cos (А + В) = cos А cos B — sen А sen В 
sen (А + В) = sen А cos В + соз А sen В 


(4) 


Há fórmulas semelhantes para cos (4 — B) e sen (А — B) (Exercícios 35 e 36). 
Todas as identidades trigonométricas necessárias neste livro sáo derivadas das Equa- 
ções 3 e 4. Por exemplo, ao substituir 0 por А e B na fórmula para adição, temos 


Fórmulas para o arco duplo 


cos 20 = cos? 0 — sen? 0 
sen 20 = 2 sen 0 cos 0 


Fórmulas adicionais podem ser obtidas pela combinação de equações 
cos?0--sen?0 = 1, cos? Ө— sen? 0 = cos 20. 


Somamos ambos os lados das equações para obter 2 cos? 0 = 1 + cos 20 e 
subtraímos a segunda da primeira para obter 2 sen? 0 = 1 — cos 20. Isso resulta nas 
identidades a seguir, as quais sáo úteis no cálculo de integrais. 


Fórmulas para o arco metade 
cos? 0 = 1 + cos 20 (6) 
2 
sen? 0 = 1 + cos 20 (7) 
2 


Lei dos cossenos 


Se a, b e c sào lados de um triángulo АВС, е se Ө é o ángulo oposto а c, temos 


с? = а? + b? — 2аЬ cos Ө. (8) 


Essa equacáo é chamada de lei dos cossenos. 


se. 


B(a cos 6, a sen 0) 


FIGURA 1.48 О quadrado da distância 
entre А e B expressa a lei dos cossenos. 
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Podemos ver por que essa lei é válida ao introduzirmos eixos coordenados com 
а origem em C e o eixo x positivo ao longo de um dos lados do triángulo, como 
mostra a Figura 1.48. As coordenadas de А são (5, 0); as coordenadas de B são 
(a cos Ө, a sen Ө). O quadrado da distáncia entre А e В é, portanto, 


c? = (acos0 — bY + (asen Ө)? 


= a?) (cos? 0 + sen? 0) + b? — 2ab cos 0 
1 


= a? + b? — 2abcos0. 


A lei dos cossenos generaliza o teorema de Pitágoras. Se 0 = 7/2, então 
cos 0 = 0 e c2 = a? + 2. 


Transformações de gráficos trigonométricos 


As regras para transladar, alongar, comprimir e refletir o gráfico de uma fun- 
ção, resumidas no diagrama a seguir, aplicam-se às funções trigonométricas que 
abordamos nesta segáo. 


Alongamento ou compressão Translação vertical 
vertical; reflexão em torno do "d 


eixo x se este for negativo 
у= а(х + c)) + d 


Alongamento ou compressáo Translagáo horizontal 
horizontal; reflexáo sobre o eixo 
y se este for negativo 


As regras de transformação aplicadas à função seno resultam na fórmula da 
funcáo seno geral ou senoide 


Јо) = ТЕС = о) + D, 


em que |4| é a amplitude, | B| ё o período, C é a translação horizontal e D é a 

translação vertical. Uma interpretação gráfica reveladora dos vários termos é apre- 
sentada a seguir. 
y 

y=Asen ze E c) +D 

D+A- B 
Translação 
horizontal 


(С) 


Amplitude (А) 


Este eixo é a 


Translação 
vertical (D) 


-— Esta distância é — 
o período (B) 


Duas desigualdades especiais 


Para qualquer ângulo Ө medido em radianos, 


-10| 800 <|0| e -|0|< 1-—cos0 < |0]. 


Para estabelecer essas desigualdades, expressamos Ө como um ângulo diferente 
de zero na posição padrão (Figura 1.49). O círculo na figura é um círculo unitário, 
de modo que [9] equivale ao comprimento do arco circular АР. O comprimento do 
segmento de reta АР é, portanto, menor do que |Ө|. 
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>= 


FIGURA 1.49 А partir da geometria desta então 
figura, desenhada para 0 > 0, obtemos a 


desigualdade sen? 0 + (1 — cos 0)? < 02. 


—-J0|<sen0<|0| e 


APO é um triángulo retángulo com lados de comprimento 


ОР = [sen Ө, АО = 1 — cos Ө. 


A partir do teorema de Pitágoras e o fato de que АР < |0|, temos 


ѕеп20 + (1 — cos 0? = (АР)? < 02. 


(9) 


Os termos no lado esquerdo da Equacáo 9 sáo positivos, entào, cada um é menor do 
que a soma destes, e, consequentemente, cada um é menor ou igual a 02: 


ѕеп20<02 e (1-со80802 


Ao extrairmos as raízes quadradas, estamos dizendo que 


Веп0|510| e ]l-cos6|x]0], 


—|0|< 1 —cos 6 < [0]. 


Essas desigualdades serào üteis no próximo capítulo. 


Exercícios 1.3 


Radianos e graus 


1, Em um círculo de raio 10 m, qual o comprimento de um arco 
que subtende um ángulo central de (a) 47/5 radianos e (b) 110°? 


2. Um ángulo central de um círculo de raio 8 é subtendido por 
um arco de comprimento 107. Encontre as medidas desse ân- 
gulo em radianos e graus. 


3. Vocé deseja fazer um ángulo de 80° ao marcar um arco no 
perímetro de um disco de 12 polegadas de diámetro e desenhar 
retas a partir das extremidades do arco até o centro do disco. 
Qual deveria ser o comprimento do arco com precisào de dé- 
cimo de polegada? 


B 


Se vocé girar para a frente uma roda de 1 m de diámetro por 
um percurso de 30 cm sobre uma superfície plana, por qual 
ángulo a roda girará? Responda em radianos (com a precisáo 
de um décimo) e graus (com a precisáo de um grau). 


Avaliacáo de funcóes trigonométricas 


5. Copie e complete a tabela a seguir com valores de funções. Se 
a fungáo náo for definida para um dado ángulo, preencha com 
“МО”, Мао use calculadora ou tabelas. 


0 -T 


sen 0 
cos Ө 

tg 0 
cotg 0 
sec 0 
cossec 0 


-27/3 0 ml  S3ml4 


6. Copie e complete a tabela a seguir com valores de funções. Se 
a funçào nào for definida para um dado ángulo, preencha com 
“Мр”, Мао use calculadora ou tabelas. 


0 -37/2 


sen 0 
cos 0 

tg 0 
cotg 0 
sec 0 
cossec 0 


-т(3 -rió т/4 5716 


Nos Ехегсісіоѕ 7-12, ё dado um dos valores de sen x, cos x e tg x. 
Determine os outros dois valores quando x está no intervalo espe- 
cificado. 


=Š. vel «3 ref 
7. ах = 3. e|#.=| 10. cos x i ae[. s] 


5 

3 
| z| 
т, 


12. rd 


1. xe де 


8. tgx=2,xe ЕЧ 2 


2 


3 2" 


9. вхт Lxe-E 1 
2 


Fazendo gráficos de funções trigonométricas 


Faça os gráficos das funções nos Exercícios 13-22. Qual o período 
de cada função? 


13. sen 2x т 
19. cos| x — 7 
14. sen (x/2) 
IS. cos zx 20. sen (x + z) 
16. cos 7* = 
2 21. sen(x— # +1 
17. —sen = 
18. — cos 27x 22. cos (x + т)_› 


Faça os gráficos das funções nos Exercícios 23-26 no plano ts (eixo 
1 horizontal, eixo s vertical). Qual é o período de cada fungáo? Que 
simetrias os gráficos possuem? 

23. s= cotg 2t 

24. s=-tg ті 


25. 5 = sec (=) 
2 


= 1 
26. s = cossec (3) 


i. a. Faça um gráfico у = cos x e y = sec x juntos para 37/2 < 
x € 37/2. Comente o comportamento de sec x em relação 
aos sinais e valores de cos x. 
b. Faga o gráfico de y = sen x e y = cossec x juntos para — < 
x € 27. Comente o comportamento de cossec x em relação 
aos sinais e valores de sen x. 


bs. Faça o gráfico y = tg x e y = cotg x juntos para —7 € x < 7. 
Comente o comportamento de cotg x em relação aos sinais e 
valores de tg x. 

29. Faça o gráfico de y = sen x e y = | sen x | juntos. Qual o domínio 
e a imagem de | sen x |? 

30. Faça o gráfico de y = sen x e y = [sen x] juntos. Qual o domínio 
e a imagem de [sen x]? 


Utilização de fórmulas para adição 


Utilize as fórmulas para adição para deduzir as identidades nos Exer- 
cícios 31-36. 


31. cos = я) ах 


cos x+E =- sen x -E = —COSX 
2 2 


35. cos (A — B) = cos А cos В + sen A sen B (o Exercício 57 fornece 
uma dedução diferente). 
36. sen (4 — B) = sen A cos B — cos А sen B 


37. O que acontece se vocé tomar В = А na identidade trigonomé- 
trica cos (4 — В) = cos А cos В + sen A sen В? O resultado se 
parece com algo que vocé conhece? 


33. sen (x + 3 =со$х 


32. 


34. зеп ( 


38. О que acontece se você tomar В = 27 nas fórmulas de adição? 
Os resultados se parecem com algo que você conhece? 


Nos Exercícios 39-42, expresse a quantidade em termos de sen x e cos x. 
39. cos (п + x) 
40. sen (27 — х) 


37 
41. sen Es - 9 


42. соз E + +) 


2 
43. Avalie sen E como sen (= + z) 
44. Ауаїїс cos Mr como cos (= + 22) 
12 4 3 
45. Avalie cos Z. 46. Avalie sen 37. 
12 12 


Uso das fórmulas para arco metade 
Encontre os valores das fungóes nos Exercícios 47-50. 


2.7 
49. sen 12 


50. sen2 37 
sen 8 


27 
47. cos 8 

Sar 

2 
48. cos 12 


Resolvendo equacóes trigonométricas 
Para os Exercícios 51-54, encontre o ángulo Ө, onde 0 < 0 < 27r. 


53. sen20-cos0=0 


51. «0-3 
54. cos 20 + cos0—0 


52. sen? 0— cos? 0 
Teoria e exemplos 


55. Fórmula para soma das tangentes A fórmula padráo para a 


tangente da soma de dois ángulos é 

tg A tg B 

wi + В) = 222187. 
1— tg Atg B 


Deduza a fórmula. 
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56. (Continuagáo do Exercicio 55.) Deduza a fórmula para tg (А — B). 


57. Aplique a lei dos cossenos ao triángulo da figura a seguir para 
deduzir a fórmula para cos (А — B). 


y 


>x 


58 


a. Aplique a fórmula para cos (А — В) à identidade sen 0 = 


2 


b. Deduza a fórmula para cos (4 + B) substituindo —B por В na 
fórmula para cos (4 — B) do Exercicio 35. 


cos (= - o) para obter a fórmula de adição para sen (4 + B). 


59. O triângulo possui lados a = 2 e b = 3, e ângulo C = 60°. Deter- 
mine o comprimento do lado c. 


60. Um triângulo possui lados a = 2 e b = 3, e ângulo C = 40°. 


Determine o comprimento do lado c. 


61. Lei dos senos A lei dos senos diz que se a, b e с são os lados 
opostos aos ângulos А, B e C em um triângulo, então 


send _ senB _ senC, 


a b eœ 
Use as figuras a seguir е a identidade sen (7 — 0) = sen 0, se neces- 
sário, para deduzir a lei. 


A A 


B C B C 


62. Um triángulo possui lados a = 2 e b = 3, e ángulo C = 60° 
(como no Exercício 59). Determine o seno do ángulo B utili- 
zando a lei dos senos. 


63. Um triángulo possui lado c = 2 e ángulos А = 7/4 e B = 7/3. 


Determine o comprimento a do lado oposto de A. 


64. Aproximação sen x = x É muito útil saber que, quando x é 
medido em radianos, sen x = x para valores de x numericamen- 
te pequenos. Na Seção 3.11, veremos por que a aproximação 
se aplica. O erro na aproximação é de menos de 1 em 5000 se 
|x| «0,1. 

a. Com o seu software de gráfico no modo radiano, faga o 
gráfico de y = sen x e y = x juntos em uma janela de visua- 
lizagáo em torno da origem. O que acontece à medida que x 
se aproxima da origem? 

b. Com seu software de gráfico em modo graus, faça o gráfico 
de y = sen x e y = x juntos, novamente, em torno da origem. 
Qual a diferenga entre a figura obtida aqui e aquela obtida 
no modo radiano? 
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Curvas senoides gerais 
T 


Para f(x) = Asen (2 (x— ©) жр, 


identifique А, B, C e D para as funções seno dos Exercícios 65-68 e 
esboce seus gráficos. 


65. у =2 зеп (х+ z)-1 67. v=2sen(Z1) 4 
val ОРВК. _L 2m 

66. у= > sen (пх — т) + > 68. у= 7, зеп г, L>0 

USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 69-72, você explorará graficamente a função seno geral 


/(х) A «(ёс = ©) +D 
enquanto altera os valores das constantes 4, В, C e D. Utilize um CAS 
ou software de gráfico para seguir as instrugóes dos exercícios. 

69. Período B Defina as constantes 4=3, C= D=0. 

a. Faça o gráfico de f(x) para os valores B = 1, 3, 27, 57 no 
intervalo -47 < x € 47. Descreva о que acontece ao gráfi- 
co da função seno geral à medida que o período aumenta. 

b. O que acontece ao gráfico para valores negativos de 5? 
Faça o teste com B=-3 e B = 227. 


1.4 


Elaboracáo de gráficos usando calculadoras e computadores 


70. Deslocamento horizontal C Defina as constantes А = 3, 


B=6,D=0. 

a. Faça o gráfico de f(x) para os valores C = 0, 1 e 2 no inter- 
valo — 477 < x < 47. Descreva o que acontece ao gráfico 
da função seno geral conforme os valores positivos de C 
aumentam. 

b. O que acontece ao gráfico para valores negativos de C? 

€. Qual o menor valor positivo que deve ser atribuído a C de 
modo que o gráfico nào exiba nenhum deslocamento hori- 
zontal? Confirme sua resposta graficamente. 


Deslocamento vertical D  Defina as constantes 4 — 3, 

В=6,С=0. 

а. Еаса o gráfico de f(x) para os valores D = 0, 1 e 3 no in- 
tervalo — 47 < x € 47. Descreva o que acontece ao gráfico 
da fungáo seno geral conforme os valores positivos de D 
aumentam. 


b. O que acontece ao gráfico para valores negativos de D? 
Amplitude 4 Defina as constantes B = 6, C= D = 0. 


a. Descreva o que acontece ao gráfico da funçào seno geral 
conforme os valores positivos de А aumentam. Confir- 
me sua resposta fazendo o gráfico de f(x) para os valores 
4-1,5е9. 


b. O que acontece ao gráfico para valores negativos de 4? 


Uma calculadora gráfica ou um computador com software gráfico nos permi- 
tem fazer gráficos de fungóes muito complicadas com alta precisáo. Muitas dessas 
funções não poderiam ser representadas graficamente com facilidade de outra ma- 
neira. No entanto, é preciso cuidado ao usar tais dispositivos para fazer gráficos, e, 
nesta seção, abordaremos alguns dos problemas envolvidos. No Capítulo 4, vere- 
mos como o cálculo nos ajuda a determinar se estamos visualizando com precisão 
todas as características importantes do gráfico de uma função. 


Janelas gráficas 


Ao utilizarmos uma calculadora gráfica ou um computador como ferramenta 
gráfica, uma parte do gráfico é exibida em uma tela ou janela de visualização 
retangular. Frequentemente, a janela padrão fornece uma visualização incompleta 
ou ilusória do gráfico. Utilizamos o termo janela quadrada quando as unidades ou 
escalas nos dois eixos são as mesmas. Esse termo não significa que a janela de vi- 
sualização em si seja quadrada (geralmente, é retangular), mas, em vez disso, signi- 
fica que a unidade do eixo x é igual à unidade do eixo у. 

Quando um gráfico é exibido na janela padrão, a unidade de escala do eixo x pode 
ser diferente da unidade de escala do eixo y, a fim de se adequar ao gráfico que está 
sendo exibido na janela. A janela de visualização é determinada ao especificarmos um 
intervalo [a, b] para os valores de x e um intervalo [c, 4] para os valores de y. A máquina 
seleciona valores de x a intervalos regulares em [a, b] e, em seguida, traga os pontos 
(x, f(x)). Um ponto é traçado se, e somente se, x estiver no domínio da função e f(x) es- 
tiver no intervalo [c, d]. Um curto segmento de reta é, entào, desenhado entre cada ponto 
tracado e o ponto mais próximo. Apresentamos, a seguir, exemplos para ilustrar alguns 
dos problemas mais comuns que podem ocorrer com esse procedimento. 


EXEMPLO 1 Faça o gráfico da função f(x) = x — 7x? + 28 em cada uma das telas 
ou janelas de visualização a seguir: 


(a) [-10, 10] por [-10, 10] (b) [- 4, 4] por [-50, 10] (c) [-4, 10] por [- 60, 60] 
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Solucáo 
(a) Selecionamos a = -10, b = 10, с = —10 e d = 10 para especificar o intervalo de 
valores de x e a imagem dos valores de y para a janela. O gráfico resultante é exi- 
bido na Figura 1.50a. Parece que a janela corta a parte inferior do gráfico, e que 

o intervalo dos valores de х é grande demais. Tentaremos entáo a próxima janela. 


10 10 
Al 4 
-10 É 5110 -4| ` & 4 10 
-10 -50 -60 
(а) (b) (c) 


FIGURA 1.50 Gráfico de f(x) = х? — 7х2 + 28 em diferentes janelas de visualização. Selecionar uma janela que proporciona 
uma imagem clara de um gráfico é, com frequéncia, um processo de tentativa de erro e acerto (Exemplo 1). 


8 


(b) Agora, vemos mais características do gráfico (Figura 1.50b), mas falta a parte 
de cima, e também precisamos visualizar mais á direita de x = 4. A próxima 
janela deve ajudar. 


-4|! : : 4 (c) A Figura 1.50c exibe o gráfico nessa nova janela de visualização. Observe que 
obtemos uma figura mais completa do gráfico nessa janela, e se trata de um 
gráfico razoável de um polinómio de terceiro grau. т 


(а) EXEMPLO 2 Quando um gráfico é exibido, a unidade do eixo x pode ser diferente 
da unidade do eixo y, conforme os gráficos mostrados nas Figuras 1.50b e 1.50c. O 
4 resultado é uma distorgáo na imagem, que pode ser enganosa. Podemos tornar qua- 
drada a janela de visualização ao comprimir ou alongar as unidades de um eixo para 
que se ajustem á escala do outro, obtendo o gráfico verdadeiro. Muitos sistemas 
possuem funções incorporadas para tornar a janela “quadrada”. Se o seu não possui, 
a| Tas 1 Jl6 vocé terá de fazer alguns cálculos e definir manualmente o tamanho da janela para 
obter uma janela quadrada ou incorporar à sua visualização alguma previsão da 
imagem verdadeira. 
A Figura 1.51а mostra os gráficos das retas perpendiculares у= x ey = — x + 


ub 3/2, juntamente com o semicírculo y = V9 — х2, em uma janela não quadrada 

(b) [- 4. 4] por [- 6, 8]. Observe a distorção. As retas nào parecem perpendiculares, e o 
semicírculo parece ter um formato elíptico. 

4 A Figura 1.51b mostra os gráficos das mesmas fungóes em uma janela quadra- 


da em que as unidades do eixo x foram convertidas para ficarem iguais às do eixo 
y. Observe que a escala do eixo x para a Figura 1.51a foi comprimida na Figura 
1.51b para tornar a janela quadrada. A Figura 1.51c apresenta uma visáo ampliada 
da Figura 1.51b com uma janela quadrada de [-3, 3] por [0, 4]. | 


Se o denominador de uma função racional for zero em algum valor de x dentro 
da janela de visualização, uma calculadora ou um software gráfico poderão produ- 
zir um segmento de reta bastante inclinado, quase vertical, indo da parte superior à 
parte inferior da janela. Veja um exemplo. 


(c) 
FIGURA 1.51 Os gráficos de retas 
perpendiculares y =x e y = —x + 3V2e EMPLO 3 m Р 
Ғас̧а fico da fun = : 
o semicírculo y = \/9 — x? aparecem EX 0 Жагааг SY 


distorcidos (a) em uma janela náo . o . . | 
quadrada, mas nítidos (b) e (с) em janelas Solução А Figura 1.52a mostra o gráfico, feito com nosso software gráfico, na ja- 


quadradas (Exemplo 2). nela quadrada padráo de [-10, 10] por [-10, 10]. Observe o segmento de reta quase 


30 Cálculo 


10 
-10 10 
-10 
(а) 
4 
-6 Го 6 
-4 
(b) 


FIGURA 1.52 Gráficos da fungáo 


у= 3 Uma reta vertical pode 


aparecer se a janela de visualização não for 
escolhida cuidadosamente (Exemplo 3). 


vertical em x = 2. Na verdade, esse segmento náo faz parte do gráfico, e x = 2 nào 
pertence ao domínio da fungáo. Podemos eliminar a reta, por tentativa de erro e 
acerto, ao diminuir a janela de visualização, de [— 6, 6] por [ 4, 4], proporcionando 
um gráfico mais bem definido (Figura 1.52b). 


Às vezes, o gráfico de uma função trigonométrica oscila muito rapidamente. 
Quando uma calculadora ou um software insere os pontos do gráfico e os conecta, 
muitos dos pontos máximos e mínimos sáo, na verdade, omitidos. O gráfico resul- 
tante é muito enganoso. 


EXEMPLO 4 Gráfico da função f(x) = sen 100x. 


Solucáo А Figura 1.53a. mostra o gráfico de f na janela de visualizagáo [-12, 12] 
por [-1, 1]. Vemos que há algo de estranho no gráfico, pois a curva senoide deveria 
oscilar periodicamente entre —1 e 1. Esse comportamento nào é exibido na Figura 
1.53a. Devemos tentar uma janela de visualização menor, digamos [- 6, 6] por [-1, 
1], mas a aparéncia do gráfico nào muda (Figura 1.53b). A dificuldade é que o 
período da função trigonométrica у = sen 100x é muito pequeno (27/100 = 0,063). 
Se escolhermos uma janela de visualização muito menor [- 0,1, 0,1] por [-1, 1], 
obteremos o gráfico mostrado na Figura 1.53c. Esse gráfico revela as oscilagóes 
esperadas de uma curva senoide. 


-0,1 0.1 


(a) 


+ 
(с) 


FIGURA 1.53 Gráficos da função y = sen 100x em três janelas de visualização. Como o período 277/100 = 0,063, a menor 
Janela vista em (c) exibe com mais facilidade os verdadeiros aspectos dessa função que oscila rapidamente (Exemplo 4). 


EXEMPLO 5 Faça o gráfico da função у = cos x + i sen 50x. 

Solução Ма janela de visualização [— 6, 6] por [-1, 1], o gráfico se assemelha muito 
à função cosseno, com algumas oscilações pontiagudas ao longo da curva (Figura 
1.54a). Conseguimos uma visualizacào melhor quando reduzimos significativa- 
mente a janela para [— 0,6, 0,6] por [0,8, 1,02], obtendo o gráfico na Figura 1.54b. 
Agora, vemos as pequenas, porém rápidas, oscilações no segundo termo, 1/50 sen 50x, 
juntamente aos valores comparativamente maiores da curva de cosseno. 


Obtencáo de um gráfico completo 


Algumas ferramentas gráficas nào exibiráo a parte do gráfico relativa a f(x) 
quando x « 0. Isso ocorre, geralmente, devido ao procedimento que a ferramenta 
utiliza para calcular os valores da função. Às vezes, podemos obter o gráfico com- 
pleto ao definirmos a fórmula para a função de um modo diferente. 


EXEMPLO 6 Faça o gráfico da função y = x!^. 


Solução Algumas ferramentas gráficas exibem o gráfico mostrado na Figura 1.55a. 


Ao compararmos com o gráfico de y = х! = Wx na Figura 1.17, vemos que o lado 


-6|! 116 -3 


Em (b), fizemos o gráfico da fungáo f(x) = =. |х| 
lados. (Veja о Exemplo 6.) |x| 


-2 


(a) 
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E 
(b) 


FIGURA 1.55 Мо gráfico de у = x!3, o lado esquerdo é omitido em (a). 


1/5. obtendo os dois 


esquerdo para x < 0 é omitido. A razáo pela qual o gráfico fica diferente 6 que 


-06 os Muitas calculadoras e softwares calculam x! como enx, Uma vez que a função 
0,8 logarítmica náo é definida para valores negativos de x, a ferramenta do computador 
(b) pode produzir apenas o lado direito, em que x > 0. (As funções logarítmicas e expo- 


FIGURA 1.54 Em (b), vemos de 
репо a fungáo y = cos x + $ sen 50x da função 
representada graficamente em (a). O termo 

cos x domina claramente o segundo termo, 

5 sen 50 x, o qual produz as rápidas 


oscilações ao longo da curva de cosseno. 
As duas visualizagóes 5йо necessárias 
para se obter uma ideia clara do gráfico 
(Exemplo 5). 


Exercícios 1.4 


Escolha de uma janela de visualizacáo 


H Nos Exercícios 1-4, utilize uma calculadora gráfica ou um computa- 
dor para determinar qual das seguintes janelas de visualizagáo exibe 
o gráfico mais apropriado da função especificada. 

1. f(x) = 702 + бх 
a. [-1, 1] por [-1, 1] e. [-10, 10] por [-10, 10] 
b. (22, 2] por [-5, 5] d. [-5, 5] por [-25, 15] 
2. f(x) = х5 – 42 - Ax + 16 
a. [-1, 1] por [-5, 5] [-5. 5] [-10, 20] 
b. 1-3, 3] por [-10, 10] d. [-20, 20] por [-100, 100] 
3. Дх) = 5 + 12x- < 
а. [-1, 1] por [-1, 1] 


£5 


p 


[-4, 4] por [-20, 20] 


b. [-5, 5] por [-10, 10] d. [-4, 5] por [-15, 25] 
4. (х)-У5 + 4х — х? 

a. [-2, 2] por [-2. 2] e. [3,7] por [0, 10] 

b. [-2, 6] por [-1, 4] d. [-10, 10] por [-10, 10] 


Determinacáo de uma janela de visualizacáo 


nos Exercícios 5-30, determine uma janela de visualização apro- 
priada para a função dada e a utilize para exibir o gráfico da função. 
5. f(x) = х^ - A3 +15 8. fi) = 48 -x* 
6. fei E aen 9. fe) =xV9 — х? 
10. f(x) 2x6 — x°) 
7. Јо) = х5 - S + 10 11. y 2x - 3325 


nenciais serão apresentadas nas próximas duas seções.) 
Para obter a imagem completa, exibindo os dois lados, podemos fazer o gráfico 


x 13. 


ша. 
шин” 


Essa função corresponde a x!?, exceto em x = 0 (em que f é indefinida, embora 
013 = 0). O gráfico de f é exibido na Figura 1.55b. 


12. у= x!^(32 — 8) 22. f(x) =— 3 
EE — 

ns _ 
13. у i = 2i fe) = E = 15x +6 
14. vilem, да 4x? — 10x 
15. у-р2-1| EM 
16. у= 2-2] 24. fel 

x+3 25. y=sen 250x 

17, у= 

- x+2 26. y=3 cos 60x 

p= — 1 
18. у x +3 27. y= cos(¿;) 

2 
19. $922 
x^ 28 узад + 
: t3 TO 10 
20. ips 1 
II T 29. y-x*1gsen 30x 
E it 

5h №) —х—6 30. y= 2 + gr cos 100x 
31. Faça o gráfico da metade inferior do círculo definido pela 

equação x? + 2x = 4 + 4y – )2. 
32. Faça o gráfico do ramo superior da hipérbole y? — 16x? = 1. 
33. Faça o gráfico para quatro períodos da função f(x) = — tg 2x. 
34. Faga o gráfico para dois períodos da fungáo f(x) = 3 cotg 5 1. 
35. Faça o gráfico da função f(x) = sen 2x + cos 3x. 
36. Faça o gráfico da função f(x) = sen? х. 
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Fazendo gráficos no modo pontilhado 


EB Outra forma de evitar conexões incorretas ao utilizar uma ferramen- зу = —1 39. у-х | 
ta gráfica é usar o “modo pontilhado”, o qual desenha apenas os 3 224 
pontos. Se sua ferramenta gráfica permite esse modo, utilize-o para 38. y=sen 5 40. у= = E: 


traçar os pontos das funções apresentadas nos Exercícios 37-40. 


Funções exponenciais 


1.5 


As funções exponenciais estão entre as mais importantes da matemática, e 
ocorrem em uma gama de aplicações, incluindo taxas de juros, decaimento radioa- 
tivo, crescimento populacional, propagação de uma doença, consumo de recursos 
naturais, pressão atmosférica da Terra, mudanças na temperatura de um objeto 
aquecido colocado em um ambiente mais frio e datação de fósseis. Nesta seção, 
apresentaremos informalmente essas funções por meio de uma abordagem intuitiva. 
Elas serão abordadas mais a fundo no Capítulo 7, com base em ideias e resultados 
importantes referentes ao cálculo. 


Comportamento exponencial 


Quando uma quantidade positiva P dobra, ela cresce por um fator de 2, e a quan- 
tidade se torna 2Р. Se ele dobrar de novo, ela se torna 2(2P) = 22P, ao passo que uma 
terceira duplicação resultará em 2(22Р) = 22Р. Se continuarmos a duplicar dessa maneira, 
chegaremos à função f(x) = 2”. Chamamos essa função de exponencial porque a variável 
x aparece no expoente de 2. Funções como g(x) = 10* e A(x) = (1/2) são outros exemplos 
de funções exponenciais. Em geral, se a # 1 é uma constante positiva, a função 


Јо) = а" 
| Não confunda 2" com a potência 22, em que a 


variável x é a base, e nào o expoente. © a função exponencial com base a. 


EXEMPLO 1 Ет 2000, foram depositados $ 100 em uma conta poupança, sendo 
remunerados com juros cumulativos pagos anualmente (uma vez por ano) a uma 
taxa de juros de 5,5%. Pressupondo que nenhum valor adicional tenha sido depo- 
sitado na conta e nenhum valor tenha sido sacado, determine uma fórmula para a 
função que descreve a quantia 4 na conta após x anos terem se passado. 


Solução Se P = 100, ao final do primeiro ano, a quantia na conta é a quantia original 
acrescida dos juros recebidos, ou 


55 5 ы 
P + 63. = (1 + 0,055)? = (1,055). 


Ao final do segundo ano, a conta rende juros novamente, e aumenta para 
(1 + 0,055) - (1,055P) = (1,055?P = 100 - (1,055). Р=100 
Continuando esse processo, após x anos o valor da conta é 
A = 100 ° (1,055). 


Isso é um múltiplo da fungáo exponencial com base 1,055. A Tabela 1.4 mostra 
as quantias acumuladas nos quatro primeiros anos. Observe que, a cada ano, a quan- 
tia na conta é sempre 1,055 vezes o valor do ano anterior. 


TABELA 1.4 Rendimento da poupança 

Ano Quantia (dólares) Rendimento (dólares) 
2000 100 

2001 100(1,055) = 105,50 5,50 

2002 100(1,055)?= 111,30 5,80 

2003 100(1,055) = 117,42 6,12 

2004 100(1,055)* = 123,88 6,46 


-1 -05 0 05 1 
(a) у = 2*,y =3*, y = 10" 


-1 -05 0 0,5 1 
(b y =2*, y =3*, y = 10 


FIGURA 1.56 Gráficos das funções 
exponenciais. 


TABELA 1.5 Valores de 2” para racio- 
nais r cada vez mais próximos de МЗ 


r 2r 
1,0 2,000000000 
1;7 3,249009585 
1,73 3,317278183 
1,732 3,321880096 
1,7320 3,321880096 
1,73205 3,321995226 
1,732050 3,321995226 
1,7320508 3,321997068 


1,73205080 3,321997068 
1,732050808 3,321997086 
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Em geral, a quantia após x anos é determinada por P(1 + ғ)", em quer é a taxa 
de juros (expressa como um número decimal). 


Para expoentes inteiros e racionais, o valor de uma função exponencial f(x) = 
ах é obtido aritmeticamente, como segue. Se x = n é um número inteiro positivo, o 
número a” é obtido ao multiplicar a por si mesmo n vezes: 


а= aa: а. 


п fatores 


Se x = 0, então а? = 1, e se x = — para um inteiro positivo n, então 


Se x= 1/n para um inteiro positivo л, entáo 


alí = Va, 


que é o número positivo que, quando multiplicado por si mesmo л vezes, resulta em 
a. Se х = p/q é um número racional qualquer, entáo 


а = Wa = (Na). 


Se х é irracional, o significado de a* nào é tào claro, mas seu valor pode ser de- 
finido ao se considerar valores para números racionais que se aproximam cada vez 
mais de x. Essa abordagem informal se baseia no gráfico da fungáo exponencial. No 
Capítulo 7, definimos o significado de uma forma rigorosa. 

Mostramos os gráficos de diversas funções exponenciais na Seção 1.1, tor- 
nando a fazê-lo na Figura 1.56. Esses gráficos descrevem os valores das funções 
exponenciais para todas as entradas reais de x. O valor para um número irracional x 
é escolhido de modo que o gráfico de a* nào apresente “buracos” ou “saltos”. Essas 
palavras, obviamente, nào sào termos matemáticos, mas transmitem informalmente 
a ideia. Queremos mostrar que o valor de a*, quando x é irracional, é escolhido de 
modo que a função f(x) = a* seja contínua, uma noção que será explorada cuida- 
dosamente no próximo capítulo. Essa escolha garante que o gráfico mantenha um 
comportamento crescente quando a > 1, ou decrescente quando 0 < a < 1 (veja a 
Figura 1.56). 

Aritmeticamente, a ideia do gráfico pode ser descrita da seguinte maneira, uti- 
lizando a função exponencial f(x) = 2* como ilustração. Qualquer número irracional 


em particular, digamos x — v, possui uma expansáo decimal 
V3 = 1,732050808.... 


Consideramos, entáo, a lista de números fornecida a seguir com o intuito de 
acrescer mais e mais dígitos à expansáo decimal, 


2!, 217, 2173, 21732, 21,7320 2173205 et (1) 


Sabemos o significado de cada número da lista (1) porque as aproximações 
decimais sucessivas a V3 fornecida por 1, 1,7, 1,73, 1,732, e assim por diante, são 
números racionais. Uma vez que essas aproximações decimais se aproximam cada 
vez mais de УЗ, parece razoável que a lista de números em (1) аргохіте-ѕе cada 
vez mais de algum número fixo, o qual especificamos como id 

A Tabela 1.5 ilustra como a obtenção de melhores aproximações de va pro- 
porciona melhores aproximações do número 2 ` = 3,321997086. É a propriedade 


da completude dos números reais (abordada brevemente no Apéndice 6) que ga- 
rante que esse procedimento resultará em um único número que definimos como 
A 


3 n А 
2“ (embora esteja além do escopo deste texto fornecer uma prova). Do mesmo 
modo, podemos identificar o número 2* (ou a*, a > 0) para todos x irracionais. Ao 
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FIGURA 1.57 Entre as funções 
exponenciais, o gráfico de y = e” possui a 
propriedade de que o coeficiente angular m 
da reta que tangencia a curva é exatamente 
1 quando ela cruza o eixo y. O coeficiente 
angular é menor para uma base inferior 

a e, tal como 2*, e maior para uma base 
superior a e, tal como 3*. 


identificar o número a” tanto para x racional quanto para x irracional, eliminamos 
quaisquer “buracos” ou “lacunas” no gráfico de a*. Na prática, vocé pode utilizar 
uma calculadora para determinar os números a* para o número x irracional ao fazer 
aproximações decimais sucessivas a x e criar uma tabela semelhante à Tabela 1.5. 

As funções exponenciais obedecem às regras familiares dos expoentes listadas 
a seguir. É fácil verificar essas regras utilizando álgebra quando os componentes 
são números inteiros ou racionais. Fazemos a prova delas com relação a todos os 
expoentes reais nos Capítulos 4 e 7. 


Regras para expoentes 


Se a > 0 e Ь> 0, as regras a seguir aplicam-se a todos os números reais x e y. 
1. aeg =a 4. аЬ = (aby 


a gy 5 а fa i 
a da b 


EXEMPLO 2 
1. 351.307 2311407 — 31,8 
(Vio) 
ET 


3. (SAM = 0% — ghe gs 
4. T'- 8” = (567 


s (ay 2 42 2 
49 912 3 


Funcáo exponencial natural ех 


Ilustramos as regras para os expoentes. 


A funcào exponencial mais importante utilizada na modelagem de fenómenos 
naturais, físicos e económicos é a fungáo exponencial natural, cuja base é o nú- 
mero especial e. O número e é irracional, e seu valor é 2,718281828 com nove casas 
decimais. Pode parecer estranho que utilizemos esse número como base em vez de 
um número simples, como 2 ou 10. A vantagem em utilizar e como base é que ele 
simplifica muito as operações do cálculo. 

Se você observar a Figura 1.56a, poderá ver que os gráficos das funções ex- 
ponenciais y = а" assumem inclinações mais acentuadas à medida que a base a 
aumenta. Essa ideia de inclinagáo é transmitida pelo coeficiente angular da reta 
que tangencia o gráfico em um dado ponto. Retas tangentes a curvas em gráficos 
de funções serão definidas com precisão no próximo capítulo, mas, de modo intui- 
tivo, a reta que tangencia o gráfico em um dado ponto é uma reta que apenas toca 
o gráfico nesse ponto, como uma reta tangente a um círculo. A Figura 1.57 mostra 
o coeficiente angular do gráfico de y — a* quando ele cruza o eixo y para diversos 
valores de a. Observe que o coeficiente angular é exatamente igual a 1 quando a é 
igual ao número e. O coeficiente angular é menor que 1 se a < e, e maior que 1 se 
а > e. Essa é a propriedade que torna o nümero e tào ütil em cálculo: o gráfico de 
y = е possui coeficiente angular 1 quando cruza o eixo y. 

No Capítulo 3, utilizaremos essa propriedade do coeficiente angular para pro- 
var que e é o número para o qual tende a quantidade (1 + 1/x)", à medida que x 
aumenta indefinidamente. O resultado nos fornece uma maneira de calcular o va- 
lor de e, ao menos aproximadamente. O gráfico e a tabela na Figura 1.58 exibem 
о comportamento dessa expressáo e como ela se aproxima cada vez mais da reta 
y=e=2,718281828 à medida que x aumenta (essa ideia de limite será definida de 
modo mais preciso no próximo capítulo). Uma abordagem mais completa de e é 
apresentada no Capítulo 7. 
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х (1+ 1/х)* 
1000 2,7169 
2000 2,7176 | 
3000 2,7178 fe) =(1 +14" 
4000 2,7179 
5000 2,7180 y = 2718281 
6000 — 2,7181 ——— 


7000 2,7181 


-10 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10 


FIGURA 1.58 Um gráfico e uma tabela de valores para f(x) = (1 + l/x)' sugerem que, à 
medida que x aumenta, f(x) se aproxima cada vez mais de e « 2,7182818... 


Crescimento e decaimento exponenciais 


As funções exponenciais y = е, onde k é uma constante diferente de zero, são 
utilizadas com frequência como modelos de crescimento ou decaimento exponencial. 
A função y = уе“ é um modelo para crescimento exponencial quando k > 0, e um 
modelo para decaimento exponencial se k < 0. Aqui, y, representa uma constante. 
Um exemplo de crescimento exponencial ocorre no cálculo de juros compostos con- 
tinuamente que utilizam o modelo y = P-e”, em que Р é o investimento inicial, r é 
a taxa de juros em forma decimal e / é o tempo em unidades consistentes com r. Um 
exemplo de decaimento exponencial é o modelo y = 4+e ! 2*1? t, que representa como 
o elemento radioativo carbono-14 decai ao longo do tempo. Aqui, 4 é a quantidade 
inicial de carbono-14, e / é o tempo em anos. O decaimento do carbono-14 é utilizado 
para datar os restos de organismos mortos, como conchas, sementes e artefatos de 
madeira. A Figura 1.59 mostra gráficos de crescimento e decaimento exponenciais. 


y 


FIGURA 1.59 Gráficos de (a) crescimento exponencial k = 1,5 > 0, e (b) decaimento 
exponencial k = —1,2 < 0. 


EXEMPLO 3 Аз empresas de investimento utilizam com frequência o modelo 
y = Pe" para calcular o crescimento de um investimento. Utilize esse modelo para 
acompanhar o crescimento de $ 100 investidos em 2000 a uma taxa de juros anual 
de 5,5%. 


Solução Considere que / = 0 representa o ano 2000, / = 1 representa o ano 2001, e 
assim por diante. Então, o modelo para o crescimento exponencial é y(t) = Pe”, em 
que P = 100 (investimento inicial), r = 0,055 (a taxa de juros anual expressa em de- 
cimais) e / é o tempo em anos. Para fazer uma previsáo do valor na conta em 2004, 
depois de quatros anos, supomos que / = 4 e calculamos 


(4) = 100690550) 


= 100e022 Arredondado para o centavo mais 
próximo utilizando calculadora. 


= 124,61. 
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Compare com os $ 123,88 na conta quando os juros são compostos anualmente, 
como mostra o Exemplo 1. 


EXEMPLO 4 Experimentos laboratoriais indicam que alguns átomos emitem uma 
parte de suas massas como radiação, e o restante do átomo se reagrupa para formar 
um novo elemento. Por exemplo, o carbono-14 radioativo decai para nitrogénio; o 
rádio, eventualmente, decai para chumbo. Se y, é o número de núcleos radioativos 
presentes no instante zero, o número remanescente em qualquer tempo / posterior será 


Ус» е", r>0. 


O número r 6 chamado taxa de decaimento da substáncia radioativa (veremos 
como essa fórmula é obtida na Segáo 7.2). Para o carbono-14, a taxa de decaimento 
determinada de modo experimental é de cerca de r = 1,2 х 104 quando / é medido 
em anos. Faga a previsáo da porcentagem de carbono-14 presente depois de 866 anos. 


Solução Se começarmos com uma determinada quantidade y, de núcleos de carbo- 
no-14, após 866 anos teremos a quantidade 


y(866) = y ye 2x10 X866) 
=(0,901)y,. Avaliação por calculadora. 


Isto é, após 866 anos, sobrará 90% da quantidade original de carbono-14, de 
modo que 10% dos núcleos originais teráo decaído. No Exemplo 7, na próxima 
segáo, vocé verá como determinar o número de anos necessários para que metade 
dos núcleos radioativos presentes em uma amostra decaiam (o que chamamos de 
meia-vida da substáncia). 


Você pode se perguntar por que usamos a família de funções y = e^ para di- 
ferentes valores da constante k em vez das funções exponenciais gerais y = а". Na 
próxima seção, mostraremos que a função exponencial a” é igual a е para um valor 
apropriado de k. Então, a fórmula y = е abrange toda а gama de possibilidades, e 
veremos que ela é mais fácil de utilizar. 


Exercícios 1.5 


у 1/2 1/2 
Desenho das curvas exponenciais 15. (2515)! 18. (У3)7-(М12)/ 
4 
Nos Exercícios 1-6, esboce juntas as curvas dadas no sistema de 16 ( 1 DOMA 19. (2) 
coordenadas e identifique cada uma com sua equagáo. É v2 
1. y=2%, y=4%, y 2 3, у= (15) _ Увү 
BPCO : 17. 25.25 20: |—— 
2. y23,y 2 8, у= 27, y=(1/4) . 3 


3. y=2*ey=-2! 
4. у=3'еу= 3! 
5. у= ехеу = ех 


Compostas que envolvem funcóes exponenciais 


Determine o domínio e a imagem para cada uma das funções nos 


6 © " Exercícios 21-24. 
.y-7-e'ey--e? 


1 =Z =t 

Para cada um dos Exercícios 7-10, esboce as curvas exponenciais 21. fx)= 2 + ех 23. g(0— гы 3 
transladas. 22. gA = cos (e) 24. Дх)= TE 

7. yz2*-1ep-22*-1 9. y=1-eey=1-e* 

8. y=3+2ey=3*+2 10. y--1-e'ey--1-e* Aplicacóes 
Aplicacáo das leis de expoenciacáo [Nos Exercícios 25-28, utilize gráficos para determinar soluções 
Utilize as leis de exponenciação para simplificar as expressões nos aproximadas: | 
Exercícios 11-20. " 25. 2=5 27. 3—0,5-0 

11. 162: 16-15 13. e 26. &-4 28. 3-2*=0 

4% 


FJ хов Exercícios 29-36, utilize um modelo exponencial e uma cal- 
12. 913.916 14. 35 culadora gráfica para estimar a resposta de cada problema. 
32/3 


29. 


30. 


31. 


32. 


Crescimento populacional A população de Knoxville é de 
500.000, e cresce a uma taxa de 3,75% ao ano. Quando, apro- 
ximadamente, a população atingirá 1 milhão? 

Crescimento populacional A população de Silver Run, no 
ano de 1890, era de 6250 habitantes. Suponha que a população 
tenha crescido a uma taxa de 2,75% ao ano. 

a. Estime os números de habitantes em 1915 e 1940. 


b. Quando, aproximadamente, a população alcançou os 
50.000 habitantes? 

Decaimento radioativo А meia-vida do fósforo-32 é de cer- 

ca de 14 dias. Havia 6,6 gramas presentes inicialmente. 

a. Expresse a quantidade de fósforo-32 remanescente em fun- 
ção do tempo t. 

b. Quando restará 1 grama? 

Se João investe $ 2.300 em uma conta poupança com uma taxa 

de juros de 6% ao ano, quanto tempo levará para que a conta 

poupança de João tenha um saldo de $ 41502 


33. 


34. 


35. 


36. 


Capítulo 1 Funções 37 


Duplicando seu dinheiro Determine quanto tempo é neces- 
sário para dobrar o valor de um investimento a uma taxa de 
juros anuais de 6,25% compostos anualmente. 


Triplicando seu dinheiro Determine quanto tempo é neces- 
sário para triplicar o valor de um investimento a uma taxa de 
juros anuais de 5,75% compostos anualmente. 


Bactéria do cólera Suponha que uma colônia de bactérias 
comece com uma bactéria e dobre em número a cada meia 
hora. Quantas bactérias a colônia terá ao final de 24 horas? 
Erradicando uma doença Suponha que, em um dado 
ano, o número de casos de uma doença seja reduzido em 
20%. Se existem 10.000 casos hoje, quantos anos serão ne- 
cessários para 

a. reduzir o número de casos para 10002 


b. erradicar a doença; isto é, reduzir o número de casos para 
menos de 1? 


1 6 Funcóes inversas e logaritmos 


Uma função que desfaz, ou inverte, o efeito de uma função f é denominada 
inversa de f. Muitas das funções comuns, nào todas, possuem uma correspondente 
inversa. Nesta seção, apresentaremos a função logarítmica natural y = In x como 
a inversa da função exponencial y = e”, e também daremos exemplos de várias fun- 
ções trigonométricas inversas. 


Funções injetoras 


A função é uma regra que associa um valor de sua imagem a cada elemento 
em seu domínio. Algumas funções associam o mesmo valor de imagem a mais de 
um elemento no domínio. A função f(x) = x? associa o mesmo valor, 1, tanto a —1 


V5 


quanto a +1; tanto o seno de 7/3 quanto 27/3 valem Ур. Outras funções nào assu- 


mem cada valor em sua imagem mais de uma vez. Raízes quadradas e cúbicas de 
números diferentes são sempre diferentes. Uma função que possui valores distintos 
para elementos diferentes em seu domínio é chamada de injetora. Essas funções 
assumem determinado valor em sua imagem apenas uma vez. 


DEFINIÇÃO Uma função f(x) é injetora em um domínio D se f(x;) # x), 


sempre que x, # x, em D. 


EXEMPLO 1 Algumas funções são injetoras em todo o seu domínio natural. Ou- 
tras funções não são injetoras em todo o seu domínio natural, mas ao restringir a 
função a um domínio menor, podemos criar uma função injetora. As funções origi- 
nais e restritas não são as mesmas funções, porque elas possuem domínios diferen- 
tes. No entanto, as duas funções possuem os mesmos valores no menor domínio, 
então, a função original é uma extensão da função restrita ao menor domínio para 
o maior domínio. 


(а) f(x) = Vk ё função injetora em qualquer domínio de números não negativos 
porque Vx, + V x, sempre que x, # х. 

(b) g(x) = sen x não é função injetora no intervalo (0, 7] porque sen (7/6) = sen 
(51/6). De fato, para cada elemento x, no subintervalo [0, 7/2) há um elemento 
correspondente x, no subintervalo (7/2, 7] satisfazendo sen x, = sen x,, de 
modo que elementos distintos no domínio são atribuídos ao mesmo valor na 
imagem. A função seno é injetora em (0, 7/2), no entanto, por ser uma função 
crescente em (0, 7/2], dá resultados distintos para entradas distintas. 
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(a) Função injetora: o gráfico cruza cada reta 
horizontal no máximo uma vez. 


(b) Fungáo náo injetora: o gráfico cruza uma ou mais 
retas horizontais mais de uma vez. 


FIGURA 1.60 (a)y= x ey- V/x são 
injetoras em seus dominios (~ oo, оо) e 
10, оо). (b) y = x? e y = sen x nào são 
injetoras em seus domínios (— oo, оо). 


O gráfico de uma função injetora y = f(x) pode cruzar uma determinada reta 
horizontal no máximo uma vez. Se a função cruzar a reta mais de uma vez, ela assu- 
mirá o mesmo valor de y para, pelo menos, dois valores diferentes de x, e, portanto, 
nào será injetora (Figura 1.60). 


Teste de reta horizontal para funcóes injetoras 


Uma fungáo y = f(x) é injetora se e somente se seu gráfico cruzar cada reta 
horizontal no máximo uma vez. 


Funções inversas 


Como cada resultado de uma função tem origem em apenas uma entrada, o 
efeito da fungáo pode ser invertido para enviar o resultado de volta ao ponto de 
onde ele veio. 


DEFINIÇÃO Suponha que fé uma função injetora em um domínio D com 
imagem R. A função inversa f `! é definida por 


f Wb) = а se fla) = b. 


O domínio de f `! é R, e a imagem de f^! é D. 


O símbolo f ! para o inverso de f é lido “função inversa de f". O símbolo “—1” 
em f ! não é um expoente; f'(x) nào significa 1/f(x). Observe que os domínios e 
imagens de f e f! são intercambiados. 


EXEMPLO 2 Suponha que uma função injetora y = f(x) seja dada por uma tabela 
de valores 


Uma tabela para os valores de x = / 1(y) pode ser obtida pela simples troca dos 
valores nas colunas (ou nas linhas) da tabela por f: 


y 3 4,5 7 10,5 15 | 20,5 | 27 | 34,5 


fo) | 1 51314153 | 81713 


Se aplicarmos / para enviar um ponto de domínio х рага a imagem f(x) e, em 
seguida, aplicarmos f^! a f(x), voltaremos exatamente a x, onde começamos. Da 
mesma maneira, se pegarmos um número y na imagem de f, aplicarmos a ele f”, 
e em seguida aplicarmos f ao valor f !(y) resultante, obteremos, outra vez, o valor 
de y com o qual começamos. Compor uma função e seu inverso tem o mesmo efeito 
que náo fazer nada. 


(f o (х) = x, para qualquer x no domínio de f 
(f° f )(x) = y, para qualquer y no domínio de f~! (ou imagem de f) 


Somente uma função injetora pode ter uma inversa. A razão disso é que se f(x,) 
= y e f(x,) = y para dois pontos x, e x, diferentes, então, nào há como atribuir um 
valor para f !(y) que satisfaga tanto f-!(f(x,)) = x, quanto f-!(f(x;)) = х. 

Uma fungáo que é crescente em um dado intervalo, satisfazendo a desigualdade 
f(x) > f(x i) quando x, > x,, é injetora e tem uma inversa. Funções decrescentes 
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também têm inversas. As funções que nào são crescentes nem decrescentes podem, 
ainda, ser injetoras e ter uma inversa, como é o caso da função f(x) = 1/x para x O 
e f(0) = 0, definida em (— oo, оо) e passando no teste da reta horizontal. 


Determinação de inversas 


Os gráficos de uma função e sua inversa estão intimamente relacionados. Para 
ler o valor de uma função a partir de seu gráfico, começamos com um ponto no eixo 
x, subimos verticalmente até a curva e, depois, movemo-nos horizontalmente até o 
eixo у para ler o valor de у. A função inversa pode ser lida a partir do gráfico por 
meio da reversão desse processo. Comece com um ponto y no eixo y, siga horizon- 
talmente até a curva de y = f(x) e, em seguida, siga verticalmente até o eixo x para 
ler o valor de x = f!(y) (Figura 1.61). 


IMAGEM DE f 
DOMÍNIO DE f ~! 


x x 


DOMÍNIO DE f IMAGEM DE f! 
(a) Para determinar o valor de f em x, subimos (b) O gráfico de fléo gráfico de f, mas 
até a curva e, em seguida, prosseguimos até o com x e y invertidos. Para determinar o valor 
eixo y. de х que forneceu determinado y, partimos do 


eixo y e, indo até a curva, descemos ao eixo x. 
O domínio de f-! é a imagem de f. A imagem 
de f~! é o domínio de f. 


IMAGEM DE f ^! 


DOMÍNIO DE / 7! 


(c) Para fazer o gráfico de f^! da (d) Trocamos, entáo, as letras x e y. Agora, 
maneira habitual, refletimos o sistema temos um gráfico de f~! de aparência normal 
através da linha y = x. em função de x. 


FIGURA 1.61  Determinamos o gráfico de y = f(x) a partir do gráfico de y = f(x). 
O gráfico de f `! é obtido ao refletirmos o gráfico de fem torno da reta y = x. 


Queremos montar o gráfico de f! de modo que seus valores de entrada estejam 
ao longo do eixo x, conforme é geralmente feito com relagáo ás fungóes, em vez 
de ao longo do eixo y. Para isso, trocamos os eixos de x e у ao refletirmos através 
da reta de 45? y = x. Após tal reflexão, temos um novo gráfico que representa f". 
O valor de f (х) agora pode ser lido da maneira usual, iniciando em um ponto x 
no eixo x, subindo verticalmente até a curva e, depois, horizontalmente até o eixo y 
para obter o valor de f(x). A Figura 1.61 indica a relação entre os gráficos de f e 
У. Os gráficos são intercambiados por reflexão em torno da reta y = x. 

O processo de passar de f para f^! pode ser resumido como um procedimento 
de dois passos: 
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FIGURA 1.62 Ао fazer o gráfico das 
funções Ax) = (1/2x + 1 e f (x) 2x - 2 
juntas, é exibida a simetria do gráfico com 
relação à reta y = x (Exemplo 3). 


A 


FIGURA 1.63 As funções y = Vx e 
y=, x > 0 são inversas uma da outra 
(Exemplo 4). 


1. Resolva a equação у = f(x) para х. Isso resultará em uma fórmula x = fp), 
onde х é expresso como uma função de y. 

2. Permite x e y, obtendo uma fórmula y = f'(x), onde f^! é expresso no formato 
convencional, com x como a variável independente e y como a variável dependente. 


EXEMPLO 3 Determine a inversa de y = yx + 1, expressa em função de x. 


Solução 
1. Determine x em função de y: y = 1x +1 
2у=х+Е7 
x=2y-2. 


2. Permitexey: y=2x-2. 


O inverso da função f(x) = (1/2)x + 1 é a função f'(x) = 2x — 2. (Veja a Figura 
1.62.) Para conferir, verificamos se ambas as compostas geram a função identidade: 


Pen = (0 1) 22 2-27 


АО) = 0х-2)+1=х-1+1=х. 


EXEMPLO 4 Encontre a inversa da função y = х2, x > 0, expressa como uma fun- 
çào de х. 
Solução Primeiro, resolvemos x em função de y: 


2 
у=х 


Му = Vx? = |х| =x Ixl=xporquex=0 
Em seguida, trocamos х сот у, obtendo 


у= Vx. 


O inverso da função y = x°, x > 0, é a função y = Vx (Figura 1.63). 

Observe que a função y = x2, x > 0, com domínio restrito aos números reais nào 
negativos, é injetora (Figura 1.63) e possui uma inversa. Por outro lado, a fungáo 
y = x°, sem restrições de domínio, não é injetora (Figura 1.60b) e, portanto, nào 
possui inversa. £ 


Funcóes logarítmicas 


Se a é um número real positivo qualquer diferente de 1, a fungáo exponencial 
f(x) = а“ de base a é injetora. Portanto, ela possui uma inversa. Essa inversa é deno- 
minada /илсдо logarítmica de base a. 


DEFINIÇÃO А função logarítmica com base a, y = log, x, é a inversa da 


função exponencial de base a y = a* (a > 0, a # 1). 


O domínio de log, x é (0, oo), que é a imagem de а". A imagem de log, x é 
(— со, оо), que é o domínio de a”. 

A Figura 1.23, na Seção 1.1, mostra os gráficos de quatro funções logarítmicas 
com а> 1. A Figura 1.64 mostra o gráfico de y = log, x. O gráfico de y =a“, а> 1, sobe 
rapidamente para x > 0, então, sua inversa, y = log, x, sobe vagarosamente para x > 1. 

Uma vez que ainda não temos uma técnica para resolver a equação y = a” para x 
em relação a y, não temos uma fórmula explícita para computar o logaritmo para 
um dado valor de x. Contudo, podemos obter o gráfico de y = log, x refletindo-se o 
gráfico da exponencial y = а" através da reta у = x. A Figura 1.64 mostra o gráfico 
paraa=2ea=e. 
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Logaritmos com base 2 são comumente utilizados na ciência da computação. Lo- 
garitmos com base e e base 10 possuem aplicações tão importantes que as calculadoras 
possuem teclas especiais para eles. Eles também possuem notações e nomes especiais: 


log, x é escrito como In x. 
log, x é escrito como log x. 


A função y = In x é denominada função logaritmo natural, e y = log x é, nor- 
malmente, denominada função logaritmo comum. Para o logaritmo natural, 


Inx=y Se = x. 


Em particular, se definirmos que x = e, obteremos 


(a) 
Ine=1 
y 


porque e! = e. 
Propriedades dos logaritmos 


Os logaritmos, inventados por John Napier, foram o mais importante avango 
no cálculo aritmético antes da computação eletrônica moderna. O que os tornou 
táo úteis é que as propriedades dos logaritmos reduzem a multiplicacào de números 
positivos à soma de seus logaritmos, a divisão de números positivos à subtração de 
seus logaritmos, e a exponenciação de um número (elevar um número a uma dada 
poténcia) а multiplicagáo de seu logaritmo pelo expoente. 

Resumimos essas propriedades do logaritmo natural como uma série de regras 
que forneceremos no Capítulo 3. Embora estejamos aplicando, aqui, a regra da 
potenciação a todas as potências reais r, o caso em que r é um número irracional 
náo poderá ser devidamente abordado até o Capítulo 4. Também estabeleceremos a 
validade das regras para funções logarítmicas com qualquer base a no Capítulo 7. 


TEOREMA 1 — Propriedades algébricas do logaritmo natural Para quais- 
(b) quer números b > 0 e x > 0, o logaritmo natural satisfaz as regras a seguir: 


Regra do produto In bx » In b+ Inx 


FIGURA 1.64 (а) Gráfico de 2* e sua 
função inversa, log,x. (b) Gráfico de e'e Regra do quociente In 
sua fungáo inversa, In x. 


b. 
y=Inb=Inx 
Regra da recíproca In 1 =-Inx Regra2comb=1 


Regra da potenciação Inv =rInx 


BIOGRAFIA HISTÓRICA* EXEMPLO 5 Seguem alguns exemplos das propriedades no Teorema 1. 
John Napier (1550-1617) S (a) In 4 + In sen x = In (4 sen x) Regra do produto 
(b) In 3-4 = |n (x+ 1) - In 2x - 3) Regra do quociente 
(c) In H --108 Regra da гесїргоса 
=- In 23=-3 In 2 Regra da potenciação 


Uma vez que as funções а* e log, x são inversas, compó-las em qualquer ordem 
resulta na função identidade. 


Propriedades inversas para a* e log, x 


1. Base a: al^&* = x, log, а= x, а»0,441,х»0 


2. Base e: elnx = x, Ine = x, x>0 


* Para saber mais sobre os personagens históricos mencionados no texto e o desenvolvimento dos prin- 
cipais elementos e tópicos de cálculo, visite o site em inglës www.aw.com/thomas. 
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Ao substituir a” por x na equação x = e" x, podemos reescrever a" como uma 
poténcia de e: 


а= gh (n) Substituindo a* por x em x = ед, 
=ena Regra da potenciação para logs. 


= gn ax Expoente reformulado. 


Desse modo, a função exponencial а" é a mesma que e% para k = In a. 


Toda função exponencial é uma potência da função exponencial natural. 


ах=е*та 


Isto é, a” é o mesmo que е" elevado à potência In a: а*= е para k = In a. 


Por exemplo, 


2% = е0п2)х =s extn2 573 = gn 3733) = eg n5 


e 


Voltando mais uma vez às propriedades de а* e log, x, temos 
In x = In (aloga x) Propriedade inversa рага a" e log, х 
—(log,x)(In a). Regra da potenciação para logaritmos, com r = log, x 


Ao reescrever essa equagáo como log, x = (In x)/(In a), vemos que toda funcào 
logarítmica é um múltiplo constante do logaritmo natural In x. Isso nos permite entender 
as propriedades algébricas de In x para log, x. Por exemplo, log, bx = log, b + log, x. 


Fórmula para mudanca de base 


Toda função logarítmica é um múltiplo constante do logaritmo natural. 


= lnx 
log; x = na (a > 0,a # 1) 


Aplicacóes 


Na Seção 1.5, observamos exemplos de crescimento e decaimento exponencial. 
Agora, utilizaremos as propriedades dos logaritmos para responder mais questões 
relacionadas a esses problemas. 


EXEMPLO 6 Se $1000 foram investidos em uma conta que rende 5,25% de juros 
compostos anualmente, quanto tempo será necessário para que o saldo atinja $ 2500? 


Solução No Exemplo 1, Seção 1.5, temos que P = 1000 e r = 0,0525, e a quantia na con- 
ta em dado tempo / em anos é de 1000(1,0525), portanto, precisamos resolver a equação 


1000(1,0525) = 2500. 


Logo, temos 
(1,0525) = 2,5 Divida por 1000 
In (1,0525) = In 2,5 Aplique logaritmos em ambos os lados 
t In 1,0525 = In 2,5 Regra da potenciação 
t= AS, =17,9 Valores obtidos com a calculadora 
In 1,0525 7 


A quantia na conta atingirá $2500 em 18 anos, quando os јигоѕ anuais referen- 
tes àquele ano forem pagos. " 


EXEMPLO 7 А meia-vida de um elemento radioativo é o tempo necessário para 
que metade dos núcleos radioativos em uma amostra sofram decaimento. É um fato 
notável que a meia-vida seja uma constante que nào depende do número de núcleos 
radioativos inicialmente presentes na amostra, mas apenas da substáncia radioativa. 
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Para entendermos o porqué, consideremos y, o número de núcleos radioativos 
inicialmente presentes na amostra. Entáo, o número y presente em qualquer tempo 
t posterior será y = ye *. Buscamos o valor de / para o qual o número de núcleos 
radioativos presente seja igual á metade do número original: 


yoe " = i» 
ек = 3 
—kt = Inj = —In2 Regra dos recíprocos para logaritmos 
„2 
k` (1) 


Esse valor de / corresponde а meia-vida do elemento. Ele depende apenas do 
valor de k; o número y, nào possui nenhum efeito. 

A vida radioativa efetiva do polónio-210 é táo curta que a medimos em dias em 
vez de anos. O número de átomos radioativos remanescentes após / dias em uma 
amostra que comega com y, átomos radioativos iniciais é 


y= ye x10; 
A meia-vida do elemento é 
Meia-vida — na Equação 1 
-—n2 _ Valor de k da equação do decaimento do polônio 
5 x 102 
= 139 dias. 
y Funcóes trigonométricas inversas 


As seis funções trigonométricas básicas de um ángulo genérico de x radianos 
foram revisadas na Seção 1.3. Essas funções não são injetoras (seus valores se repe- 
Dominio: istas] tem periodicamente). No entanto, podemos restringir seus domínios a intervalos nos 
Imagem: —7/2 = y € 7/2 quais elas sejam injetoras. A funçào seno é crescente de —1 em x = — 7/2 até +1 em 
x = т/2. Ao restringir seu domínio ao intervalo [- 77/2, 7/2], nós a tornamos injeto- 
ra, de modo que ela possui uma inversa sen !x (Figura 1.65). Podem ser aplicadas 
restrições de domínio semelhantes a todas as seis funções trigonométricas. 


х 


Restrições de domínio que tornam as funções trigonométricas injetoras 


FIGURA 1.65 Gráfico de y = sen! х. 


y=senx у = cosx y =tgx 
Domínio: [-7/2. 7/2] ^ Domínio: [0, 7] Domínio: (-7/2, 7/2) 
Imagem:[- 1, 1] Imagem: [-1. 1] Imagem: (-оо, оо) 
y И sec x Y cossec х 
cotg x 


accrue popa e A 


1 ! 
! ! 
! ' 
! ' 
' 1 
! 
| i 
1 
0 т E] 0 
2 2 
! ! 
| ' 
H ' 
1 ' 
і ' 


Ls x >x 
0 л rj ka 
2 ! 
u П 
I 
' 
I 
| 
y = cotg x y = secx y = cossec x 
Domínio: (0, z) Domínio: (0, 7/2) О (7/2, п Domínio: [- z/2. 0) U (0, z/2] 


Imagem: (-оо, оо) Imagem: (-00,-1]U [1,00) Imagem: (-oo. - 1] U[1, оо) 
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“Arco” em arco seno e arco cosseno 


Arco cujo seno é x 


Arco cujo 
cosseno é x 


Angulo cujo 
cosseno é x 


A figura acima fornece uma interpretagáo 
geométrica de y = sen! x e y = cos! x para 
os ángulos radianos no primeiro quadrante. 
Para um círculo unitário, a equação s = r0 

se torna s — 6, portanto, os ángulos centrais 
€ os arcos que eles subtendem possuem a 
mesma medida. Se x — sen y, entào, além 

de ser o ángulo cujo seno é x, y também é o 
cumprimento do arco no círculo unitário que 
subtende um ángulo cujo seno é x. Portanto, 
denominamos y como “о arco cujo seno é х”, 


IA 


и T < 
у у= %пх,-5 Ex 


Domínio: [-7/2, 7/2] 
Imagem: [-1,1] 


= 
2 


y 


х = sen y 
5 -1 
N y-sen^x 


`, Domínio: [-1, 1] 
Imagem: [-7/2, 7/2] 


(b) 


FIGURA 1.67 Gráficos de (a) y = sen x, 
—т/2 € x < т/2 e (b) sua função inversa, 
y = sen! x. O gráfico de sen! x, obtido 
por reflexào em torno da reta y — x, é uma 
parte da curva x — sen y. 


Uma vez que essas funções restringidas agora são injetoras, elas possuem 
inversas, denotadas por 


y-sen!x ou 


y=cos lx ou 


y= arc sen x 
y = arc cos x 
y-7tg!x ou y=arctgx 
y=cotg lx ou  y-arccotgx 
у=зес!х ou 
у = cossec”! 


y = arc sec x 


X ou у=агс cossec x 


Lemos essas equagóes como “y igual ao arco seno de x" ou “y igual a arc sen 
X", e assim por diante. 


Atenção О —1 nas expressões de função inversa significa “inversa”. Não significa 
“recíproca”. Por exemplo, a função recíproca de sen х é (sen x)! = l/sen x = cossec x. 

Os gráficos de seis funções trigonométricas inversas são mostrados na Figura 
1.66. Podemos obter esses gráficos ao refletir os gráficos das funções trigonométri- 
cas restritas através da reta y = x. Agora, detalharemos duas dessas funções. 


Domínio: -1 = х= 1 Domínio: — oo < x < oo 
Imagem: 0 у= т Imagem: -5 <y< Е 


(а) (с) 


Domínio: xS-loux=1 Domínio: х= -1 ou x= 1 Domínio: — оо < х < оо 
sema ПО т 
Imagem: 0€ у= m, уж > Imagem: -5 sys 5,340 Imagem: 0<y< m 


(d) (e) 


FIGURA 1.66 Gráficos das seis funções trigonométricas inversas básicas. 


Funções arco seno e arco cosseno 


Definimos as funções arco seno e arco cosseno como funções cujos valores 
são ângulos (medidos em radianos) que pertencem a domínios restritos das funções 
seno e cosseno. 


DEFINIÇÃO 


у = зеп”! x é o número no intervalo [—7/2, 7/2] para o qual sen y = x. 


y = cos ! x é o número no intervalo (0, 7] para o qual cos y = x. 


O gráfico de y = sen! x (Figura 1.67b) é simétrico em relação à origem (ele se 
estende ao longo do gráfico de x = sen у). O arco seno é, portanto, uma função impar: 


sen (-х) = — sen! x. (2) 


у= соѕх,0 =х= т 
Domínio: [0, 7] 
1 Imagem: 1-1,11 


у = сов х 
Domínio: 1-1, 1] 
Imagem: [0,7] 


FIGURA 1.68 Gráficos de (a) y = cos x, 
0 < x < те (b) sua inversa, v = cos! x. O 
gráfico de cos”! x, obtido por reflexào em 
torno da reta y — x, é uma parte da curva 
x = cos y. 


Chicago 


Springfield 


FIGURA1.70 Diagrama para correçào 
do desvio (Exemplo 9), com as distáncias 
arredondadas para a milha mais próxima 
(esquema fora de escala). 
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O gráfico de y = cos ! x (Figura 1.68b) não possui essa simetria. 


EXEMPLO 8 Avalie (a) sen”! ES e (b) cos"! (4) 


Solucáo 
(a) Vemos que 


pois sen (7/3) = V3/2 e 7/3 pertence à imagem [—7/2, 7/2] da função arco 
seno. Veja a Figura 1.69a. 


(b) Vemos que 


pois cos (27/3) = —1/2 e 27/3 pertence à imagem [0, 7] da função arco seno. 
Veja a Figura 1.69b. a 


Usando o mesmo procedimento ilustrado no Exemplo 8, podemos criar a se- 
guinte tabela de valores comuns para as funções arco seno e arco cosseno. 


x sen! x cos! x 
v3p т/3 т/6 
М/2 т/4 т/4 

1/2 т/6 т/3 
=1/2 —т/6 2т/3 
-V2/2 —т/4 3т/4 
-УЗ/2 EE 5т/6 


FIGURA 1.69 Valores das fungóes arco seno e arco cosseno 
(Exemplo 8). 


EXEMPLO 9 Durante um voo de Chicago a St. Louis, o engenheiro de voo detecta 
que o aviáo está 12 milhas fora do curso, como mostra a Figura 1.70. Determine o 
ángulo a para um curso paralelo ao correto original, o ángulo b e o ángulo de cor- 
regáo c — a + b. 


Solução А partir da Figura 1.70 e da geometria elementar, vemos que 180 sen a = 12 
e 62 sen b = 12, então 
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= 1 412. = á = ° 
Р seri 180 0,067 radianos = 3,8 
cos H=x) «1 12 š 
b = sen 62 = 0,195 radianos = 11,2? 
COS x 
c=a+rba 15°. 


Identidades que envolvem arco seno e arco cosseno 


Como podemos ver na Figura 1.71, o arco cosseno de x satisfaz a identidade 
FIGURA 1.71 cos”! есов Ц-х) são 
ângulos suplementares (portanto, a soma 
deles é л). ou 


cos! x + cos !() = т, (3) 


cos"! (x) = m — cos x. (4) 
Além disso, podemos ver, a partir do triángulo na Figura 1.72, que para x > 0, 


sen! x + cos іх = 7/2. (5) 


E "M A Equação 5 também é verdadeira para os outros valores de x em [-1, 1], mas 
FIGURA 1.72 sen! xe cos”! x são ” М ® Н m à 

4 náo podemos tirar essa conclusáo a partir do triángulo na Figura 1.72. Essa conclu- 
ángulos complementares (portanto, a soma - B “ураг 5 Яс 

deles é 7/2) são, no entanto, é consequência das Equações 2 e 4 (Exercício 74). 

As funções arco tangente, arco cotangente, arco secante e arco cossecante serão 
definidas na Seção 3.9. Nessa seção, abordaremos propriedades adicionais das fun- 
ções trigonométricas inversas em um cenário de cálculo utilizando as identidades 
aqui discutidas. 


Exercícios 1.6 


Identificação gráfica de funções injetoras Nos Exercícios 7-10, identifique, a partir de seu gráfico, se a fun- 


Quais funções representadas graficamente nos Exercícios 1-6 são ção е injetora. 


injetoras e quais não são? 3-х, x<0 

1; y 4. 7. An= E х= 0 
2x «46, x= =3 

1-3) &®0 

9. f(x) = : 

jay * T0 

2-3, хэ! 

10. f(x) = A zei 


Fazendo gráficos de funções inversas 


Cada um dos Exercícios 11-16 apresenta o gráfico de uma função 
y = f(x). Copie o gráfico e sobreponha-o à reta y = x. Em seguida, 
utilize a simetria com relação à reta y = x para adicionar o gráfico de 
У! ao seu esquema (não é necessário determinar uma fórmula para 
У). Identifique o domínio e a imagem de f!. 


13. 15. 


у = f(x) = зепх, 


«Lap q 


fa) = 6 — 2x, 
0=х=3 


14. 


y = fü) = tg x, 
T " T 
-2 <x Sa 


17. a. Faça o gráfico da função Дх) = V1 — x2, 0 < x < 1. Que 
simetria o gráfico apresenta? 
b. Mostre que a fungáo / 6 sua própria inversa (lembre-se de 
que Vx? = x sex > 0). 
18. a. Faça o gráfico da função f(x) = 1/x. Que simetria o gráfico 
possui? 
b. Mostre que a funçào f é sua própria inversa. 


Fórmulas para funcóes inversas 


Cada um dos Exercícios 19-24 apresenta a fórmula de uma função 

y = f(x) e mostra os gráficos de f e f !. Determine uma fórmula 

para f! em cada caso. 
19. Дх) =2 +1, x20 


y 


21. fx) - 0-1 


20. fx) = 2, х<0 


y 


22. fx) = х2-2х+1, хэ! 
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23. Дх) =(x+ 13, xz-1 24. Дх) 2x22, xz0 
y M 
^ ^ 
у=) у= 10) 


Cada um dos Ехегсісіоѕ 25-34 fornece uma fórmula рага uma fungáo 
y= f(x). Em cada caso, determine f(x) e identifique o domínio e a 


imagem de f!. Para conferir, mostre que f(f (х) = f (f(x)) = x. 
25. fix) = х _х+3 
31. да) = 225 
26. fx) = х, х>0 Же 
27. (х)-33-1 32. Дх)= ^ m 
28. f(x) = (1/2)x - 7/2 


хэ3 
33. (х)-х2-2х, xxl 
29. х) = M3, x>0 
30. fo) =1А2, x%0 


(Dica: complete о quadrado.) 
34. fix) = (25+ 1)!5 


Inversas das retas 


35. a. Determine a inversa da função f(x) = mx, em que m é uma 
constante diferente de zero. 

b. O que podemos concluir com relagáo á inversa de uma fun- 
ção y = f(x) cujo gráfico é uma reta através da origem com 
um coeficiente angular m diferente de zero? 

36. Mostre que o gráfico da inversa de f(x) = mx + b, em que m e 

b sáo constantes e m # 0, é uma reta com coeficiente angular 

1/m e intercepta y em —b/m. 

37. a. Determine a inversa de f(x) = x + 1. Faga o gráfico de f 
junto de sua inversa. Adicione a reta y = x ao seu esquema, 
tracejada ou pontilhada para contrastar. 

b. Determine a inversa de f(x) = x + b (b constante). Сото 
fica o gráfico de f! em relação ao gráfico de f? 

€. Que podemos concluir sobre as inversas das funções cujos 
gráficos sáo retas paralelas à reta y = x? 

38. a. Determine a inversa de f(x) = — + 1. Faga o gráfico da 
reta y = —x + 1 junto da reta y = х, Em que ángulo as retas 
cruzam? 

b. Determine a inversa de f(x) = — + b (b constante). Que 
ángulo a reta y = —х + b faz com a reta y = х? 

e. O que podemos concluir em relação ás inversas das funções 
cujos gráficos sáo retas perpendiculares à reta y = х? 


Logaritmos e exponenciais 


39. Expresse os seguintes logaritmos em função de In 2 e In 3. 


a. In 0,75 d. In Vo 
b. In (4/9) e. In3V2 
c. In (1/2) f. In V13,5 


40. Expresse os seguintes logaritmos em função de In 5 e In 7. 
a. In (1/125) d. In 1225 
b. In 9,8 e. In 0,056 
c. In 7V/7 f. (In 35 + In (1/7))/(In 25) 
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Use as propriedades dos logaritmos para simplificar as expressões 
nos Ехегсїс108 41 e 42. 
sen Ө 


41. a. Insen6 — In (е) 


s b. In(3x2 — 9x) + In (2) 


3х 
L 4 
c. 5 In (4^) In 2 
42. a. In sec 0 + In cos 0 
с. 3In V? — 1 — In(r + 1) 


Determine expressóes mais simples para as quantidades nos Exer- 
cícios 43-46. 


b. In (8x + 4) - 2 In 2 71. 


43. a. е"72 b. en? с. em ny 72. 
44. а. gh ^9) b. emos nan? 

En ? de 73. 
45. a. 2mVe b. In (In e?) с. In (e? 9) 
46. a. In (esc?) b. In (e) c. In (e? ^») 


Nos Exercícios 47-52, resolva y em função de г ou x, conforme for 
apropriado. 

47. Iny=21+4 

48. Iny=-1+5 

51. In(y-1)-In2=x+Inx 
52. In(2— 1) - In (y + 1) = In (sen x) 
Nos Exercícios 53 e 54, resolva em k. 

53. a. @2k = 4 b. 100e!% = 200 


l 
54. a. e - = 
а. = 


74. 
49. ш(у-40)-5/ 


50. In(1-2y)=1 


75 


с. eM1000 = q 
b. 80e' = 1 c. gn 03 — 0,8 
Nos Exercícios 55-58, resolva em ?. 

b. e= 


55. а. e 99! —27 с. emo = (д 


gi-wi- 


56. а. e 99! — 1000 b. ей = c. dux] 
57, eV = 2 58, ¿DAA = e! - 
Simplifique as expressóes nos Exercícios 59-62. 1 
59, а, 510857 b. glonV2 e. 1,302375 

d. log, 16 e. log; V3 f. log, (1) 
60. а. 21083 b. 1018602) е, qrloge7 

d. log 121 е, logni] Ё log (5) H7. 
61. a, 2985 b. 9n c. log; (e^ 26e») 
62. a. 25950) Ы, log.(e*) е. log, (2^ sen) зз. 


Expresse as razóes nos Exercícios 63 e 64 como razóes de logarit- 


mos naturais e simplifique. 79. 


log; x log; x log, a 
63. a. E c. 

loga x logg x log >а 

lo, lo; х loga b 
TE d b ev. „о 

log3x 108,/5 x log, a 


80. 
Arco seno e arco cosseno 


Nos Exercícios 65-68, determine o valor exato de cada expressão. 


- - 81. 
65. a. sen! (5) b. sem! (+) c. sen ! (2) 
va 2 
ETÀ 41-41 _ {МЗ 
66. а. со$ G) b. cos (2) с. cos C? 82. 
67. a. arccos (- 1) b. arccos (0) 


68. a. arcsen (- 1) 


b. arcsen (- +) 
va 


Teoria e exemplos 


Se f(x) é injetora, podemos dizer algo a respeito de g(x) = 
(х)? Ela também é injetora? Justifique sua resposta. 

Se flx) é injetora e f(x) nunca é zero, podemos dizer algo a res- 
peito de A(x) = l/f(x)? Ela também é injetora? Justifique sua 
resposta. 

Suponha que a imagem de g fique no domínio de f, de modo 
que a função composta f о g seja definida. Se fe g são inje- 
toras, algo pode ser dito a respeito de f ° g? Justifique sua 
resposta. 

Se uma função composta f o g é injetora, g deve ser injetora? 
Justifique sua resposta. 

Determine uma fórmula para a função inversa f | e verifique 
se (f° f )G@) = o Ло) = x. 


100 Ө 
ET b. f() = 


50 


a. /0) = TEL 


Identidade sen ! х + cos! x ^ 7/2. A Figura 1.72 estabelece 

a identidade para 0 < x < 1. Para estabelecer a identidade para 

o restante de [-1, 1], verifique, por cálculo direto, que ela é 

verdadeira para x = 1, 0, e ^1. Em seguida, para valores de 

x em (-1, 0) faça x = -a, a > 0 e aplique as Equações 3e 5 à 

soma sen"! (-a) + cos"! (-a). 

Inicie com o gráfico de y = In x. Determine uma equação para 

o gráfico que resulte de: 

а. translacào de 3 unidades para baixo. 

b. translagáo de 1 unidade para a direita. 

translação de 1 unidade para a esquerda e 3 para cima. 

d. translação de 4 unidades para baixo e 2 para a direita, 

e. reflexào em torno do eixo y. 

f. reflexào em torno da reta y = x. 

Comece com o gráfico de y = In x. Determine uma equagáo do 

gráfico que resulte de: 

a. um alongamento vertical por um fator de 2. 

b. um alongamento horizontal por um fator de 3. 

€. uma compressáo vertical por um fator de 4. 

d. uma compressáo horizontal por um fator de 2. 

A equação x? = 2* possui três soluções: x = 2, x = 4, e uma 

outra. Determine a terceira solucào da forma mais precisa que 

puder por meio de um gráfico. 

x!" 2 poderia ser o mesmo que 2!" * para x > 0? Faça o gráfico 

das duas funções e explique o que vê. 

Decaimento radioativo А meia-vida de uma certa substância 

radioativa é de 12 horas. Há 8 gramas presentes inicialmente. 

a. Expresse a quantidade remanescente da substáncia em fun- 
ção do tempo r. 

b. Quando restará apenas 1 grama? 

Duplicando seu dinheiro Determine qual o tempo necessá- 

rio para que um investimento de $ 500 dobre de valor em uma 

aplicacào que rende 4,75% de juros compostos anualmente. 


Crescimento populacional A população de Glenbook é de 
375.000 habitantes, e cresce à taxa de 2,25% por ano. Preveja 
quando a população chegará a 1 milhão. 


Radônio-222 A equação para o decaimento do gás radô- 
nio-222 é conhecida como y = уе ^*^, sendo / expresso em 
dias. Qual o tempo necessário para que uma amostra de ar em 
recipiente hermético caia para 90% de seu valor original? 
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13. 


14. 
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O que é uma fungào? O que é o domínio de uma fungào? E 
sua imagem? O que é um diagrama de setas de uma função? 
Exemplifique. 

O que é o gráfico de uma função de valores reais ou de uma 
variável real? O que é o teste da reta vertical? 


O que é uma função definida em partes? Exemplifique. 


Quais são os tipos importantes de função encontrados com fre- 
quência em cálculo? Dê um exemplo de cada tipo. 


Qual o significado de uma função crescente”? E de uma função 
decrescente? Dê um exemplo de cada uma. 

O que é uma função par? E uma função ímpar? Que proprie- 
dades de simetria os gráficos dessa função possuem? Que van- 
tagens podemos ter com isso? Dê um exemplo de uma função 
que não seja par nem ímpar. 


Se f e g são funções de valores reais, como os domínios de 
f + g, f — g. fg e fig se relacionam com os domínios de f e g? 
Exemplifique. 

Quando é possível compor uma função com outra? Dê exem- 
plos de compostas e seus valores em vários pontos. A ordem 
em que as funções são compostas é importante? 

Como alterar a equação y = f(x) para deslocar seu gráfico 
verticalmente para cima ou para baixo por |k| unidades? Hori- 
zontalmente, para a esquerda ou para a direita? Dê exemplos. 
Como alterar a equação y = f(x) para comprimir ou alongar o 
gráfico por um fator c > 1? E para refletir o gráfico em torno 
de um eixo coordenado? Exemplifique. 

Qual é a função-padrão de uma elipse com centro (A, k)? Qual 
é o eixo principal? Qual o eixo secundário? Exemplifique. 

O que é uma medida em radianos? Como ocorre a conversão 
de radianos para graus? E de graus para radianos? 

Faça o gráfico das seis funções trigonométricas básicas. Que 
simetria os gráficos possuem? 

O que é uma função periódica? Exemplifique. Quais são os 
períodos das seis funções trigonométricas básicas? 


Exercícios práticos 


Funções e gráficos 


1. 


Expresse a área e a circunferéncia de um círculo em fungáo de seu 
raio. Em seguida, expresse a área em função da circunferência. 


Expresse o raio de uma esfera em função da área de sua superfície. 
Em seguida, expresse a área da superfície em função do volume. 


Um ponto P no primeiro quadrante está na parábola y = x°. Ex- 
presse as coordenadas de P em função do ángulo de inclinação 
da reta que passa por P e pela origem. 


Um baláo de ar quente subindo a partir de um campo horizon- 
tal é rastreado por um telémetro localizado a 500 pés do ponto 
de decolagem. Expresse a altura do balão em função do ángulo 
que a reta faz com o solo a partir do telémetro. 


Nos Exercícios 5-8, determine se o gráfico da funçào é simétrico em 
relacào ao eixo x, à origem ou a nenhum dos dois. 


5. 
6. 


7. y" x -2x- 1 


4 
2 


у = д!/5 


у=?” 8. y=e 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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Questóes para guiar sua revisáo 


Iniciando com a identidade sen20 + cos20 = 1 e as fórmulas 
para cos (4 + B) e seno (4 + B), mostre como uma variedade 
de outras identidades trigonométricas podem ser deduzidas. 


Como a fórmula para a função seno geral f(x) = A sen ((27/B) 
(x — C)) + D se relaciona com a translagáo, o alongamento, 
compressáo e reflexào de seu gráfico? Exemplifique. Faga o 
gráfico da curva geral do seno e identifique as constantes А, 
В, Сер. 


Cite três problemas que surgem quando as funções são re- 
presentadas graficamente utilizando uma calculadora ou um 
computador com software gráfico. Exemplifique. 


O que é uma função exponencial? Exemplifique. A que lei de 
expoentes ela obedece? Como ela difere de uma fungáo de 
poténcia simples como f(x) = х”? Que tipo de fenómeno do 
mundo real é descrito por fungóes exponenciais? 


О que é o número e, e como ele é definido? Quais são o do- 
mínio e a imagem de f(x) = e'? Qual é a aparéncia de seu 
gráfico? Como os valores de e" se relacionam а x°, x, e assim 
por diante? 


Que funções possuem inversas? Como saber se duas funções 
f e g são inversas uma da outra? Dé exemplos de funções que 
são (e nào são) inversas uma da outra. 


Como os domínios, imagens e gráficos de funções e suas in- 
versas se relacionam? Exemplifique. 


Que procedimento vocé pode, eventualmente, utilizar para ex- 
pressar a inversa de uma função de x em termos de x? 


О que é uma função logarítmica? Que propriedades ela satis- 
faz? O que é a função logaritmo natural? Quais são o domínio 
e a imagem de y = In x? Qual a aparência de seu gráfico? 
Como o gráfico de log, x está relacionado ao gráfico de In x? 
O que há de verdade na afirmação de que realmente só existe 
uma função exponencial e uma função logarítmica? 


Como são definidas as funções trigonométricas inversas? 
Como você pode, às vezes, utilizar triângulos retângulos para 
determinar os valores dessas funções? Exemplifique. 


Nos Exercícios 9-16, determine se a função é par, impar ou nenhu- 


ma das duas. 
9. у= х2 +1 10. у= x – х? — х 

11. у= 1 — cosx 12. у = secxtg x 

4 

++ 1 
13, y———— 14. y = x — senx 
y ETP y 

15. y = x + cosx 16. y = xcosx 


17. 


18. 


Suponha que fe g são ambas funções impares, definidas em 
toda a reta real. Quais das seguintes fungóes (quando defini- 
das) sáo pares? E quais sáo impares? 
a. fg €. fisen x) 

b. f? d. g(sec x) 

Se fla — x) = fla + x), mostre que g(x) = f(x + a) é uma função 
par. 


e. Igl 
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Nos Exercícios 19-28, determine (a) o domínio e (b) a imagem. 
19. y = |х| - 2 20. y = —2 + 


21. y = VI6 — x? 


V1—% 


22. y=3*+1 


23. y = 2е* – 3 24. y = tg (2x — 7) 
25. y = 2sen(3x + т) - 1 26. y = x?5 
27. y = In(x - 3) + 1 28. у= -1+ 2-х 


29. Determine se cada função é crescente, decrescente ou nenhu- 
ma das duas. 


a. O volume de uma esfera em fungáo de seu raio. 


b. A função maior inteiro. 


€. A altitude acima do nível do mar em função da pressão 
atmosférica (assumindo-se que não seja zero). 


d. Energia cinética em função da velocidade de uma partícula. 
30. Determine o maior intervalo em que a função dada é crescente. 

а. f(x) = |х = 2|+1 b. f(x) = (x + 1)* 

€. g(x) = (3x — 1)!З d. Rx) = У2х— 1 


Funcóes definidas em partes 


Nos Exercicios 31 e 32, determine o (a) domínio e (b) a imagem. 
31. у= (XE y —4=x=0 
“PE vã 0<х=4 


== 2 -2<x<- 
32. y = 8, -i gsl 
— 2 1«x52 


Nos Exercícios 33 e 34, escreva uma fórmula por partes para a função. 
33. J 


Composicáo de funcóes 

Nos Exercícios 35 e 36, determine: 
а. (f ° 2 El). 
c. (7600. 


b. (g ° f)(2). 
d. (g ° gx). 


l l 
35. f(x) › (х) = 
mime A 
36. f(x) -2-х, g(x) = Vx + 1 


Nos Exercícios 37 e 38, (a) escreva fórmulas para f og eg o fe 
determine o (b) domínio e a (c) imagem de cada uma. 


37. fx) =2 —x2, р(х) = Vx + 2 
38. f) = Vx, 20) = VI — x 


Para os Exercícios 39 e 40, desenhe os gráficos de fe f ° f. 


=x=2 -45х5-1 
39. f(x) -4-1, -] xcd 
3-2. ] =< p = 2 
xl. -22x20 
40. = 
fe Es 0=х=2 


Composição com valores absolutos Nos Exercícios 41-48, faça 
os gráficos de f, e f; juntos. Em seguida, descreva como a aplicação 
da função valor absoluto em f, afeta o gráfico de fl. 


fix) Р(х) 
41. х |x| 
42: а^ |х|? 
43. х? |х?| 
44. x? +x |x + х] 
4.4-x?  |4-x?] 
1 1 
46. x |х] 
47. Ух Мх] 
48. ѕепх sen|x| 


Translado e mudança da escala de um gráfico 


49. Suponha que seja dado o gráfico de g. Escreva equagóes para 
os gráficos obtidos a partir do gráfico de g ao transladar, esca- 
lar ou refletir, conforme indicado. 


a. — Unidade para cima, 3 para direita. 


b. 2 unidades para baixo, Z para a esquerda. 

e. Reflexão em torno do eixo y. 

d. Reflexão em torno do eixo x. 

e. Alongamento vertical por um fator de 5. 

f. Compressão horizontal por um fator de 5. 
50. 


Descreva como cada gráfico é obtido a partir do gráfico de 
у= ЈО). 

а. y = f(x — 5) b. y = f(4x) 

€. y = /(—3х) d. y = f(2x + 1) 


е. у= (©) -4 fy 


Nos Exercicios 51-54, faça o gráfico de cada função sem traçar 
pontos, mas iniciando com о gráfico de uma das funções padrão 
apresentadas nas Figuras 1.15-1.17 e aplicando uma transformação 
apropriada. 


II 


-3f() + " 


k= = x TEE — É 

51. у= 1+5 52. y=1-3 

53, pe 141 54. y = (—5х)!? 
2x* 

Trigonometria 


Nos Exercícios 55-58, faca o gráfico da fungáo dada. Qual o pe- 
ríodo da função? 


55. y — cos2x 56. у= sen5 
57. y = senzx 58. у= i 


59. Faga o gráfico de y = 2 cos ( = z) 


60. Faça o gráfico de y= 1 + sen(y + z) 
Nos Exercícios 61-64, ABC é um triángulo retángulo com o ángulo 
reto em C. Os lados opostos aos ángulos А, B e C sào a, b e c, res- 
pectivamente. 


61. a. Determine ae b se c = 2, B = 7/3. 
b. Determine a e c se b = 2, B = zr/3. 
62. a. Expresse a em funçào de A e c. 
b. Expresse a em função de A e b. 


63. a. Expresse а em funçào de Ве b. 
b. Expresse c em função de A e a. 


64 


a. Expresse sen А em função de a e c. 
b. Expresse sen 4 em fungáo de be c. 


Altura de um poste Dois fios são estirados do alto 7 de um 
poste em posição vertical aos pontos В e C no solo, em que 
C está 10 m mais próximo à base do poste que В. Se o fio BT 
forma um ángulo de 35? com a horizontal e o fio CT forma um 
ángulo de 50? com a horizontal, qual a altura do poste? 


65. 


66. Altura de um baláo meteorológico Observadores nas posi- 
ções A e B distantes 2 km um do outro medem simultaneamen- 
te o ángulo de elevagáo de um balào meteorológico como sen- 
do de 40? e 70°, respectivamente. Se o baláo está diretamente 
acima de um ponto no segmento de reta entre А e В, determine 


a altura do baláo. 


| T 67. a. Faça o gráfico da função f(x) = sen x + cos(x/2). 

b. Qual a aparência do período dessa função? 

c. Confirme sua conclusào sobre o item (b) algebricamente. 
Eos a. Faça o gráfico da função /(х) = sen (1/x). 
b. Qual o domínio e a imagem de f? 


e. fé uma função periódica? Justifique sua resposta. 


Funções transcendentais 

Nos Exercícios 69-72, determine o domínio de cada função. 
69. a. f(x) = 1 + e7* b. g(x) = e* + In Vx 
70. a. f(x) = eV g(x) = In|4 — x?| 


т 


x 


71. a. h(x) = sa (2) 
72. a. h(x) = In (cos ! x) b. 


f(x) = cos"! (Vx — 1) 
fo) = Мт —sen'!x 


73. Se f(x) = In x e g(x) = 4 — x2, determine as funções fo g, g ° f, 
f ° f. g ° g e seus domínios. 


= 


74. Determine se / é par, impar ou nenhuma das duas. 
a. f(x) = e b. f(x) = 1 + sen ! (х) 
с. f(x) = |е] d. f(x) = е"! 


Capítulo 


Funções e gráficos 


1. Existem duas funções f e g, de modo que ° g = g ° f? Justi- 
fique sua resposta. 

Existem duas funções f e g com a propriedade a seguir? Os 
gráficos de f e g nào sào retas, mas o gráfico de f » g é uma 
reta. Justifique sua resposta. 


s 


2 


Se f(x) é ímpar, o que se pode afirmar sobre g(x) = f(x) - 2? E 
se, em vez disso, f for par? Justifique sua resposta. 


> 


Se g(x) é uma função impar definida para todos os valores de 
x, о que se pode afirmar sobre g(0)? Justifique sua resposta. 


5. Faça o gráfico da equação |х| +|y|=1+x. 
6. Faça o gráfico da equação y +|y|=x + |x]. 
Deducóes e provas 


7. Prove as identidades a seguir. 
1 — cosx senx 
senx 1 + cosx 


a. 
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75. 


Faça o gráfico das funções In x, In 2x, In 4x, In 8x e In 16x 
(quantas vocé puder) juntas para 0 “х € 10. О que ocorre? 
Explique. 


7с. 
Hu. 


Faça o gráfico da função y = In (x? + с) para c - —4,-2,0,3e 
5. Como o gráfico se altera à medida que c é alterado? 

Faça o gráfico de y = In |sen x| na janela 0 € x € 22, 2 € y € 0. 
Explique o que vocé vé. Como vocé poderia alterar a fórmula 
para virar os arcos de cabeça para baixo? 


is. Faça o gráfico das trés funções y = x^, y = a* e y = log, x juntos 
na mesma tela para a — 2, 10 e 20. Para valores maiores de 
х, quais dessas fungóes possuem os maiores valores e quais 


possuem os menores valores? 


Teoria e exemplos 


Nos Exercícios 79 e 80, determine o domínio e a imagem de cada 
fungáo composta. Em seguida, faga o gráfico das compostas em 
telas separadas. Os gráficos fazem sentido em cada caso? Justifique 
suas respostas e comente sobre as diferengas que vocé vé. 

79. a. у = sen! (sen x) — b. y = sen (sen х) 


80. a. y = cos! (cosx) b. у = соз (cos! x) 


81. Utilize um gráfico para decidir se f é uma funçào injetora. 


a J=- ъ= +5 


22. 


Utilize um gráfico para encontrar сот previsáo de 3 casas de- 
cimais os valores de x para as quais e* > 10.000.000. 


83. a. Mostre que f(x) = x° e g(x) = Nx são inversas entre si. 
E». Faça o gráfico de f e g sobre um intervalo de x grande o 
suficiente para mostrar que os gráficos se interceptam em 
(1, 1) e El, —1). Assegure-se de que a imagem mostra a 
simetria exigida na reta y = x. 
84. a. Mostre que A(x) = x?/4 e k(x) = (4x)!? são inversas entre si. 
E». Faça o gráfico de h e k sobre um intervalo de x grande o 
suficiente para mostrar que os gráficos se interceptam em 
(2, 2) e (-2, -2). Assegure-se de que a imagem mostra a 
simetria exigida na reta у = x. 


Exercícios adicionais e avancados 


8. Explique a seguinte “prova sem palavras” da lei dos cossenos. 
(Fonte: KUNG, Sidney H. Proof without words: The Law of 
Cosines [Prova sem palavras: a lei dos cossenos]. Mathematics 
Magazine, у. 63, n. 5, р. 342, dez. 1990.) 


9. Mostre que a área do triángulo ABC é dada por (1/2)аЬ sen С 
= (1/2)bc sen А = (1/2)ca sen B. 
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А т B 


10. Mostre que a área do triángulo ABC é dada por 
Vsís — als — b)(s — c), em que s = (a + b + с)/2 é o 
semiperímetro do triángulo. 

11. Mostre que se / é tanto par quanto ímpar, entào /(х) = 0 para 

qualquer x no domínio de f. 

12. a. Decomposição par/ímpar Seja fuma função cujo domi- 
nio é simétrico em relação à origem, isto é, —x pertence 
ao domínio se x pertencer. Mostre que / 6 a soma de uma 
função pare uma função ímpar: 


Дх) = E(x) + O(x), 


em que E é uma função par e O é um a função impar. (Dica: 
seja E(x) = (f(x) + f(—))/2. Mostre que E(-x) = E(x), de 
modo que E seja impar. Em seguida, mostre que O(x) = 
Дх) – E(x) é impar.) 

b. Unicidade Mostre que há somente uma maneira de es- 
crever f como a soma de uma função par e uma função ím- 
par. (Dica: uma forma é dada no item (a). Se também fx) 
= E (x) + O (x) em que E, é par e O, é ímpar, mostre que 
E — E, = O, – O. Em seguida, utilize o Exercício 11 para 
mostrar que E = E e O = O,.) 


Exploracóes gráficas — efeitos dos parámetros 


13. O que acontece ao gráfico de y = ax2 + bx + c quando 

a. a é alterado, ao passo que b e c permanecem fixos? 

b. b é alterado (a е c fixos, a # 0)? 

€. c é alterado (a e b fixos, a # 0)? 

O que acontece ao gráfico de y = а(х + Б)? + c à medida que: 
a. a é alterado, quando b e c permanecem fixos? 

b. b é alterado (a e c fixos, a = 0)? 

с. c é alterado (a e b fixos, a # 0)? 


- 
> 


беотеїгїа 


15. O centro da massa de um objeto se move a uma velocidade 
constante v ao longo de uma reta através da origem. A figura a 
seguir mostra o sistema de coordenadas e a reta de movimen- 
to. Os pontos mostram posições separadas por 1 s. Por que as 
áreas A, A), ..., As na figura são iguais? Como па lei da área 
de Kepler (veja a Segáo 13.6), a reta que une o centro da massa 
de um objeto à origem varre áreas iguais em tempos iguais. 


Quilómetros 


Quilómetros 


16. a. Determine o coeficiente angular da reta a partir da origem 
até o ponto médio P do lado АВ no triángulo na figura a 
seguir (a, b> 0). 


B(0, b) 


x 
о A(a, 0) 


b. Quando OP é perpendicular a АВ? 

17. Considere o quarto de círculo de raio 1 e os triángulos retán- 
gulos ABE e ACD apresentados na figura a seguir. Utilize fór- 
mulas de área padráo para concluir que: 


1 0 1 senó 
2 810 с050 < 5 <> oso: 
y 
(0.1) c 
B 
1 
I 
| 
0 | Їр А 
x 
A E (1,0) 


18. Seja f(x) = ax + b e g(x) = cx + d. Que condição deve ser satis- 
feita pelas constantes a, b, c, d para que (f ° g)(x) = (g ° f)(x) 
seja para todos os valores de x? 


Teoria e exemplos 


19. Domínio e imagem Suponha que a+ 0, b € 1 e b > 0. De- 
termine o domínio е a imagem da função. 
a. y=a(b Y+d b. y=alog(x-c)+d 


20. Funções inversas Seja 
no Gx +b E 
Јо) = rd 60. а4-4фсж0. 


a. Forneça um argumento convincente de que a função f é 
injetora. 

b. Determine uma fórmula para a inversa de f. 
21. Depreciação Smith Hauling adquiriu um caminhão de 18 
rodas por 5 100.000. O valor do caminhão sofre depreciação à 
taxa constante de $ 10.000 por ano durante 10 anos. 
a. Escreva uma expressáo que fornega o valor y após x anos. 
b. Quando o caminháo valerá $ 55.000? 
Absorção de fármaco Uma droga é administrada por via 
intravenosa para combater a dor. A fungáo 


ДІ) = 90 – 521 (1+0), 0<t<4 


22 


fornece o número de unidades da droga que permanecem 
no corpo após / horas. 

a. Qual foi o número inicial de unidades administradas? 

b. Quanto estará presente após 2 horas? 

с. Faça o gráfico de f. 
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23. Determinação do tempo de investimento Se Juanita inves- 25. Para qual x > 0 temos x(*) = (х*)*? Justifique sua resposta. 
te $ 1.500 em uma conta aposentadoria que rende 896 de juros 0:6. a. Se (In х)/х = (In 2)2, x é necessário que x = 2? 
compostos anualmente, em quanto tempo esse investimento | = 1 
isoladamente aumentará para $ 5000? b. Se (In x)/x = 2 In 2, é necessário que x = 2? 


24. А regra dos 70 Se você utilizar a aproximação In 2 = 0,70 Justifique suas respostas. 
(em lugar de 0,69314...), poderá derivar uma regra de ouro 27. O quociente (log,x)/(log,x) possui um valor constante. Que 
que diz: “Para estimar quantos anos levará para que uma quan- valor é esse? Justifique sua resposta. 
tia em dinheiro dobre ao ser investida а uma porcentagem ” 28, log (2) vs. log, (x) Como f(x) = log, (2) se compara com g(x) 
composta continuamente, divida r por 70.” Por exemplo, uma = log, (x)? Aqui һа uma maneira de descobrir. 


quantia em dinheiro investida a 5% dobrará em cerca de 70/5 
— |4 anos. Se, em vez disso, vocé quiser que ela dobre em 10 
anos, vocé terá de investir a 70/10 = 7%. Mostre como a regra 
dos 70 é deduzida (uma “гевга dos 72" semelhante utiliza 72 
em vez de 70, porque 72 possui mais fatores inteiros). 


a. Utilize a equação log, b = (In b)/(In a) para expressar f(x) e 
g(x) em fungáo de logaritmos naturais. 


b. Faça o gráfico de f e g juntos. Comente sobre o comporta- 
mento de f em relação aos sinais e valores de g. 


Capítulo Projetos de aplicacáo de tecnologia 


Uma visáo geral de matemática 
Uma visáo geral da Matemática suficiente para completar os módulos de Matemática está disponibilizada no site. 


Módulos Mathematica/Maple 


Modelagem de variação: molas, segurança no trânsito, radioatividade, árvores, peixes e mamíferos 
Construa e interprete modelos matemáticos, analise-os e aperfeiçoe-os; depois, utilize-os para fazer previsões. 


LIMITES E CONTINUIDADE 


VISÃO GERAL Os matemáticos do século XVII tinham um profundo interesse nos 
estudos do movimento com relação a objetos na Terra ou próximos a ela e nos estudos 
dos movimentos de planetas e estrelas. Esse estudo envolvia tanto a velocidade do 
objeto quanto sua diregáo de movimento em um instante qualquer, e eles sabiam que 
a diregáo era tangente ao percurso do movimento. O conceito de um limite é funda- 
mental para determinar a velocidade de um objeto em movimento e a tangente de uma 
curva. Neste capítulo, desenvolveremos o conceito de limite, primeiro intuitivamente, 
e, depois, formalmente. Utilizaremos limites para descrever o modo como uma fungáo 
varia. Algumas funções variam continuamente; pequenas mudanças em x produzem 
apenas pequenas mudanças em fx). Outras funções podem possuir valores que saltam, 
variam erraticamente ou tendem a aumentar ou diminuir sem limitação. A noção de 
limite fornece uma maneira precisa de distinguir entre esses comportamentos. 


Taxas de variação e tangentes das curvas 


2.1 


O cálculo é uma ferramenta que nos ajuda a entender como as relações fun- 
cionais variam, tais como posição ou velocidade de um objeto em movimento em 
função do tempo, ou o coeficiente angular variável de uma curva sendo percorrida 
por um ponto. Nesta seção, apresentaremos as ideias de taxa de variação média e 
instantânea, e mostraremos que elas estão intimamente relacionadas ao coeficiente 
angular de uma curva em um ponto P da mesma. Desenvolveremos esses conceitos 
importantes de forma mais precisa no próximo capítulo, mas, por hora, utilizaremos 
uma abordagem informal, de modo que eles o guiarão naturalmente à ideia principal 
do capítulo, o limite. Você verá que os limites exercem um papel fundamental no 
cálculo e no estudo da variação. 


Velocidade média e instantânea 


BIOGRAFIA HISTÓRICA No final do século XVI, Galileu descobriu que um objeto sólido que entra em 
Galileu Galilei queda a partir do repouso (que não está em movimento) próximo à superfície da 
(1564-1642) Б Terra e é deixado cair livremente cairá uma distáncia proporcional ao quadrado do 


tempo em que estiver caindo. Esse tipo de movimento é chamado de queda livre. 
Supóe-se que a resisténcia do ar é insuficiente para retardar a queda do objeto, e que 
a gravidade é a única forga que atua sobre o objeto em queda. Se y indica a distáncia 
percorrida durante a queda em pés após / segundos, entáo a lei de Galileu é 


y=16£, 


onde 16 é a constante (aproximada) de proporcionalidade. (Se y for medido em 
metros, a constante será 4,9.) 

A velocidade média de um corpo em movimento durante um intervalo de tempo 
é determinada pela divisáo da distáncia percorrida pelo tempo transcorrido. A unidade 
de medida é a distáncia por unidade de tempo: quilómetros por hora, pés (ou metros) 
por segundo, ou o que quer que seja apropriado para o problema em questáo. 
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EXEMPLO 1 Uma rocha se desprende do alto de um penhasco. Qual sua veloci- 
dade média 


(a) durante os primeiros 2 segundos de queda? 
(b) durante o intervalo de 1 segundo entre o segundo 1 e o segundo 2? 


Solucáo А velocidade média da rocha durante um determinado intervalo de tempo 
é a variação da distância, Ay, dividida pela duração do intervalo de tempo, Ar. (In- 
crementos como Ay e А/ seráo revisados no Apéndice 3.) Ao medirmos a distáncia 
em pés e o tempo em segundos, teremos os seguintes cálculos: 


Ay _ 16(22 — 16(0? 


a ‚М = 39 Pés 

(a) Para os primeiros 2 s: А? 2-0 32% 
Ay 1628-1617 рь 

(b) Do segundo 1 ao 2: At 2-1 48% 


Queremos uma maneira de determinar a velocidade de um objeto em queda em um 
único instante г, em vez de utilizar sua velocidade média durante um intervalo de tempo. 
Para isso, examinemos o que ocorre quando calculamos a velocidade média durante 
intervalos de tempo cada vez menores, iniciando em /,. O próximo exemplo ilustra esse 
processo. Nossa discussáo, aqui, é informal, mas será mais precisa no Capítulo 3. 


EXEMPLO 2 Determine a velocidade da rocha em queda no Exemplo 1 em г = 1 
et-2s. 


Solucáo Podemos calcular a velocidade média da rocha em um intervalo de tempo 
р to + h], com comprimento Ar = h, como 


Ay _ 16(t0 + hy — 16%? 

Ar h : 0) 
Nào podemos utilizar essa fórmula para calcular a velocidade “instantánea” no mo- 
mento /, exato simplesmente substituindo л = 0, porque nào podemos dividir por 
0. Mas podemos utilizá-la para calcular velocidades médias durante intervalos de 
tempo cada vez menores, iniciando em f, = 1 e t, = 2. Quando fazemos isso, verifi- 
camos um padráo (Tabela 2.1). 


TABELA 2.1 Velocidades médias durante curtos intervalos de tempo |, t, + h] 
j 2 2 
Velocidade média: Ay = ló(to + h) 16% 
At h 

Duração do Velocidade média durante o Velocidade média durante 
intervalo intervalo de comprimento o intervalo de comprimento 
de tempo ñ h iniciando em t, = 1 h iniciando em / = 2 
1 48 80 
0,1 33,6 65,6 
0,01 32,16 64,16 
0,001 32,016 64,016 
0,0001 32,0016 64,0016 


A velocidade média nos intervalos iniciando em /, = 1 parece se aproximar de 
um valor limite de 32, conforme o comprimento do intervalo diminui. Isso sugere 
que a rocha está caindo a uma velocidade de 32 pés/s em 1, = 1 s. Confirmemos isso 
algebricamente. 
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Se definirmos 1, = 1, depois expandirmos o numerador na Equação 1 e simplificar- 
mos, determinaremos que 

Ay _ 16(1 + А)? — 16(1? _ 16(1 + 2h + А2) — 16 

At h h 


— 32h + 16h? 
h 


Para valores de h diferentes de 0, as expressões à direita e à esquerda são equiva- 
lentes, e a velocidade média é 32 + 16h pés/s. Agora podemos ver por que a velocida- 
de média possui o valor limite 32 + 16(0) = 32 pés/s à medida que / se aproxima de 0. 

Da mesma forma, ao definir „= 2 na Equação 1, o procedimento resulta em 


= 32 + 16h. 


ду = 64 + 16h 
Ar 


para valores de Л diferentes de 0. À medida que Л se aproxima cada vez mais de 0, a 
velocidade média possui o valor limite 64 pés/s quando 1, = 2 s, conforme sugerido 
pela Tabela 2.1. 


A velocidade média de um objeto em queda é um exemplo de uma ideia mais 
geral, que discutiremos a seguir. 


Taxas de variacáo média e retas secantes 


Dada uma função arbitrária y = f(x), calculamos a taxa de variação média de y com 
relação a x no intervalo | хү, x,] ao dividir a variação do valor de y, Ay = /(х,) — Ax), pelo 
comprimento Ax = х, — x, = h do intervalo ao longo do qual a variação ocorre. (Utiliza- 
remos o símbolo Л para Ах para simplificar a notagáo aqui e mais adiante.) 


`< 


t у=/о) DEFINIÇÃO А taxa de variação média de у = f(x) com relação a x ao longo 


do intervalo [x,, x,] é 


О(хэ,/(хэЭ) 


Ay _ fœ) — foi) for + h) — fai) 


Ax 0 = х 7 : 


һ + 0. 


Secante 


P6. fe) : "e š n = 
Ла Geometricamente, a taxa de variação de f по intervalo [x,, x,] ё o coeficiente 


- end angular da reta que passa pelos pontos P(x,, flx,)) e О(х„ /(х,)) (Figura 2.1). Em 

! geometria, uma reta que une dois pontos de uma curva é uma secante em relagáo 

D = : E >x à curva. Portanto, a taxa de variação média de f de x, a x, é idêntica ao coeficiente 

angular da secante РО. Consideremos o que ocorre à medida que o ponto Q se apro- 

FIGURA 2.1 Uma secante ao gráfico xima do ponto P ao longo da curva, de modo que o comprimento Л do intervalo ao 
y= f(x). Seu coeficiente angular ё Ay/Ax, longo do qual a variação ocorre se aproxima de zero. 

а taxa média de variação de fao longo do 

intervalo | хү, x,]. Definição do coeficiente angular de uma curva 


Sabemos o que se entende por coeficiente angular de uma reta, que nos mostra 

a taxa com que ela aumenta ou diminui — sua taxa de variação, conforme o gráfico 

P de uma função linear. Mas o que se entende por coeficiente angular de uma curva 

em um ponto P na curva? Se houvesse uma reta tangente à curva em P — uma reta 

que apenas toca a curva, como a tangente de um círculo — seria razoável identificar 

o coeficiente angular da tangente como o coeficiente angular da curva em P. Então, 
precisamos de um significado preciso para a tangente em um ponto na curva. 

Para os círculos, a tangência é simples. Uma reta L é tangente a um círculo em 
um ponto Р se L passa por P perpendicularmente ao raio em P (Figura 2.2). Essa 
reta apenas toca o círculo. Mas o que significa dizer que uma reta L é tangente a 
alguma outra curva C em um ponto P? 

Para definir a tangéncia para curvas em geral, precisamos de uma abordagem 
que leve em consideração o comportamento das secantes por P e pontos O, próxi- 
mos à medida que O se move em direção a P ao longo da curva (Figura 2.3). A ideia 
é a seguinte: 


FIGURA 2.2 L é tangente ao círculo em 
P se passa por P perpendicularmente ao 
raio OP. 
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1. Inicie com o que podemos calcular, a saber, o coeficiente angular da secante PO. 


2. Investigue o valor limite do coeficiente angular secante á medida que O se apro- 
xima de P ao longo da curva (esclareceremos a ideia de limite na próxima segáo). 


3. Se existir limite, suponha que ele seja o coeficiente angular da curva em P e 
defina a tangente á curva em P como a reta por P com esse coeficiente angular. 


Esse procedimento é o mesmo utilizado no problema da rocha que caía discutido 
no Exemplo 2. O próximo exemplo ilustra a ideia geométrica para a tangente de 
uma curva. 


Secantes 


Secantes 


FIGURA 2.3 А tangente à curva em P é a reta que atravessa P cujo coeficiente angular é o 
limite dos coeficientes angulares das secantes quando О-» Р de ambos os lados. 


EXEMPLO 3 Determine o coeficiente angular da parábola y — x? no ponto P(2, 4). 
Escreva uma equagáo para a tangente à parábola nesse ponto. 


Solução Começamos com uma reta secante que passa por P(2, 4) e OQ + h, (2 + h)?) 
próximo. Em seguida, escrevemos uma expressáo para o coeficiente angular da secante 
РО e investigamos o que acontece ao coeficiente angular à medida que О se aproxima 
de P ao longo da curva: 


Ay Q*hy-2 /2-4:44-4 


Coeficiente angular da secante — 
Ax h h 


Se h > 0, entáo O permanece acima e à direita de P, como mostra a Figura 2.4. Se 
Л < 0, então O permanece à esquerda de P (nào mostrado). Em ambos os casos, à 
medida que О se aproxima de P ao longo da curva, Л se aproxima a zero, e o coe- 
ficiente angular h + 4 se aproxima de 4. Tomamos 4 como o coeficiente angular da 
parábola em P. 


БЭ 


O coeficiente angular da parábola é 
(2+ 2 – 4 
h 


A 2 
y= z 


=h+4. 


QQ + h, (2 + hy) 


Coeficiente angular 
da tangente = 4 


0 2 2+h 


FORA DE ESCALA 


FIGURA 2.4 Determinação do coeficiente angular da parábola y = x? no ponto 
P(2, 4) como o limite de coeficientes angulares das secantes (Exemplo 3). 
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A tangente á parábola em P é a reta que passa por P com coeficiente angular 4: 
y —4- (x —2) Equação fundamental da reta 
y=4x-4. 


Taxas de variacáo instantáneas e retas tangentes 


As taxas em que a rocha no Exemplo 2 estava caindo nos instantes t= 1 e 1=2 
são chamadas taxas de variação instantâneas. As taxas instantáneas e os coefi- 
cientes angulares de retas tangentes estão intimamente ligados, como veremos, 
agora, nos exemplos a seguir. 


EXEMPLO 4 А Figura 2.5 mostra como uma população p de mosca-das-frutas 
(Drosophila) cresceu durante um experimento que durou 50 dias. O número de 
moscas foi contado a intervalos regulares, os valores obtidos foram representados 
em um gráfico com relação ao tempo /, e os pontos foram unidos por uma curva 
lisa (em azul, na Figura 2.5). Determine a taxa média de crescimento do dia 23 
ao dia 45. 


Solução Havia 150 moscas no dia 23 e 340 moscas no dia 45. Logo, o número de 
moscas cresceu em 340 — 150 = 190 em 45 — 23 =22 dias. A taxa média de variação 
da população do dia 23 ao dia 45 foi 


Ap _ 340 — 150 190 _ : 
АГ” 45-033 a” 8,6 moscas/dia. 


Таха de variagáo média: 


> Y 


0(45, 340) 
Ар-= 190 


ГЭВ» 8.6 mostas/dia 


P(23, 150) Аг 


Número de moscas 
t2 


0 10 20 30 40 50 
Tempo (dias) 


FIGURA 2.5 Crescimento de uma população de moscas-das-frutas em 
um experimento controlado. A taxa de variacào média ao longo de 22 
dias é o coeficiente angular Ap/Af da reta secante (Exemplo 4). 


Essa média é o coeficiente angular da secante que passa pelos pontos P e O no 
gráfico da Figura 2.5. 


A taxa de variagáo média do dia 23 ao dia 45 calculada no Exemplo 4 náo nos 
revela a rapidez com que a população variou no dia 23. Para descobrir essa infor- 
magáo, precisamos examinar intervalos de tempo mais próximos do dia em questáo. 


EXEMPLO 5 А qual velocidade o número de moscas na população do Exemplo 4 
estava crescendo no dia 23? 


Solução Para responder a essa pergunta, examinamos as taxas médias de variação 
em intervalos de tempo cada vez menores, iniciando no dia 23. Em termos geomé- 
tricos, determinamos essas taxas ao calcular os coeficientes angulares de secantes a 
partir de P a O para uma sequéncia de pontos O aproximando-se de P ao longo da 
curva (Figura 2.6). 
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Р 
^ — 
Coeficiente angular de PQ = Ap/At 355 В(35,350) / / / _ 
Q (moscas/dia) abd 10(45, 340) 
š | 
340 — 150 |. $ 250 | 
(45, 340) "45—093 ^ 8,6 Ё | 
330 — 150 P | 
40, 330 == — = 10,6 Ë 150 | 
( ) 40 — 23 É m | 
310 — 150 _ | 
(35,310) 735-23 ^ 13,3 50 | Le | 
(30, 265) 18-48 = 16,4 0 10 ^| 20 30 40 50 > 


A(14, 0) Tempo (dias) 


FIGURA 2.6 Аз posições e os coeficientes angulares de quatro secantes pelo ponto P no gráfico da mosca-das-frutas (Exemplo 5). 


Os valores na tabela mostram que os coeficientes angulares das secantes vào 
de 8,6 a 16,4 conforme a coordenada / do ponto О diminui de 45 para 30, e pode- 
ríamos esperar que os coeficientes angulares subissem ligeiramente conforme / 
prosseguisse em йїгесйо a 23. Geometricamente, as secantes giram em torno de P 
e parecem se aproximar da reta tangente azul na figura. Uma vez que a reta parece 
passar pelos pontos (14, 0) e (35, 350), ela possui coeficiente angular 


350 — 0... 16,7 moscas/dia (aproximadamente). 
35 — 14 
No dia 23, a população crescia a uma taxa de 16,7 moscas/dia. " 


As taxas instantáneas no Exemplo 2 foram determinadas como os valores das 
velocidades médias, ou taxas de variação média, conforme o intervalo de tempo de 
comprimento Л se aproximava de 0. Isto 6, a taxa instantánea ё o valor do qual a 
taxa média se aproxima conforme o comprimento h do intervalo em que a variação 
ocorre se aproxima de zero. A taxa de variagáo média corresponde ao coeficiente 
angular de uma reta secante; a taxa instantánea corresponde ao coeficiente angular 
da reta tangente conforme a variável independente se aproxima de um valor fixo. 
No Exemplo 2, a variável independente / se aproximou dos valores = | ег = 2. No 
Exemplo 3, a variável independente x se aproximou do valor x — 2. Desse modo, 
vemos que as taxas instantáneas e os coeficientes angulares das retas tangentes 
estào intimamente relacionados. Investigaremos essa conexào minuciosamente no 
próximo capítulo, mas, para isso, precisamos do conceito de /imite. 


Exercícios 2.1 


Таха de variacáo média 5. R(0) - V40 + 1; 10, 2] 


Nos Exercícios 1-6, 


nos intervalos dados. 


determine a taxa de variação média da função 6. Р(0) =0° — 40? + 50; [1,2] 
Coeficiente angular em um ponto de uma curva 


1, fo)-i +1 Nos Exercicios 7-14, utilize o método no Exemplo 3 para determinar 
a. [2,3] b. [71,1] (a) o coeficiente angular da curva no ponto P dado, e (b) uma equa- 
2. g(x) 2x3 gáo da reta tangente em P. 
a. [-1, 1] b. [2,0] 7. у=?—3, Р(2,1) 
3. h(t) = cotg t 8. y-5-x35  P(1,4) 
a. [7/4, 32/4] b. [7/6, 7/2] 9. y2x3)-2x-3, P(2,—3) 
4. g(t) =2 + cost 10. у=х?—4х, Р(1,-3) 


a. [0, 7] 


bo [57,2] H.y-3,  PQ.8) 
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12. 


y=2-%, 


P(1,1) 


13. y=x)— 12x, P(1,-11) 
14. у-х!-3х2-4, P(2,0) 


Taxas instantâneas de variação 


LER 


E. 


Velocidade de um carro А figura a seguir ilustra o gráfico 
da distância em função do tempo para carros esporte que ace- 
leram a partir do repouso. 

5 


A 
650 x 


Distáncia (m) 


10 15 
Tempo decorrido (s) 


a. Estime os coeficientes angulares das secantes РО,, PO,, 
РО, e РО,, arranjando-as em ordem em uma tabela como 
a da Figura 2.6. Quais as unidades apropriadas para esses 
coeficientes angulares? 


b. Em seguida, estime a velocidade do carro no tempo t = 20 s. 


. A figura a seguir mostra o gráfico da distáncia em fungáo do 


tempo da queda de um objeto que caiu do módulo lunar a uma 
distáncia de 80 m da superfície da Lua. 


a. Estime os coeficientes angulares das secantes РО), PO,, 
РО, e РО,, arranjando-os em uma tabela, como mostra a 
Figura 2.6. 


b. Qual a velocidade aproximada do objeto ao cair na superfície? 


y 


Distáncia de queda (m) 


Tempo decorrido (s) 


Os lucros de uma pequena empresa em cada um de seus cinco 
primeiros anos de operação são dados na tabela a seguir: 


Ano Lucro ($ 1000) 
2000 6 
2001 27 
2002 62 
2003 111 
2004 174 


a. Trace pontos que representem o lucro em fungáo do ano e 
os una com a curva mais lisa possível. 


Hs. 


(110 


20 


21 


b. Qual ба taxa média de crescimento dos lucros entre 2002 e 
2004? 


c. Utilize o gráfico para estimar a taxa em que os lucros varia- 
ram em 2002. 


Faça uma tabela de valores para a função F(x) = (x + 2)/(x — 2) 
nos pontos x = 1,2, х = 11/10, x = 101/100, x= 1001/1000, 
х = 10001/10000 e x = 1. 


a. Determine a taxa média de variação de F(x) nos intervalos 
[1, x] para cada x # 1 em sua tabela. 


b. Amplie a tabela, se necessário, para tentar determinar a 
taxa de variação de F(x) em x = 1. 


Seja g(x) = Vx para x = 0. 

a. Determine a taxa de variagáo média de g(x) com relagáo a 
x nos intervalos [1, 2], (1, 1,5] e [1, 1 + h]. 

b. Faga uma tabela de valores da taxa média de variagáo de g 
com relação a x no intervalo [1, 1 + À] para alguns valores 


de Л que se aproximem de zero, como h = 0,1, 0,01, 0,001, 
0,0001, 0,00001 e 0,000001. 


с. O que a sua tabela indica é a taxa de variagáo de g(x) com 

relagáo axemx= 1? 

Calcule o limite, quando / se aproxima de zero, da taxa de 

variação média de g(x) com relação a x no intervalo [1, 1 + A]. 

Seja ft) = 1/1 para t * 0. 

a. Determine a taxa de variação média de f com relação a / nos 
intervalos (i) de 1=2a1=3 е (ii) det-2a:- T. 

b. Faga uma tabela de valores da taxa média de variagáo de f 
com relação a / no intervalo [2, Т], para alguns valores de 7 
que se aproximem de 2, como 7 — 2,1; 2,01; 2,001; 2,0001; 
2,00001 e 2,000001. 


e. O que a sua tabela indica é a taxa média de variação de f 
com relação аг em 1= 2? 


d. Calcule o limite, quando T se aproxima de 2, da taxa média 
de variação de f com relação a t no intervalo de 2 a 7. Você 
precisará fazer alguns cálculos algébricos antes de substi- 
tuir 7— 2. 


O gráfico a seguir mostra a distáncia total s percorrida por um 
ciclista após 1 horas. 


Distáncia percorrida (milhas) 


>t 


0 1 2 3 4 
Tempo decorrido (h) 


a. Estime a velocidade média do ciclista nos intervalos de 
tempo [0; 1], [1; 2,5] e [2,5; 3,5]. 

b. Estime a velocidade instantánea do ciclista nos tempos 

1=1,1=2е1=3. 

Estime a velocidade máxima do ciclista е o tempo específi- 

co em que ela é alcançada. 
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22. O gráfico a seguir mostra a quantidade total de gasolina А no a. Estime a taxa média do consumo de gasolina nos intervalos 
tanque de combustível de um automóvel que rodou por / dias. 10, 3]. [0, 5] e [7, 10]. 


b. Estime a taxa instantánea de consumo de gasolina nos tem- 
роѕ /= 1,1=4ег= 8. 
с. Estime а taxa máxima de consumo de gasolina e о momen- 


Quantidade restante (galões) 


Tempo decorrido (dias) 


ENSAIO HISTÓRICO 


Limites Sy 


FIGURA 2.7 O gráfico de fé idéntico à 
reta y =x + 1, exceto em x= 1, em que f 
não é definida (Exemplo 1). 


Limite de uma função e leis do limite 


to específico em que isso ocorre. 


0 1234 5678 9 10 


Na Segáo 2.1, vimos que os limites surgem quando encontramos a taxa de 
variação instantánea de uma função ou a tangente de uma curva. Agora, introdu- 
ziremos uma definição informal de limite e mostraremos como podemos calcular 
os valores dos limites. Uma definição precisa será apresentada na próxima seção. 


Limites dos valores de uma função 


Ao estudar uma função y = f(x), frequentemente nos vemos interessados no 
comportamento da função próximo a um ponto específico хү, mas nào em x,. Pode 
ser esse o caso, por exemplo, se х, for um número irracional, como 7 ou Va, 
cujos valores podem ser apenas aproximados por números racionais “próximos” 
nos quais, na verdade, avaliamos a função. Outra situação ocorre quando, ao ten- 
tarmos avaliar uma fungáo em xç, chegamos à divisáo por zero, que é indefinida. 
Nós nos deparamos com essa última situação ao procurar a taxa de variação ins- 
tantánea em y ao considerar a fungáo quociente Ay/h para h cada vez mais próximo 
a zero. Segue um exemplo específico no qual exploramos numericamente como 
uma fungáo se comporta próximo a um ponto em particular no qual náo podemos 
avaliar diretamente a função. 


EXEMPLO 1 Como a função 


х2-1 
é 1 


f(x) = 


se comporta próximo a x = 1? 


Solução А fórmula apresentada define f para qualquer número real x, exceto x = 1 
(nào podemos dividir por zero). Para qualquer x 1, podemos simplificar a fórmula 
ao fatorar o numerador e cancelar fatores comuns: 


(х= DG +1) 
х-1 e 


f(x) = x+1 раа х #1. 


O gráfico de fé a reta y = x + 1 com o ponto (1, 2) removido. Esse ponto 
removido é mostrado como um “buraco” na Figura 2.7. Mesmo que /(1) náo seja 


definida, é óbvio que podemos deixar o valor de f(x) tdo próximo quanto quisermos 
de 2 ao escolher x próximo o suficiente de 1 (Tabela 2.2). 
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TABELA 2.2 Quanto mais x se aproxima de 1, mais perto f(x) = (4? — 1)/(х— 1) 
parece se aproximar de 2 


2 
Valores de x abaixo e acima del f(x) = а — 1 =x+ 1, xl 
0,9 1,9 

1,1 21 

0,99 1,99 

1,01 2,01 

0,999 1,999 

1,001 2,001 

0,999999 1,999999 

1,000001 2,000001 


Generalizemos agora a ideia ilustrada no Exemplo 1. 


Suponha que f(x) seja definida em um intervalo aberto em torno de х, exceto, pos- 
sivelmente, no próprio ху. Se f(x) está arbitrariamente próxima a L (tão próxima de 
L quanto queiramos) para todo x próximo o suficiente de хү, dizemos que f se apro- 
xima do limite L quando x se aproxima de x,, e escrevemos 

lim f(x) = L, 

X— Xo 
que lemos como “o limite de /(х) quando x tende a x, é L”. Por exemplo, no Exemplo 
1, poderíamos dizer que f(x) se aproxima do limite 2 quando x se aproxima de 1, e 
escrevemos 


Ё а 


lim Л) = 2, ou lim 1.9, 
Х-» 


x X1 


Essencialmente, a definigáo diz que os valores de f(x) estáo próximos do número L 
sempre que x estiver perto de x, (em qualquer lado de x). Essa definição é “infor- 
mal", porque frases como arbitrariamente próximo e suficientemente próximo sào 
imprecisas; seu significado depende do contexto (para um torneiro mecánico que 
fabrica um pistáo, próximo pode significar a alguns milésimos de polegada. Para 
um astrónomo que estuda galáxias distantes, próximo pode significar a alguns anos- 
-luz). Ainda assim, a definição é clara o suficiente para nos permitir reconhecer e 
avaliar limites de funções específicas. Precisaremos da definição precisa da Seção 
2.3, no entanto, quando passarmos para os teoremas sobre limites. Seguem mais 
alguns exemplos para explorar a ideia de limites. 


EXEMPLO 2 Este exemplo ilustra que o valor limite de uma função não depende 
de como a função é definida no ponto sendo aproximado. Considere as três funções 
na Figura 2.8. A função f possui limite 2, enquanto x — 1, mesmo se f não for de- 
finida em x = 1. 


y 


(9 go) =) 110" (c) по) 2x 4 1 
1, х= 1 


FIGURA 2.8 Os limites de fx), g(x) e h(x) são iguais a 2 quando х se aproxima de 1. No 
entanto, apenas h(x) possui o mesmo valor de fungáo que seu limite em x= 1 (Exemplo 2). 
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A função g possui limite 2 quando x — 1, mesmo se 2% g (1). A função Л é a única 
das três funções na Figura 2.8 cujo limite quando x — 1 é igual a seu valor em x = 
1. Para Л, temos lim, ,, h(x) = h(1). Essa igualdade de limite e valor de função é 


significativa, e voltaremos a tratar disso na Segáo 2.5. 


EXEMPLO 3 
(a) Se fé a função identidade /(х) = x, então, para qualquer valor de x, (Figura 2.9a), 
(a) Fungáo identidade m fe) = Яа Wi = Mis 
y 
1 (b) Se fé a função constante fx) = k (função com o valor k constante), então, para 
qualquer valor de х, (Figura 2.9b), 
k y=k lim f(x) = lim k= k. 
—F а: X— xo Х-» Хо 
I 
| Para exemplos de cada uma dessas regras, temos 
I 
1 >x lim x = 3 e lim (4) = lim(4) = 4. 
0 Xo x3 x>-7 x2 
(5) Pto consent Provaremos essas regras no Exemplo 3 da Segáo 2.3. ! 
FIGURA 2.9 Аз funções no Exemplo 3 Algumas maneiras em que os limites deixam de existir estáo ilustradas na Figu- 
possuem limites em todos os pontos x,. ra 2.10 e descritas no próximo exemplo. 


(a) Função escada U(x) de degrau unitário (b) g(x) (с) Дх) 


FIGURA 2.10... Nenhuma dessas funções possui um limite quando х se aproxima de 0 (Exemplo 4). 


EXEMPLO 4 Discuta o comportamento das seguintes funções quando x — 0. 


0, x«0 
(a) U(x) = D к= 

1 x*0 
(b) 60) = + Y i 

0, x=0 
Qof9-1^ 750 


sen 1, x>0 
Solução 
(a) Ela salta: a função escada de degrau unitário U(x) não possui limite quando х 


— 0 porque seu valor salta em x = 0. Para valores negativos de x arbitrariamente 
próximos а zero, U(x) = 0. Para valores positivos de x arbitrariamente próximos 
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a zero, U(x) = 1. Nào há um único valor L aproximado por U(x) quando x — 0 
(Figura 2.102). 


(b) Ela fica “grande” demais para ter um limite: g(x) nào possui limite quando x — 0 
porque os valores de g ficam arbitrariamente grandes em valor absoluto quando 
x — 0 e nào ficam próximos de nenhum nümero real fixo (Figura 2.10b). 


(c) Ela oscila demais para ter um limite: f(x) nào possui limite quando x — 0 
porque os valores da função oscilam entre +1 e —1 em todos intervalos abertos 
que contém 0. Os valores nào ficam próximos a nenhum nümero determinado 
quando x — 0 (Figura 2.10c). 


Leis do limite 

Ao discutir limites, às vezes utilizamos a notagáo x — x, se queremos enfatizar 
о ponto x, que é aproximado no processo de limite (geralmente para aumentar a 
clareza de uma discussáo ou exemplo em particular). Outras vezes, tais como nas 
afirmações dos teoremas a seguir, utilizamos a notação mais simples x > c ou x —^ 
а, о que evita o subscrito em ху. Em todos os casos, os símbolos Xo Cea se referem 
a um único ponto no eixo x que pode ou não pertencer ao domínio da função envol- 


vida. Para calcular limites de funções que são combinações aritméticas de funções 
que possuem limites conhecidos, podemos utilizar diversas regras simples. 


TEOREMA 1 — Leis do limite Se L, M, c e k são números reais e 


lim f(x) = L e lim g(x) = M, então 
х-»с xc 
1. Regra da soma: lim(f(x) + g(x) =L + M 
re 
2. Regra da diferenga: lim(f(x) = gx) =L- M 
X— с 
3. Regra da multiplicação — lim(k- f(x)) = k- L 
por constante: хәс 
4. Regra do produto: lim(f(x)*g(x)) = L: M 
X—c 
| "T „ ДО) E 
5. Regra do quociente: lim eio = м М #0 


6. Regra da potenciagáo: — lim[f(x)]" = І", n é um número 
NOME inteiro positivo 


7. Regra da raiz: lim V f(x) — ХТ = L^. n é um número 
Tre inteiro positivo 


(Se л for um número par, suporemos que lim f(x) = L > 0. 
xc 


Ou seja, a regra da soma diz que o limite de uma soma é a soma dos limites. Do mes- 
mo modo, as próximas regras dizem que o limite de uma diferença é a diferença dos 
limites; o limite de uma constante vezes uma função é a constante vezes o limite da 
função; o limite de um produto é o produto dos limites; o limite de um quociente é o 
quociente dos limites (contanto que o limite do denominador nào seja 0); o limite de 
uma potência (ou raiz) inteira de uma função é a potência (ou raiz) inteira do limite 
(contanto que a raiz do limite seja um número real). 

É razoável que as propriedades do Teorema 1 sejam verdadeiras (embora esses 
argumentos intuitivos não constituam provas). Se x estiver próximo o suficiente de 
с, então f(x) está próximo a L e g(x) está próximo a M, a partir de nossa definição 
informal de limite. É razoável, então, que f(x) + g(x) esteja próximo a L + M; f(x) — 
g(x) esteja próximo a L — М; kftx) esteja próximo a KL; f(x)g(x) esteja próximo a LM; 
e flx)/g(x) esteja próximo a L/M, se M não for zero. Provamos a regra da soma na 
Seção 2.3, com base em uma definição precisa de limite. As Regras 2-5 estão pro- 
vadas no Apêndice 4. A Regra 6 é obtida ao aplicarmos a Regra 4 repetidamente. A 
Regra 7 é provada em textos mais avançados. As regras da soma, da diferença e do 
produto podem ser estendidas a qualquer número de funções, e não apenas a duas. 
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EXEMPLO 5 Utilize as observações lim, |. k = k e lim, x = c (Exemplo 3) e as 
propriedades dos limites para determinar os limites a seguir. 


4 2_ 
w абаа зу 0) mt má lim Wax? — 3 
х-»- 


хәс хәс х? +5 
Solução 
(a) lim(x + 4x? — 3) = lim x? + lim 4x? — lim 3 Regras da soma e da diferença 
xc хс xc xc 
=c + 4с? – 3 Regras da potenciação e da 
. multiplicação 
4 2 lim(x^ + x? — 1) 
"M ud 1 xc " 
(b) lim 2 = = 2 Regra do quociente 
xc x2+5 lim(x^ + 5) 
хс 
lim x! + lim x? — lim 1 
= E n Vm - шин Regras da soma e da diferenga 
lim x^ + lim 5 
P nd xc 
сс -1 яд — 
= FITO Fr egra da potenciação ou 
produto 
(с) lim V/A -3= V lim (4x? - 3) Regra da raiz com n = 2 
X-—-—. x>. 
= V lim 4x? — lim 3 Regra da diferença 
x-2 х-»-2 
= V4(-2) – 3 Regras do produto e da 


multiplicação 
= VI16-3 
= V13 а 


Duas consequéncias do Teorema 1 simplificam ainda mais a tarefa de calcular limi- 
tes de funções polinomiais e funções racionais. Para avaliar o limite de uma função 
polinomial quando x se aproxima de c, simplesmente substitua c por х na fórmula 
para a função. Para avaliar o limite de uma função racional quando x se aproxima de 
um ponto c em que o denominador não seja zero, substitua c por x na fórmula para 
a funçào (veja os Exemplos 5a e 5b). Exprimimos esses resultados, formalmente, 
como teoremas. 


TEOREMA 2 — Limites de polinômios Ѕе Р(х) =ах"+а, jx"! +ay então 


lim Р(х) = P(c) = aye" + ay-1c" ! + + + ao. 
X—c 


TEOREMA 3 — Limites das funcóes racionais 


Se Р(х) e Q(x) são polinômios e О(с) + 0, então 


Р(х) _ Plc) 


e QO) Ac) 


EXEMPLO 6 Os cálculos a seguir ilustram os Teoremas 2 e 3: 


. 44-32 (-1'+4-12-3_ 0 
lim E = 


=0 
x>- x+5 (ID? +5 6 
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| Identificacáo de fatores comuns 
Pode-se demonstrar que se Q(x) é um 
polinómio e Q(c) — 0, entào, (x — c) é um 
fator de Q(x). Logo, se o numerador e o 
denominador de uma fungáo racional de 
х forem ambos zero em x = c, eles teráo 
(x — c) como fator comum. 


FIGURA 2.11 О gráfico de f(x) = (x? + x 
— 2)/(X? — x) no item (a) é igual ao gráfico 
de g(x) = (x + 2)/x no item (b), exceto em 
x= 1, em que fé indefinida. As fungóes 
possuem o mesmo limite quando x — 1 
(Exemplo 7). 


Eliminacáo algébrica de denominadores nulos 


O Teorema 3 se aplica somente se o denominador da função racional nào for 
igual a zero no ponto limite c. Se o denominador for zero, ao cancelar fatores co- 
muns no numerador e no denominador, podemos reduzir a fragáo a uma cujo de- 
nominador náo seja mais igual a zero em c. Se isso ocorrer, podemos determinar o 
limite por substituigào na fragáo simplificada. 


EXEMPLO 7 Avalie 


Solução Não podemos substituir x = 1 porque isso resulta em um denominador 
zero. Testamos o numerador para verificar se ele também é zero em x = 1. Desse 
modo, ele tem um fator de (x — 1) em comum com o denominador. O cancela- 
mento de (x — 1) resulta em uma fragáo simplificada com o mesmo valor que a 
original para x # 1: 

xi-x-2 ((x-0D&*x*2) х-2 


x-x x= 1) * 


л sex l. 


Ao utilizar a fragáo simplificada, determinamos o limite desses valores quando 
x— | por substituição: 
. x+x—2 42 _ 1 tD 
lim 2 
Х-»1 x — x x1 


Veja a Figura 2.11. 


Utilizacáo de calculadoras e computadores para estimar limites 


Quando nào podemos usar a regra do quociente no Teorema 1 porque o limite 
do denominador é zero, podemos tentar utilizar uma calculadora ou um computador 
para adivinhar o limite numericamente quando x se aproxima de c. Utilizamos essa 
abordagem no Exemplo 1, mas calculadoras e computadores podem, às vezes, dar 
falsos resultados e impressóes erróneas para fungóes que nào 840 definidas em um 
ponto ou que nào possuem limite nesse ponto, como ilustramos aqui. 

Vx? + 100 — 10 


EXEMPLO 8  Estime o valor de lim E 
x0 X 


Solucáo А Tabela 2.3 lista valores da fungáo para uma série de valores próximos 
de x = 0. Quando x se aproxima de 0 através dos valores +1, +0,5, +0,10 e +0,01, a 
funcào parece se aproximar do nümero 0,05. 

Ao passo que se supomos valores de x ainda menores, 40,0005, 40,0001, 
+0,00001 e 0,000001, a função parece se aproximar do valor 0. 

A resposta é 0,05 ou 0, ou algum outro valor? Resolveremos essa questáo no 
exemplo a seguir. 


TABELA2.3 Valores de f(x)= Ma^ 100-10 próximo a x — 0 no computador 
E: 


x Дх) 
+1 0,049876 
+0,5 0,049969 
” > а D 
+01 0.049999 se aproxima de 0,05? 
+0,01 0,050000 
+0,0005 0,050000 
+0,0001 0,000000 


i 2 
+0,00001 0,000000 se aproxima de 02 


+0,000001 0,000000 


FIGURA 2.12 O gráfico de fé imprensado 
entre os gráficos de g e h. 
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Utilizar um computador ou uma calculadora pode fornecer resultados ambí- 
guos, como ocorre no exemplo anterior. Nào podemos substituir x = 0 no proble- 
ma, e o numerador e o denominador náo possuem fatores comuns óbvios (como 
possuíam no Exemplo 7). Ás vezes, no entanto, podemos criar um fator comum 
algebricamente. 


EXEMPLO 9 Avalie 
Vx? + 100 — 10 


lim 
x0 x? 


Solucáo Esse é o limite que consideramos no Exemplo 8. Podemos criar um fator 
comum ao multiplicar tanto o numerador quanto o denominador pela expressáo ra- 


dical conjugada Vx? + 100 + 10 (obtida ao alterar o sinal após a raiz quadrada). 
A álgebra preliminar racionaliza o numerador: 


Vx? + 100 — 10 — Мх? + 100 — 10 Vx? + 100 + 10 
à à Vx? + 100 + 10 


x x 


x? + 100 — 100 


х (Nó? + 100 + 10) 


2 


X^ 
(Vi? + 100 + 10) 


Fator comum x? 


Cancelar x? para x #0 


_ 1 
VA? + 100 + 10 


Portanto, 
lim Vx? + 100 — 10 _ lim 1 
хәб x^ x20 Vx? + 100 + 10 


Denominador náo 0 em 
x=0; substituir 


21-22 
vo? + 100 + 10 


l 
20 = 0,05. 


Esse cálculo fornece a resposta correta, em contraste com os resultados ambí- 
guos fornecidos pelo computador no Exemplo 8. 


Мао é sempre que podemos resolver algebricamente o problema de determina- 
çào do limite de um quociente em que o denominador se torna zero. Em alguns ca- 
sos o limite pode, entào, ser determinado com a ajuda de alguma geometria aplicada 
ao problema (veja a prova do Teorema 7 na Segáo 2.4), ou por meio de métodos de 
cálculo (ilustrados na Segáo 7.5). O teorema a seguir também é útil. 


Teorema do confronto 


O teorema a seguir nos permite calcular uma variedade de limites. Ele é cha- 
mado de teorema do confronto porque se refere a uma funçào f cujos valores sáo 
“presos” entre os valores de duas outras funções g e h que possuem o mesmo limite 
L em um ponto с. Estando “aprisionados” entre os valores de duas funções que se 
aproximam de L, os valores de f também devem se aproximar de L (Figura 2.12). 
Vocé encontrará uma prova no Apéndice 4. 
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TEOREMA 4 — Teorema do confronto Suponha que g(x) = f(x) < h(x) para 
todo x em um intervalo aberto contendo c, exceto, possivelmente, no próprio 
х = с. Suponha também que 


lim g(x) = lim h(x) = L. 
X—C xc 


Então, lim, ,. f(x) = L. 


O teorema do confronto também é chamado de “teorema do aperto" ou “teorema 
do sanduíche". 
FIGURA 2.13 Qualquer função u(x) cujo — 


gráfico esteja na região entre у = 1 + (37/2) EXEMPLO 10 Uma vez que 
е у= 1 — (7/4) possui limite 1 quando 
x — 0 (Exemplo 10). 


lo 


2 
= ЭГ < u(x) < 1+ = para qualquer x % 0, 


determine lim, ,, u(x), por mais complicado que seja и. 


Solução Como 
lim(1 — (х?/4)) = 1 е lim(1 + (x2/2)) = 1, 


o teorema do confronto implica lim, uo ux) = 1 (Figura 2.13). 


EXEMPLO 11  O teorema do confronto nos ajuda a estabelecer importantes regras 
de limite: 


(a) ¿im seno -0 (9) Дт cos 0 = 1 
(c) Para qualquer função f, lim [foo] = 0 implica lim f(x) = 0. 
xe xc 


Solucáo 
(a) Na Seção 1.3, estabelecemos que —|Ө| = sen 0 = || para qualquer O (veja a 
Figura 2.14a). 
Uma vez que lim, ,, (—|Ө|) = lim, ,, 10] = 0, temos 


lim senó = 0. 
FIGURA 2.14 О teorema do confronto 
confirma os limites mostrados no 
Exemplo 11. 


(b) Da Seção 1.3, 0 = 1 — cos 0 = |0| para qualquer 0 (veja a Figura 2.14b), e temos 
lim, (1 — cos 0) = 0 ou 


lim соѕ0 = 1. 


(c) Uma vez que —J/(x)| = f(x) = |6) e -x)| e x)| possuem limite 0 quando x — с, 


ocorre que lim, , f(x) = 0. 


Outra propriedade importante dos limites é fornecida pelo teorema a seguir. 
Uma prova é dada na próxima seção. 


TEOREMA 5 бе f(x) g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo с, 
exceto possivelmente em x = c, e os limites de f e g existirem quando х se 
aproxima de c, entào 


lim f(x) = lim g(x). 
Х-»с хс 


A asserção resultante da substituição da desigualdade menor ou igual a (=) pela 
desigualdade estrita (<) no Teorema 5 é falsa. A Figura 2.14a mostra que para 0 + 
0, — |0| < sen 0 < |0|, mas no limite quando 0 — 0, a igualidade se aplica. 


Capítulo 2 Limites e continuidade 69 


Exercícios 2.2 


Limites a partir dos gráficos 


1. Para a função g(x) representada graficamente aqui, determine 
08 seguintes limites ou explique por que eles nào existem. 


a.lim g(x) b. lim g(x) c. lim g(x) d. lim g(x) 
x1 x2 x3 x2, 


Existéncia de limites 
Nos Exercícios 5 e 6, explique por que o limite nào existe. 
2. Para a função /(/) representada graficamente aqui, determine 5. lim i 6. lim XT 
6s seguintes limites ou explique por que eles nào existem. 
a. lim f(1) b. lim f(t) e. lim f) d. lim f(t) 7. Suponhamos que a função flx) seja definida para todo valor 
1-2 1—1 1>0 1-»-0,5 


real de х exceto para x = x,. О que pode ser dito sobre a exis- 
téncia de lim, о)? Justifique sua resposta. 


8. Suponhamos us a função f(x) seja definida para todo x em 
[-1, 1]. О que pode ser dito sobre a existência de lim, , f(x)? 
Justifique sua resposta. 

9. Se lim, ,, Ax) = 5, f deve ser definida em x = 1? Em caso 

afirmativo, deve ser /(1) = 5? Podemos concluir a/go sobre os 

valores de fem x = 1? Explique. 

Se (1) = 5, lim, , f(x) deve existir? Em caso afirmativo, deve 

ser lim, ,, f(x) = 5? Podemos concluir algo sobre lim, ,, f(x)? 


10. 


3. Quais das afirmações a seguir com relação à função y = f(x) Explique. 
representada graficamente aqui 880 verdadeiras? E quais sào Calculando limites 
falsas? 
a. lim f(x) existe. Determine os limites nos Exercícios 11-22. 
x : : ay 
b. lim 10) = 0 11. lim (2х + 5) 17. m, 3(2x — 1) 
с. lim fo) = 12. lim(—x? + 5x — 2) E ТЕЕ 62 — 
d. lim Ж) = " ncm M au d uL 
x . lim = _ 
e. lim /(х) = 0 1>6 19. Jim (5 = уу! 
E 2 14. lim (x? — 2x? + 4x + 8) EK 
f. dim f(x) existe em todo ponto x, em (-1, 1). Ere 20. lim (22 = en 
8. lim f(x) nào existe. 15. lim 5 +3 


lim ———— — — 


e» x + 6 21. 
i 150 dn *141 


16. lim 3s(2s — 1) 
s>2/3 


22. lim 
Л-»0 
Limites de quocientes 
Determine os limites nos Exercícios 23-42, 
=$ 0043042 
23. lim 
x55 x? — 25 %. го 2-1-2 
: : A : ХАА “NPP š x+ 3 Ё -2Х-04 
4. Quais das afirmações a seguir com relação à função у = f(x) 24. lim ——— 29. lim === 
representada graficamente aqui sáo verdadeiras? E quais sáo х--3х + 4x +3 x——2 x? + 2x? 
9 2 
gps _ 25. lim + x 10 48. fm 5y? + 8у2 
a. lim f(x) nào existe. х-»-5 х ` y—0 Зу? — 16y? 
b. lim х) = 2 2 — 
Хх) 26. lim 25 + 10 | 1- 1 
с. m f(x) não existe. x2 $= 31. lim "um 
А _ 3 
4. dm f(x) existe em todo ponto x, em (-1, 1). 27. lim! m. 2 1 | 1 ; 
e. Jim 70) ) existe em todo ponto xy em (1, 3). PH ql 32. lim + - 
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5 хер 36 ETE 

P d c 
но ыштет Pr 
36. lim TE үг 41. lim, E 5 = 
37. m5 ын hn TS 


Limites com funcóes trigonométricas 


Determine os limites nos Exercícios 43-50. 
i - 1+х+ 2 
43. lim (2senx — 1) 47. E 
2 
44. lim sen 
ке анин 48. lim (+ — 00 — cosx) 
P dá 


lim Vx + 4cos (x + 7) 


x>o-T 


50. lim М7 + sec? x 


x> 


45. lim secx 
x0 49. 


46. lim t 
5 i we 


Utilizando regras de limites 


51. Suponha que lim, ,, f(x) = 1 e lim, (х) = —5. Especifique 
quais regras do Teorema 1 sáo utilizadas para efetuar as etapas 
a, b e c do cálculo a seguir. 


I= Д SEAN 


S (ЛО) + TRE dim (О) + 722 = 
lim 2f(x) — lim g(x) 
x0 x0 
(lim (Ло) + 7))?З ш 
x0 I 
2 lim f(x) = lim g(x) 
(с) 


i + li 2/3 
(im, fe) + Ji 7) 


QD = (5) 7 


(1+7 4 


52. Suponha que lim, ,, (х) = 5, lim, ,, p(x) = 1 elim, ,, r(x) = 
2. Especifique quais regras do Teorema 1 840 utilizadas para 


efetuar as etapas a, b e c do cálculo a seguir. 


12777 Jim VSh(x) 


Im A — ri) tim (00004 — r6) e 
^ / lim 5h(x) 
= — zal (b) 
(tim pG9)(tim (4 — r69)) 
A /5 lim h(x) 
- = (с) 


(ажо) &- Bn re 


У (5)(5) _ 5 


“04-27 2 


53. Suponha que lim, , f(x) =5 e lim g(x) =—2. Determine 
e. lim (f(x)  3g(x)) 
x— € 


a) 
d. mamas 


a. lim f(x)g(x) 


b. lim 2f(x)g(x) 


54. Suponha que lim, ,, f(x) = 0 e lim, ,, g(x) = 3. Determine 


а. lim (g(x) +3) с. Jim (g(x))° 
«щш ¿a 


55. Suponha que lim, ,, f(x) = 7 e lim, ,, g(x) =—3. Determine 


a. lim (f(x) * g(x)) c. lim 4g(x) 


b. lim f(x) (а) d. lim f(x)/g(x) 


56. Suponha que lim, , ; p(x)=4, lim, , мх) = Оет, , sx) 
= —3. Determine 
а. lim (р(х) + r(x) + s(x)) 
Хээ 


b. lim. p(x)*r(x) s(x) 
c. lim (—4p(x) + Sr(x))/s(x) 


Limites de taxas de variação média 


Devido a sua conexáo com retas secante, tangente e taxas instantá- 
neas, os limites da forma 


f(x + h) — f(x) 
т 


h—0 h 


ocorrem com frequéncia em cálculo. Nos Exercícios 57-62, avalie 
esse limite para os valores dados de x e a função f. 


57. Дх) 2x, x=1 

58. /х)-32, хэ-2 

59. fx)=3x-4, х=2 

60. /(х)-1/х, x--2 

61. f(x) = Vi, хэ7 

62. f(x) = V3x+ 1, x= O 


Utilizando o teorema do confronto 
63. Se V5 — 2x2 = f(x) < V5 — х? para -1 = x = 1, de- 
termine lim, f(x). 
64. Se 2 — 2 = g(x) = 2 cos x para qualquer x, determine lim, so gx). 
65. a. Pode-se demonstrar que as desigualdades 


1- 


valem para todos os valores de х próximos de zero. O que 
pode ser dito a respeito de 


ç xsenx 
lii —————1 
x>0 2 — 2cosx 


Justifique sua resposta. 

. Faça o gráfico de y = 1 — (2/6), y = (x sen x)/(2 — 2 cos x) 
е у= I juntos para 2 =< x = 2. Comente o comportamento 
dos gráficos quando x — 0. 


66. a. Suponha que as desigualdades 


E». 


1 x е 1 —cosx 21 


2 24 = 2 


valham para valores de x próximos a zero (e elas valem, 
como уосё verá na Seçào 10.9). O que dizer a respeito de 


Justifique suas respostas. 


Faça os gráficos das equações y = (1/2) — (x?/24), y = (1 — 
cos x)/x2 e y = 1/2 juntas para —2 € x = 2. 
Comente o comportamento dos gráficos quando x — 0. 


Estimativa de limites 


E Você achará útil utilizar uma calculadora gráfica para resolver os 
Exercícios 67-76. 


67. Suponha que f(x) = (х? — 9)/(х + 3). 


68. 


69 


70. 


a. Crie uma tabela de valores de / nos pontos x = —3,1; —3,01; 
3,001, e assim por diante, até onde sua calculadora permita. 
Em seguida, estime lim, , , f(x). A que estimativa você 
chega se, em vez disso, avaliar f em x = -2,9; -2,99; 
-2,999...? 

b. Apoie suas conclusóes no item (a) fazendo o gráfico de 
f próximo a x, = —3 e utilizando os comandos “Zoom” e 
“Trace” para estimar os valores de y no gráfico quando 
x—-3. 

c. Determine lim, , , f(x) algebricamente, como no Exemplo 7. 

Suponha que g(x) = (x? — 2)(x — V). 

a. Faça uma tabela de valores de g nos pontos x = 1,4; 1,41; 
1,414, e assim por diante, por sucessivas aproximações de- 
cimais de va. Estime lim, =, g(x). 

b. Apoie suas conclusóes no item (a) fazendo um gráfico de 
g próximo de xy = V 2 e utilizando os comandos “Zoom” 
e "Trace" para estimar os valores de y no gráfico quando 
x М2. 

c. Determine lim,-,y2 g(x) algebricamente. 

Seja G(x) = (x + 6)/(х?+ 4x — 12). 

a. Faça uma tabela dos valores de G em x = 5,9; —5,99; 
—5,999, e assim por diante. Em seguida, estime lim, , | 
G(x). A que estimativa vocé chega se, em vez disso, avaliar 
G em x — —6,1; —6,01; -6,001...? 

b. Apoie suas conclusóes no item (a) ao fazer o gráfico de G 
e utilizar os comandos “Zoom” e “Trace” para estimar os 
valores de y no gráfico quando x — —6. 

c. Determine lim, , С(х) algebricamente. 

Seja A(x) = (х2 – 2x — 3/(? — 4x + 3). 

a. Еаса uma tabela dos valores de Л em x = 2,9; 2,99; 2,999 
e assim por diante. Em seguida, estime lim, ; A(x). A que 
estimativa vocé chega se, em vez disso, avaliar // em x — 
3,1; 3,01; 3,001...? 

b. Apoie suas conclusóes no item (a) ao fazer o gráfico de h 
próximo a x, — 3 e utilizar os comandos "Zoom" e "Trace" 
para estimar os valores de y no gráfico quando x — 3. 


c. Determine lim, |, A(x) algebricamente. 


x3 


71. Seja f(x) = (х2 = Dbi — 1). 


72. 


73. 


74 


7S. 


76. 


71 
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a. Еаса tabelas de valores de f para os valores de x que se 
aproximam de x, = –1 por cima е por baixo. Em seguida, 
estime lim, , f(x). 

b. Fundamente suas conclusóes do item (a) esbogando um 
gráfico de f próximo de x, = —1 e usando os comandos 
“Zoom” e “Trace” para estimar os valores de y no gráfico 
quando x — —1. 


c. Determine lim, , , Ax) algebricamente. 


Seja F(x) = (x? + 3x + 2)/(2 - |х]). 

a. Faga uma tabela dos valores de F em valores de x que se 
aproximam de x, = —2 por cima e por baixo. Em seguida, 
estime lim, , F(x). 

b. Apoie suas conclusóes no item (a) ao fazer o gráfico de F 
próximo a x, = —2 e utilizar os comandos “Zoom” e “Trace” 
para estimar os valores de y no gráfico quando x — -2. 

c. Determine lim, , , 

Seja g(0) = (sen Ө)/Ө. 

a. Faca uma tabela dos valores de g em valores de 0 que se 
aproximam de 0, = 0 por cima e por baixo. Em seguida, 
estime lim, ,, (0). 

b. Apoie suas conclusóes no item (a) ao fazer o gráfico de g 
próximo a 0, = 0. 

Seja G(1) = (1 — cos 1/8. 

a. Faça uma tabela dos valores de G em valores de / que se 
aproximam de /, — 0 por cima e por baixo. Em seguida, 
estime lim, ,, (0. 

b. Apoie suas conclusóes no item (a) ao fazer o gráfico de G 
próximo a 1, = 0. 

Seja f(x) = x! -9, 

a. Еаса uma tabela dos valores de fem valores de x que se 
aproximam de x, = 1 por cima e por baixo; f parece ter 
um limite quando x — 1? Em caso afirmativo, qual é esse 
limite? Em caso negativo, por que nào? 

b. Apoie suas conclusões no item (a) ao fazer o gráfico de f 
próximo a x, — 1. 

Seja f(x) = (3* — 1)/х. 

a. Faga uma tabela dos valores de fem valores de x que se 
aproximam de x, — 0 por cima e por baixo; f parece ter 
um limite quando x — 0? Em caso afirmativo, qual é esse 
limite? Em caso negativo, por que nào? 


F(x) algebricamente. 


b. Apoie suas conclusóes no item (a) ao fazer o gráfico de f 
próximo a x, — 0. 


Teoria e exemplos 


77. 


78. 


79. 


80. 


Se х* = f(x) € x? para x em [—1, 1] ex? € f(x) = x* para x <—1 
ex > 1, em que pontos c você conhece automaticamente que 
lim, , f(x)? О que se pode dizer sobre o valor do limite nesses 
pontos? 


Suponha que g(x) < f(x) = h(x) para qualquer x 2, e suponha que 


lim g(x) = lim A(x) = —5. 

x2 x2 
Podemos concluir algo com relação aos valores de f; g e h em 
x = 2? E possível que f(2) = 0? E possível que lim, ,, f(x) = 0? 


Justifique suas respostas. 


2 10)-5 _ т 
5е іт = 1 determine lim Fx). 
Se lim fe = 1, determine 
"im K TE 
de aaa fe) AES 
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РА Si f(x) = 5 5,ёнофийн AO USO DO COMPUTADOR 
. a. Se lim — ——-— = 3, determine lim f(x). Ж 4 
хә? x—2 хә? Estimativas gráficas dos limites 
b. Se lim f(x) – 5 = 4 demas Nos Exercicios 85-90, utilize um sistema algébrico computacional 
hm X — 2 И x>2 7. para realizar as etapas a seguir: 
f(x) a. Trace a funçào próxima ao ponto xç que está sendo aproxi- 
82. Se lim — = 1, determine mado. 
х-0 x 4 
fx) b. A partir do tragado, estime o valor do limite. 
a. lim fe» b. lim — x* = 16 x2-9 
RA 00 85. lim "3-2 88. lim ————— — 
8з. a. Faça o gráfico de g(x) = x sen (1/x) para estimar lim, o x), шин =з Ae Y 
aproximando-se da origem quando necessário. 86. lim x-x-5x-3 89. lim ] = cosx 
b. Confirme sua estimativa no item (a) com uma prova. x>-1 (x + 1) x0 xsenx 
84. a. Faça o gráfico de h(x) =х” cos (1/3) para estimar lim, (x), NL ET 96. л 2x? 
aproximando-se da origem quando necessário. 87. lini === ` D 3 = 3cosx 
x0 


b. Confirme sua estimativa no item (a) com uma prova. 


Definição precisa de limite 


Agora voltaremos nossa atengáo para a definigáo precisa de limite. Substitui- 
remos expressóes vagas como “fica arbitrariamente próximo de" na definigáo in- 
formal por condições específicas que podem ser aplicadas a qualquer exemplo em 
particular. Com uma definigáo precisa, podemos provar as propriedades do limite 
fornecidas na segáo anterior e estabelecer muitos limites importantes. 

Para mostrar que o limite de Ax) quando x — x, é igual ao número L, precisa- 
mos mostrar que a distáncia entre /(х) e L pode ser “táo pequena quanto quisermos” 
se x for mantido “perto o suficiente” de x,. Vejamos o que isso exigiria se especifi- 
cássemos o tamanho do intervalo entre /(х) e L. 


EXEMPLO 1 Considere a função y = 2x — 1 próxima de x, = 4. Intuitivamente, pare- 
ce que y está próximo de 7 quando x está perto de 4, de modo que lim, ,, 2x — 1) = 7. 
No entanto, quào próximo x deve estar de x, = 4 para que y = 2x — 1 seja diferente de 


y=2x-1 
7 por, digamos, menos de 2 unidades? 
Limitante ior: a Я 
" = [3 ЕЕ Solução Pergunta-se: para quais valores de х temos |y — 7| < 2? Parar determinar а 
Рага 9 resposta, primeiro temos de expressar [у — 7| em termos de х: 
satisfazerd 7 [у= 7| 2 |(2х— 1) - 7| 2 2x - 8]. 
Isto 
3 Limitante inferior: A questáo, entáo, torna-se outra: que valores de x satisfazem a desigualdade 
y=5 |2x — 8| < 2? Para descobrir, resolvemos a desigualdade: 
: 2x-8|«2 
5 à 
255, -2«2x-8«2 
amt 6«2x « 10 
a isto 
3<x<s 
FIGURA 2.15 Ao mantermos x a 1 -1«х-4«1, 
unidade de x, = 4, mantemos y a 2 Ё 
unidades de y, = 7 (Exemplo 1). Ao mantermos x a menos de 1 unidade em torno de x, = 4, mantemos y a menos 
de 2 unidades em torno de y, = 7 (Figura 2.15). 4 


No exemplo anterior, determinamos o quáo perto x deve estar de um valor x, em 
particular para garantir que os valores f(x) de certa função fiquem em um dado inter- 
valo em torno de um valor limite L. Para mostrar que o limite de f(x) quando x — x, 
é, realmente, igual a L, precisamos ser capazes de mostrar que a distáncia entre f(x) e 
L pode ficar menor do que qualquer erro prescrito, náo importando o quáo pequeno 
ele seja, ao se manter x perto o suficiente de xç. 


Led 
9 fa) 
f(x) permanece 
L neste intervalo 
1 
Бер 
para qualquer х # xo 
neste intervalo 
— o—nA 
Em 
х 
х 
0 Хор-9 Xo хоё 


FIGURA 2.16 Como deveríamos definir 
ó > 0 de modo que, se mantivéssemos 

x dentro do intervalo (x, — ó, x, + 

ó), f(x) ficaria dentro do intervalo 


EP ERU 
10:2 + 5) 


E erp 


f(x) permanece 
L F fo) neste intervalo 


L- ed 
para qualquer x Хо 
neste intervalo 
5 5 
x 
+o >x 
ü - - 


Хр-9 x x +Ó 


FIGURA 2.17 А relação de ô e € na 
definiçào de limite. 


Capítulo2 Limites e continuidade 73 


Definicáo de limite 


Suponha que estejamos observando os valores de uma função f(x) quando х 
se aproxima de x, (sem se tornar o próprio valor de х,). Certamente queremos ser 
capazes de dizer que f(x) fica a um décimo de unidade de L, contanto que x fique a 
alguma distáncia б de x, (Figura 2.16). Mas isso por si já nào seria suficiente, uma 
vez que x continua tendendo а x,, o que impede que f(x) oscile no intervalo de L — 
(1/10) a L + (1/10) sem tender para L? 

Talvez nos seja dito que o erro nào pode ultrapassar 1/100 ou 1/1000 ou 
1/100.000. Em todos os casos, encontramos um novo intervalo ó em torno de x,, de 
modo que manter x dentro desses intervalos satisfaz a nova toleráncia de erro. E, em 
todos os casos, existe a possibilidade de que f(x) se afaste de L em algum momento. 

As figuras na página seguinte ilustram o problema. Vocé pode pensar nisso 
como uma disputa entre um cético e um estudioso. О cético apresenta desafios de є 
para provar que o limite nào existe ou, mais precisamente, há margem para düvidas. 
O estudioso responde a cada desafio com um intervalo ó em torno de хү, que man- 
tém os valores da função a menos de e de L. 

Como interromper essa série aparentemente infinita de desafios e respostas? 
Provando que, para cada toleráncia de erro e que o cético apresente, podemos deter- 
minar, calcular ou conjurar uma distáncia ó correspondente que mantém x “próximo 
o suficiente” de x, para manter f(x) dentro daquela tolerância de L (Figura 2.17). 
Isso nos leva à definigáo precisa de limite. 


DEFINIÇÃO Seja f(x) definida em um intervalo aberto em torno de xç, ex- 
ceto, possivelmente, no próprio x. Dizemos que o limite de f(x) quando x 
tende a x, é o número L, e escrevemos 


lim f(x) = L, 


хх) 
se, para cada número e > 0, existir um número correspondente ó > 0, de modo 
que, para qualquer valor de x, 


0<х—-ху<8 =» х) — L| < e. 


Uma maneira de pensar a respeito dessa definigáo 6 supor que estejamos fabri- 
cando um eixo de um gerador com uma toleráncia estrita. Podemos tentar conseguir 
um diámetro L, mas, como nada é perfeito, temos de nos satisfazer com um diáme- 
tro f(x) que fique entre L — e e L + e. O ó é a medida de quào precisa deve ser a nossa 
configuração de controle para x, para garantir esse grau de precisão no diámetro do 
eixo. Observe que, conforme a toleráncia a erros se torna menor, passamos a ter de 
ajustar б. Isto é, o valor de б, o quáo rígido nosso controle precisa ser, depende do 
valor de e, a toleráncia a erros. 


Exemplos: teste da definicáo 


A definição formal de limite nào nos diz como determinar o limite de uma 
função, mas nos permite verificar se um suposto limite está correto. Os exemplos a 
seguir mostram como a definigáo pode ser utilizada para verificar hipóteses de li- 
mite para funções específicas. No entanto, o real propósito da definição nào é fazer 
cálculos como esse, mas provar teoremas gerais de modo que o cálculo dos limites 
específicos possam ser simplificados. 


EXEMPLO 2 Mostre que 


lim (5x — 3) = 2. 
x1 


Solução Seja x} = 1, f(x) = 5x -3e L = 2 na definição de limite. Para qualquer e > 
0, precisamos determinar um ó > 0 apropriado para que, se x * 1 e x estiver a menos 
de ó de x, = 1, isto é, sempre que 


0clx-1|«6, 
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seja verdade que f(x) está a menos de e de L = 2, de modo que 
Ma) - 2| € e. 
Determinamos ó ao trabalhar de trás para frente a partir da inequação e: 
(5x 3) - 2| 2|5x - 5| <є 
Sh-1|<e 
lx - 1|< e/s. 
Desse modo, podemos tomar ó = e/5 (Figura 2.18). Se 0 < |x - 1| < 8 = є/5, então 
(5x — 3) - 2] = [5x - 5| = 5x - 1| € 5(є/5) = e, 


o que prova que lim, ,, (5x 3) = 2. 

O valor de ó = є/5 nào é o único valor que fará 0 < |x — 1| < ó implicar [5x — 5| 
< e. Qualquer ó positivo menor Гага o mesmo. A definigáo nào pede um ó positivo 
“melhor”, apenas um que funcione. 


FORA DE ESCALA 


FIGURA 2.18 Se flx)=5x-3, então 0 < x - 
1| € e/5 garante que |/(х) — 2| < e (Exemplo 2). 


x 


Xo — було Хо + було хо буо Хо + бїлоо 
O desafio: Resposta: Novo desafio: Resposta: 
Faça | f(x) - L| < e = Б [x = xo| < буд (um número) Faça |/(х)—1.] < e = io |x = xo| < io 
y 
A 
Novo desafio: Resposta: 
€= 1000 [х= хо] < 81/1000 


вВ--- 
12 
= 


Novo desafio: Resposta: Novo desafio: 
1 


€ = 100.000 [х= x] < 81100000 é mm 
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EXEMPLO 3 Prove os seguintes resultados apresentados graficamente na Seção 2.2. 


(a) lim x = xo (b) lim А = А (kconstante) 
х-эхо X—X0 
Solução 


(a) Seja є > 0 dado. Precisamos determinar ô > 0 de modo que para todo x 


O<|x—x|<ó implique |x—-xj|« e. 
A implicaçào será verdadeira se ó for igual a e ou a qualquer número positivo 
menor (Figura 2.19). Isso prova que lim, X = х. 


X—x0 


(b) Seja є > 0 dado. Precisamos determinar ó > 0 de modo que para todo x 


0 Xo — Ô xo Xp +8 
O<|e—x/|<ó implique |k-k|<e. 
FIGURA 2.19 Para a função f(x) = 
х, determinamos que 0 < |x ху < ó 
garantirá que |f(x) —x,| < e sempre que ó = 
є (Exemplo За). 


Uma vez que k — k = 0, podemos utilizar qualquer número positivo para ó, e a 
implicação será verdadeira (Figura 2.20). Isso prova que lim k=k. 


x—xo 


Determinacáo algébrica de deltas para epsilones dados 


Nos Exemplos 2 e 3, o intervalo dos valores em torno de x, para o qual fix) — L| era 
^ menor do que e era simétrico em relação a x,, e podemos presumir que ô tenha a metade 
do comprimento desse intervalo. Quando nào houver essa simetria, como costuma aconte- 
cer, podemos presumir que ó seja a distáncia de x, ao extremo mais próximo do intervalo. 


EXEMPLO 4 Para o limite lim,.,5 Vx — 1 = 2, determine um ó > 0 que sirva 
para e = 1. Ou seja, determine um ó > 0 de modo que, para qualquer х, 


0«|д-5«8 =>  (Ух-1-2|-«1. 


0 Хо-9 хо x96 


Solução Organizamos a busca em duas etapas, conforme discutido anteriormente. 
FIGURA 2.20 Рага a função f(x) = k, 1. Resolva a тедиасдо | Vx — 1 — 2| < 1 para determinar um intervalo con- 
determinamos que |/(х) — k| < e para tendo x, = 5 no qual a inequagáo valha para qualquer x # xp. 
qualquer ó positivo (Exemplo 3b). 
IVx-1-2l| «1 


=| WN4*—1-32€1 
3 3 1501-0153 


a ST TP PS 
2 * diii. 1<х-1<9 
FIGURA 2.21 Um intervalo aberto de 2.52 x 10 


raio 3 em torno de x, = 5 ficará dentro do 


intervalo aberto (2, 10). A inequaçào vale para todo x no intervalo aberto (2, 10), entáo, vale para todo 


x * 5 nesse intervalo, também. 
2. Determine um valor de ô> 0 para colocar o intervalo centrado 5-6 <х < 5 + 
8 (centrado em Xy = 5) dentro do intervalo (2, 10). А distância entre 5 e o extre- 
^ mo mais próximo de (2, 10) é 3 (Figura 2.21). Se tomarmos ó = 3 ou qualquer 
número positivo menor, então a inequação 0 < |x — 5| < ó colocará x, automati- 


camente, entre 2 e 10 para fazer| Vx — 1 — 2| < 1 (Figura 2.22): 
0«|x-5|«3 = |МУх-1-2|«1. 


Como determinar algebricamente um ó para dados f, L, x, e e > 0 


O processo de determinar um ô > 0 tal que para todo x 


0< |x-xj <ó — Кх) - L| < 


pode ser organizado em duas etapas: 


FORA DE ESCALA 1. Resolva a inequação |f(x) — L| < e para determinar um intervalo aberto (a, b) 
contendo x, no qual a inequação valha para todo x 7 xq. 
FIGURA 2.22 Função e intervalos по 


2. Determine um valor de 8 > 0 que coloque o intervalo aberto (x — ó, X + ó) 
Exemplo 4. 


centrado em x, dentro do intervalo (a, b). A inequaçào |/(x) — L| < e valerá 
para qualquer x 7 x, nesse intervalo de raio б. 
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EXEMPLO 5 Prove que lim, , fx) = 4 se 


х2, х + 2 
fœ) = ni x2. 


Solucáo Nossa tarefa é mostrar que, dado e > 0, existe um ó > 0, tal que, para todo x 
0«|lx-2| «6 =» ]fix) - 4| < e. 
1. Resolva a inequação |f(x) — 4| < є para determinar um intervalo aberto conten- 
do x, = 2 no qual a тедиасдо valha para todo x # ху. 


Para x * x, = 2, temos f(x) = x°, e a inequação a ser resolvida é |i — 4| < e: 


|x? -4| «e 
FIGURA 2.23 Intervalo contendo x = 2 de -e <x? -4< a 
modo que a função no Exemplo 5 satisfaça Aeee 
цанын Ма =.€ < |х] < VA + є Pressuponha є < 4; veja adiante. 
MA е zx ALE, Um intervalo aberto em torno de x, = 2 


que resolve a inequação. 


A inequação |flx) — 4| < € vale para qualquer x % 2 no intervalo aberto 


(Va — є, М4 + e ) (Figura 2.23). 


2. Determine um valor de 6 > 0 que coloque o intervalo centrado (2 — ô, 2 + 8б) 
dentro do intervalo (Va-e, V4+e). 
Tome ô igual à distância entre x, = 2 até o extremo mais próximo de 
(Va-e, V4+e) Em outras palavras, suponha que ó = min р Ve, M+e - 2, 
o mínimo (o menor) dos dois números 2 — VA4-e e V4 t e— 2.Se 8 possuir 
esse ou qualquer valor positivo menor, a inequagáo 0 < |x — 2| < ó colocará x auto- 
maticamente entre V4 — є e М4 + e para fazer |/(х) – 4| < e. Para todo x, 

0<х-2|<8 > fix) - 4| € e. 

Isso completa a prova para e < 4. 
Se є = 4, então presumimos que ó seja a distância de x, = 2 ao extremo mais 
próximo do intervalo (0, V4 + e) Em outras palavras, suponha que ó — min 
(2, V4 + e — 2) (veja a Figura 2.23). 


Utilização da definição para provar teoremas 


Normalmente, nào nos fundamentamos na definição formal de limite para veri- 
ficar limites específicos, tais como aqueles nos exemplos anteriores. Em vez disso, 
recorremos a teoremas gerais sobre limites, especialmente os teoremas da Segáo 
2.2. A definição é utilizada para provar esses teoremas (Apéndice 4). Como exem- 
plo, provamos a parte 1 do Teorema 1, a regra da soma. 


EXEMPLO 6 Dado que lim, , f(x) = L e lim, , g(x) = M, prove que 


lim (f(x) + g(x)) = L * M. 


Solução Seja e > 0 dado. Queremos determinar um número ó positivo de modo que 
para todo x 


0ck-c|c8 > И) + g0)- (L4 M) « e. 
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Ao reagrupar os termos, obtemos 
Desigualdade 
ЦОХ) + go) — (L + М) = (fx) — D) + (g(x) —M)| triangular: 
=) -Ц+ бәм. MS 
Uma vez que lim, f(x) = L, existe um número ó, > 0, de modo que рага todo x 
0<[х—с|< à, = |х) — L| < e/2. 


Do mesmo modo, uma vez que lim _,, g(x) = M, existe um número ó, > 0, de modo 
que para todo x 


0<|[|x-c|<ó, = lg(x) — M| < e/2. 
Seja ó = min (6,,6,), o menor de 8, e ó,. Se 0 < |x — c| < ô, então |x —c | < ô|, de 
modo que Jf(x) — L| < €/2, e |x — c| < 5,, e assim |g(x) — M| < €/2. Portanto 


Мо) + 9 — (L + M| < 2 + 2 = е. 
1880 mostra que lim , (f(x) + а(х) =L +M. 
A seguir, provaremos o Teorema 5 da Segáo 2.2. 


EXEMPLO 7 Dado que lim, Ax) = L e lim,_, g(x) = M, e que f(x) = g(x) para 
todo x em um intervalo aberto contendo с (exceto, possivelmente, o próprio с), 
prove que L = M. 


Solução Utilizamos o método da prova por contradição. Suponha, pelo contrário, 
que L > M. Entáo, pela propriedade do limite da diferenga no Teorema 1, 


lim (g(x) = fo) = M = L. 
Portanto, para todo e > 0, existe 9 > 0, de modo que 
|(g(x) — Ax) — (M — L)| < e sempre que 0 < |x — c| < ô. 


Uma vez que L — M > 0, por hipótese, tomamos e = L — M em particular, e temos 
um número ó > 0, de modo que 


KK(g(x) —f(x)) — (M — L)| < L — M sempre que 0 < [|x — c| < ó. 
Como a = |a| para qualquer número a, temos 

(g(x) — Д{х)) — (M — L) < L — M sempre que 0 < x — c| < ó 
o que pode ser simplificado para 


g(x) € f(x) sempre que 0 < |x — c| < ó. 


Mas isso contradiz f(x) < g(x). Logo, a desigualdade L > M deve ser falsa. Portanto, 
LxM. 


Exercícios 2.3 


Centrando intervalos em torno de um ponto а-1,5-7,х,-2 
a=-1/2,b=-1/2,x,=-3 
a=-—1/2;:b==1/2, x=-=312 
a=4/9,b=4/7, х= V2 


. а= 2,7591, b=3,2391, x, =3 


Nos Exercícios 1-6, esboce o intervalo (a, b) no eixo х com o ponto 
Ху dentro. Em seguida, determine um valor de 6 > 0, de modo que 
para todo x, 0 < |x -x| <8 = a< x< b. 


1. 8:-41,55:7,Ххү 5 


B» ROM 
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Determinação gráfica de deltas 


Nos Exercícios 7-14, utilize os gráficos para determinar um ó > 0 
e que para todo x 


0о<к-ху<8 = foy-L<e 


7. 10. 


Јо) = = 2Vx 


Gee ЈО) = 2x — 
===> x=5 
58 L=6 
є-02 
0 LAS de 
49 РА! 
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2,61 
FORA DE ESCALA 


8. 
y 
fo)=-3x+3 ! 
я 
1 = 7,5 
є = 0,5 
у= ES +3 
Wa 7,65 
eos. 75 
---]735 


! 
! 
! 
! 
! 
! 
! 


(3x3 0 
-3,1 -29 
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12. 
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13. 14. 


y 
A 


O у-н 
E 


х 
male 
1.99 
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Determinacáo algébrica de deltas 


Cada um dos Exercícios 15-30 dá uma função f(x) e números L, x, 
e € > 0. Em cada caso, determine um intervalo aberto em torno de 
x, em que a desigualdade |/(х) — L| < e seja verdadeira. Dé então um 
valor рага ó > 0 tal que, para todo x satisfazendo 0 < |x – x] < ó, a 
desigualdade |f(x) — L| < є seja verdadeira. 


15. fx) -xtl, L=5, x =4, є=0,01 
16. /х)--2х-2, L=—6, ху,--2, є=0,02 
17. f) Мх + 1, L=1, x0, e=0,1 


18. f(x) Vx, L-12, xXx =14, e=0,1 


19. Дх) = V19 — x, L=3, x =10, e-1 


20. f(x) = Мх — 7, x9723, є-1 
21. fix) = lx, L=1/4, x,=4, є=0,05 
22. fx) -3X, 1-3, x= V3, e-04 
23. Дх) = х2, L=4, x=2, є=0,5 
24. Дх) = Их, L=-1, ху--1, є=01 


25. Дх) = х2 – І=11, x74 e=1 
26. fix) =120/x, L=5, x =24, є-1 


27. Дх) = mx, m>0, L=2m, x=2, e=0,03 

28. fx) = тх, m>0, L=3m, xy =3, e=c>0 

29. fo)=mx+b, m>0, L=(m2)+b, x,-V2, e=c>0 
30. fx)=mx+b, m>0, L=m+b, х,-1, €=0,05 


Utilização da definição formal 


Cada um dos Exercícios 31-36 dá uma função fix), um ponto x, e 
um número positivo e. Determine L = ШШ. f(x). Em seguida, de- 


termine um número ó > 0 de modo que para ¡todo х 

0<k-x <8 = |()-411«є. 
31. fx)=3-2x, x =3, 
32. f(x) = мэн == 


33. f(x) = P-4 X972, є=0,05 


€ = 0,02 
€ — 0,03 


2 
34. уо) = EEES к =-5, є-005 


35. f(x) 155545 Mm 8005 
36. fix) = 4/х, ху-2, є=0,4 


Prove as afirmações de limite nos Exercícios 37-50. 

37. lim (9 =x)=5 39. lim Vx =5= 
x> x! 

40. lim V 4 =x=2 
x— 


38. іт (3х — 7) = 2 
x—3 


н _ _ х?, х #1 
41. lim fx)=1 se f(x) = M x21 


x4. x*-2 


42. lim, Хх) =4 se f(x) = { 


І, х= -2 
43. imisi A dm E = 
° x—+1 X e ENDE UP ы 
š X sb . x-1 
44. lim. = 3 46. lim —71 =2 
Р = _ 34 – 2х, x«l 
ба. Шш Йй x yG) = ls -4 &®1 
" _ _ J% x«0 
48. lim f(x) = 0 se f(x) = pa Hr 


49. lim хзеп + -0 
x0 K 
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Teoria e exemplos 


51. Defina o que significa dizer que lim g(x) = k. 
х-» 


52 


53. 


54. 


56. 


Prove que lim f(x) = L se, e somente se, Jim f(h * c) = L. 
xc нэх 


Afirmação incorreta sobre limites | Mostre, com um exem- 
plo, que a afirmagáo a seguir está incorreta. 
O número Z é o limite de f(x) quando x se aproxima de хү, 
se f(x) se aproxima de L quando x se aproxima de xç. 
Explique por que a fungáo em seu exemplo nào possui o valor 
dado de L como um limite quando x — xç. 


Outra afirmação incorreta sobre limites Mostre com um 
exemplo que a seguinte afirmação está incorreta. 

O número £ é o limite de f(x) à medida que x se aproxima de хү, se, 
dado qualquer є > 0, existe um valor de x para o qual fx) — L| < e. 


Explique por que a fungáo do seu exemplo náo tem o valor 
dado de L como um limite quando x — ху. 


Torneando cilindros para motores Antes de solicitar a 
fabricação de cilindros para motores com uma área de seção 
transversal de 9 pol?, vocé precisa saber o quanto de desvio 
pode aceitar em relagáo ao diámetro ideal do cilindro, que é 
de x, = 3,385 pol, e ter, ainda, a área diferindo no máximo 
0,01 pol? das 9 pol? exigidas. Para determinar isso, vocé faz А 
= т(х/2)? e procura o intervalo no qual tem de manter x para 
fazer |4 — 9| < 0,01. Que intervalo vocé encontra? 


Fabricação de resistores elétricos А lei de Ohm para circui- 
tos elétricos, como o mostrado na ilustracào a seguir, afirma 
que V = RI. Nessa equação, V é uma voltagem constante, / é a 
corrente em amperes e R é a resisténcia em ohms. Sua empresa 
recebeu pedidos de fornecimento de resistores para um circuito 
em que V será 120 volts e / deverá ser 5 + 0,1 A. Em que interva- 
lo R deve ficar para que / esteja a menos de 0,1 A do valor /, — 5? 


Quando o número L não é o limite de f(x) quando x — x,? 


Mostrando que L nào é um limite 


Podemos provar que 


lim... f(x) # L ao fornecer um e > 0 de modo que nào seja 


XX 


possível encontrar ô > 0 que satisfaça a condição 


para todo x, 0< |x-xj«8 = Iflxy)-L|<e. 


Conseguimos isso para o nosso candidato € ao mostrar que para 


саа 


a ó > 0 existe um valor de x tal que 


0 «€ x 2x € б e fix) - L| 2 e. 


y 


Nc Xo X96 


a um valor de x para o qual 
0«|х-х6| < ёе |5) - L| > e 
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А x; x<1 60. a. Para a funçào representada graficamente aqui, mostre que 
57. Seja f(x) = x L. a5. lim. , (80052. 
y b. Parece que lim, , , g(x) existe? Em caso afirmativo, qual o 
EL valor do limite? Em caso negativo, por que não? 
у=) 


» 
A 


a. Seja є = 1/2. Mostre que nenhum ó > 0 satisfaz a seguinte 
condigáo: 


Para todo x,0<|r-1|<8 = }{х)—2|< 1/2. 
Isto é, para cada ë > 0, mostre que há um valor de x tal que USO DO COMPUTADOR 


0<х—1|< бе |{х)- 2| = 1/2. Nos Exercícios 61-66, vocé aprofundará a exploragáo determinando 
Isso mostrará que lim, ,, f(x) #2. deltas graficamente. Utilize um SAC para executar as seguintes etapas: 
b. Mostre que lim, ,, f(x) * 1. a. Trace a função y = /(х) próximo ao ponto x, sendo aproxi- 
c. Mostre que lim, ,, f(x) * 1,5. mado. 
x x «2 b. Descubra o valor do limite L e, em seguida, avalie o limite 
58. Seja h(x) 2-43, х-2 simbolicamente para verificar se está correto. 

2, х>2. c. Utilizando o valor e = 0,2, faça o gráfico das retas y, = L — 

y € е y, =L + e juntos com a função de f próxima a x,. 
^ d. A partir de seu gráfico no item (c), estime um ó > 0 de 


modo que para todo x 
y = h(x) 
i 0<k-x <8 = |{х)у-Ш<є. 
Teste a sua estimativa traçando f, y, e y, no intervalo 0 < |x х, 
< ё. Para sua janela de inspeção, utilize x, —20 £ x S x) +20 e 
L—2e < у < L+2e. Se algum valor da função estiver fora do 
intervalo [L — e, L + €], sua escolha de ó foi alta demais. Tente 
novamente com uma estimativa menor. 
e. Repita os itens (c) e (d) sucessivamente para e = 0,1; 0,05 e 

0,001. 


_ t= 81 = 
Mostre que 61. f(x) = 35 w=3 
a. lim A(x) #4 5x3 + 9x? 
x>2 62. f(x) = — ———, %=0 
b. lim A(x) #3 2х5 + 3x? 
х | 
c. lim h(x) * 2 63. f(x) = ent Эр 
59. Para a função representada graficamente aqui, explique por que х(1 — cosx) 
a. lim f(x) #4 64. f(x) = > ЮР 0 
х 
b. lim f(x) # 4,8 Jı 
x3 _ Мх-1 _ 
с. lim 10) #3 65. f(x) =~ »=1 
х 
P 3x? — (7х + 1)Vx + 5 


66. /(х) = ‚ X971 


ж— 1 


2.4 


Limites laterais 


FIGURA 2.24 Limites à direita e à 
esquerda diferentes na origem. 


FIGURA2.26 lim V4 — x! = 0e 
х 
lim V4 — x? = 0 (Exemplo 1). 


х-»-27 
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Nesta segáo, estenderemos o conceito de limite para limites laterais, que sáo li- 
mites que existem quando x se aproxima do número c somente pela esquerda (onde 
х < с) ou pela direita (x > с). 


Limites laterais 


Para se ter um limite L quando x se aproxima de c, uma funçào f deve ser definida 
em ambos os lados de c, e seus valores f(x) devem se aproximar de L quando x se 
aproxima de c de cada lado. Por causa disso, limites comuns sáo chamados bilaterais. 

Se f nào tiver um limite bilateral em c, ainda pode ter um limite lateral, 1810 
é, um limite caso a aproximação ocorra apenas de um lado. E se aproximação for 
feita pelo lado direito, o limite será um limite а direita. Se for feita pelo lado es- 
querdo, será um limite а esquerda. 

A funçào f(x) = x/|x| (Figura 2.24) possui limite 1 quando х se aproxima de 0 
pela direita, e limite —1 quando x se aproxima de 0 pela esquerda. Uma vez que esses 
limites laterais nào sào iguais, nào existe um único número do qual f(x) se aproxime 
quando x se aproxima de 0. Logo, f(x) nào possui um limite (bilateral em 0). 

Intuitivamente, se f(x) é definida em um intervalo (c, b) onde c < b e fica arbi- 
trariamente próxima de L quando se aproxima de c dentro desse intervalo, então f 
possui limite lateral à direita em c. Escrevemos 


lim, f(x) = L. 


O símbolo “x — ct” significa que consideramos apenas valores de x maiores que c. 

De modo similar, se f(x) é definida em um intervalo (a, c), onde a < c e se f(x) 
fica arbitrariamente próxima de M, quando x se aproxima de c nesse intervalo, entào 
ftem limite lateral à esquerda M em c. Escrevemos 


lim f(x) = M. 


O símbolo “x — c ” significa que consideramos apenas valores de x menores 
que c. 

Essas definições informais de limites laterais estão ilustradas na Figura 2.25. 
Para a função f(x) = x/|x| na Figura 2.24, temos 


lim f(x) = 1 e lim f(x) = —1. 
x—0* x—0- 
y y 
L fe) Јо) M 
> x > X 
0] c — X 0| x — c 
(a) lim /0)-1, (b) lim Д) = М 
эе е 


FIGURA 2.25 (a) Limite à direita quando х se aproxima de c. (b) Limite à esquerda quando 
x se aproxima de c. 


EXEMPLO 1 О domínio de f(x) = М4 — x? é [-2, 2]; seu gráfico é o semicír- | 


culo que vemos na Figura 2.26. Temos 
tim, V4 -x = 0 е lim V4 = х? = 0. 
х-»- > 


A função não possui um limite à esquerda em x =—2 ou um limite à direita em 
х= 2. A função não possui limites bilaterais em —2 ou 2. 
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Limites laterais possuem todas as propriedades listadas no Teorema 1 na Segáo 
2.2. O limite lateral à direita da soma de duas funções é a soma de seus limites la- 
terais à direita, e assim por diante. Os teoremas para limites de funções polinomiais 
e racionais sáo válidos para ambos os limites laterais, assim como o teorema do 
confronto e o Teorema 5. Limites laterais estáo relacionados a limites da seguinte 
maneira: 


TEOREMA 6 Uma função f(x) possui um limite quando x se aproxima de c se, 
FIGURA 2.27 Gráfico da função do e somente se, possuir um limite lateral à esquerda e um limite lateral à direita 
Exemplo 2. е os dois limites laterais forem iguais: 


lim f(x) = €» — lim f) - L lim, f(x) = L. 


xc xc 


EXEMPLO 2 Para a funcáo representada graficamente na Figura 2.27, 


Етх- 0: lim__ f(x) =1, 
lim, A) e lim, ,, f(x) não existem. A função não é definida 
BRE 7 fo» à esquerda de x — 0. 
f(x) permanece Ет х= 1: lim, A, ainda que f(1) = 1, 
1 neste intervalo lim. ,,- f) = 1, 
lim, _, f(x) nào existe. Os limites à direita e à esquerda nào são 
L-e% iguais. 
para todo x + xo Ет х=2: анги Е E 
neste intervalo im, f(x) = 1, 
5 lim, |J f(x) = 1 ainda que 2) = 2. 
т Emx=3: lim f(x) = lim, ,4:/(x) = lim, f(x) = 43) = 2. 


E 9 Emx=4 lim, |, /(x) = 1 ainda que (4) 7 1, 
zo da $ lim, Ax) e lim, |, f(x) não existem. A função não é definida 
à direita de x = 4. 


FIGURA2.28 Intervalos associados com 
a definigáo de limite à direita. Em qualquer outro ponto de c em (0, 4], f(x) possui limite Ac). 


Definicóes precisas de limites laterais 


y A definigáo formal do limite na Segáo 2.3 é prontamente modificada para li- 


mites laterais. 
DEFINIÇÕES Dizemos que f(x) possui um limite à direita L em ху, € escre- 
vemos 
L+e+ 
$ f(x) š _ : w 
lim f(x) =L (vejaa Figura 2.28) 
f(x) permanece xx” 
L neste intervalo " TS & 
se para qualquer número є > 0 existir um número correspondente д > 0, de 
ГЭРЧ! modo que para todo х 
e Xy <x<x +0 = |fa)-L|<e. 
neste intervalo Dizemos que ftem um limite à esquerda L em x, e escrevemos 
a 
25 lim f(x) =L (veja a Figura 2.29) 
x X—x0 
——— — x : : Р : 
0 Xo — ô Xo se para todo número e > 0 existe um número correspondente ó > 0, de manei- 
ra que, para todos os valores de x, 
FIGURA 2.29 Intervalos associados com x= 8ё<х< х > 10):-41. 
a definigáo de limite а esquerda. 
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EXEMPLO 3 Prove que 
lim Vx = 0. 


x>0* 


Solução Seja e > 0 dado. Aqui, x, = 0 e L = 0, então, queremos determinar um ó > 
0 de modo que para qualquer x 


0«х«8 =  |Vr-0|<e, 


FIGURA 2.30 lim Vx = 0 по Exemplo 3. T 
хэд! 0<х<5 =  Vxr<e 
Se elevarmos ao quadrado ambos os lados dessa igualdade, teremos 
ie se 0O<x<8. 
Se escolhermos ô = e?, teremos 
0cx«ó-e = Му < є 3 
ou 
0O<x<e > | Vx - 0| < є. 
De acordo com a definição, isso mostra que limo Vx = 0 (Figura 2.30). А 


As funções examinadas até agora tiveram algum tipo de limite em cada ponto 
de interesse. Em geral, isso nào é necessário. 


EXEMPLO 4 Mostre que у = sen (1/x) nào possui limite quando x se aproxima de 
zero de ambos os lados (Figura 2.31). 


FIGURA 2.31 А função y = sen (1/х) nào apresenta limite 
nem à direita nem à esquerda quando x se aproxima de 
zero (Exemplo 4). O gráfico visto aqui omite valores muito 
próximos do eixo y. 


Solucáo Quando x se aproxima de zero, seu recíproco, 1/x, cresce sem limitagáo, e 
os valores de sen (1/x) se repetem ciclicamente de —1 a 1. Nào há nenhum número L 
do qual os valores da função ficam cada vez mais próximos quando x se aproxima 
de zero. Isso é válido mesmo quando restringimos x a valores positivos ou a valores 
negativos. A fungáo nào possui limite à direita ou à esquerda em x = 0. É 


Limites que envolvem (sen 0) / Ө 


Um fato importante sobre (sen 0)/0 é que, medido em radianos, seu limite é 1 
quando 0 — 0. Podemos ver isso na Figura 2.32 e confirmar algebricamente por 
meio do teorema do confronto. Уосё verá a importáncia desse limite na Seçào 3.5, 
em que serão estudadas as taxas de variação das funções trigonométricas. 
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FIGURA 2.33 Figura para a prova do 
Teorema 7. Por definição, 74/04 = tg Ө, 
mas ОА = 1, então ТА = tg Ө. 


| A média em radianos começa na Equação 
2: a área do setor ОАР é 0/2 somente se 0 
for medido em radianos. 


FORA DE ESCALA 


FIGURA 2.32 O gráfico de 10) = (sen 0)/0 sugere que os limites à 
direita e à esquerda quando 0 se aproxima de 0 são ambos 1. 


TEOREMA 7 


(0 em radianos) 


Prova О plano é mostrar que os limites à direita e à esquerda são ambos 1. Então, 
saberemos que o limite bilateral também 6 1. 

Para mostrar que o limite à direita é 1, comegamos com valores positivos de Ө 
menores que 7/2 (Figura 2.33). Observe que 


Área AOAP < área do setor ОАР < área AOAT. 


Podemos expressar essas áreas em termos de 0 da seguinte maneira: 


Área АОАР = base X altura — 5 (D seno) = 3 sen 0 
Área setor ОАР = 1,29 = 1 (10 = Š 
2 2 2 
Área АОАТ = 1 base X altura = 3 006 0) = lu 9. (2) 
Logo, 
1 1 1 
>senô < 20 < ztg0. 


2 2 2 


A ültima desigualdade segue da mesma forma se dividirmos os trés termos pelo 
número (1/2) sen 6, que é positivo, uma vez que 0 < 0 < 7/2: 


D gl 
ES send ш cos 07 


Tomando os recíprocos, a desigualdade é invertida: 


1» map > cos 0. 
0 
Uma vez que lim , ,,. cos 0 = 1 (Exemplo 11b, Seção 2.2), o teorema do confronto 


resultará em 


Lembre-se de que sen 0 e 0 são ambas funções impares (Seção 1.1). Portanto, 
KO) = (sen 0)/0 é uma função par, com um gráfico simétrico em relação ao eixo 
x (veja a Figura 2.32). Essa simetria implica que o limite à esquerda em 0 existe e 
possui o mesmo valor que o limite à direita: 


então, lim, , (sen 0)/0 = 1 pelo Teorema 6. 
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, б088:-1 _ . Sen2x 2. 

EXEMPLO 5 Mostre que (a) jim A =0 e (b) Шингэн = 5. 
Solucáo 
(a) Utilizando a fórmula do arco metade cos h = 1 — 2 sen? (4/2), calculamos 

. cosh—1 : 2 sen? (h/2) 

lim lim 

h—0 h h—0 h 

sen0 


II 


— lim — 8600 ;a 0 = h/ 
250 10 Faça 0 = h/2. 


Equação 1 e Exemplo 11а 
na Seção 2.2 


Ш 
| 
— 
= 
= 
= 
© 
= 
II 
° 


(b) A Equação 1 nào se aplica à fração original. Precisamos de 2x no denominador, e 
nào de 5x. Produzimos 2x ao multiplicar o numerador e o denominador por 2/5: 


lim 39025 = lim (2/5) + sen2x 

хәб ЭХ x0 (2/5):5x 
2-2 li sen 2x Agora a Equação 1 se 
Е шин aplica com 0 = 2x. 
2-2(үү-2 
"30-3 


EXEMPLO 6 Encontre lim шген 
tl 


Solução А partir da definição de tg ге sec 2t, temos 


im tgtsec2t _ 1, sent 1 1 
lim 3t 3 lim t cost cos2t 


1 1 Equação 1 e Exemplo 11Ь 
3000) > ký na Seção 2.2. 


II 


Exercícios 2.4 


Definicáo gráfica de limites 2. Quais das afirmações a seguir sobre a função y — f(x) represen- 
жиз " n _ tada no gráfico sào verdadeiras e quais sào falsas? 

1. Quais afirmações a seguir sobre a função y = f(x) representa- 
das no gráfico sào verdadeiras e quais sào falsas? 


a. dim, Хх) = 1 g. lim Ах) = 1 
b. lim f(x) = 0 h. lim Ја) =1 а. lim f)=1 d. lim f(x) = 2 

с. lim /(х)=1 i. lim fl) = 0 b. lim f(x) nào existe. е. lim, f(x) = 1 

4. lim fx) = dim, fx) 1. Jim 10) =2 с. = 16) = 2 | £ lim f(x) náo existe. 
е. Jim, f(x) existe. 3 lim fo ries, 8 lim, 10) = im. 1153) 


f. lim ў) = 0 L lim pcs h. lim f(x) existe para qualquer c no intervalo aberto (—1, 1). 
x—2* 


x0 
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i. lim f(x) existe para qualquer c no intervalo aberto (1, 3). 
xc 


i lim f(x) = 0 k. lim, f(x) nào existe. 
X— X=, 


SX SD 
3. Seja f(x) = 4 y 
> + 1, x22. 


a. Determine lim, fx) e lim, fx). 

b. Existe lim, ,, (x)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que nào? 

c. Determine lim, ,,- f(x) e lim, + fix). 

d. Existe lim, ,, fx)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que nào? 


Зе 252 
4. Seja f(x) = 4 2, х=? 

x 

> s 


a. Determine lim, _,,+ f(x), lim, ,,- Ax) e 2). 

b. Existe lim ,, lx)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que náo? 

c. Determine lim, , ,- f(x) e lim, , ,« f(x). 

. Existe lim, , , (x)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 


negativo, por que nào? 


0, x<0 
5. Seja f(x) = 1 


a 


a. Existe lim, fix)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que náo? 


b. Existe lim, fx)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que não? 
c. Existe lim, _ f(x)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que não? 
6. Seja g(x) = Мх зеп (1/х). 


Existe lim,__ y g(x)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 

negativo, por que náo? 

b. Existe lim, g(x)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que náo? 

c. Existe lim у g(x)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que náo? 

ESA х #1 

0, х= 1. 

b. Determine lim, ,,- f(x) e lim, + fix). 

Existe lim, ,, f(x)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 

negativo, por que nào? 


7. a. Faga o gráfico de f(x) = { 


e 


1—х?, xl 


8. a. Faça o gráfico de f(x) = u ээл 


b. Determine lim, , fx) e lim, ,,- f(x). 
c. Existe lim, ,, fx)? Em caso afirmativo, qual é? Em caso 
negativo, por que nào? 

Faga os gráficos das fungóes nos Exercicios 9 e 10. Em seguida, 
responda às questões. 

а. Qual é o domínio e a imagem de /? 

b. Em que pontos c, se houver, іт, f(x) existe? 

c. Em que pontos existe o limite à esquerda? 

d. Em que pontos existe o limite à direita? 


М1- х2, 0«х«1 


9. fx) = +1, 15: 522 

2. x72 

x, =1=х<0; ou 0<x=1 
10. fx) = +1, x=0 

0, x€-1 08591 


Determinacáo algébrica de limites laterais 


Determine os limites nos Exercícios 11-18. 


ж +2 В x-1 
H. 05 \x +l p. lim, х+2 


А х 2х + 5 
n. dim (AE) 


14. li 


a) Cr) 


Уй как+з-М% 


15. lim 
h=0* 
ын 2 
© e Мв — УМ + 11h + 6 
h=0 h 
i +3 uL li +3 + 2| 
17. а. im (х ua х+2 b. Jim, (х ) PES 
Мх (х = 1) Мх (х — 1) 
18. а. lim —— — b. lim l——— 
x—1* Ix mi 1| x1 Ix = 1| 


Utilize o gráfico da função maior inteiro y = | x |, Figura 1.10, na Se- 
ção 1.1, para ajudar a determinar os limites nos Exercícios 19 e 20. 


. lo] MEL 
19. a. lim. 9 b. im. 9 
20. а. ШШ -11)) b. Jim (1 = [2]) 


Utilizando dim => зеле = 1 


Determine os dis nos Exercícios 21-42. 


sen 1727) 


x? — x + senx 


: . dim? 
21. PE QM 20 30 Ба 2х 
I kt . l1-— соѕ0 
22. lim = (k constante) 31. ¿im sen 20 
. sen3y 32. lim 22-295 
23. У 4у x—0 sen23x 
1 — cost) 
sig ME ЭЭ. эн. 
2% M sen 3h 1=0 1 — cost 
. tg2x sen (sen h) 
EN d х 3⁄4 5 senh 
a 21 4 sen0 
26. lim 107 85; dm sen 20 
27. lim 29556 2x 36. lim sen 5х 
х-»0 CosÍx х-»0 sen4x 
28. lim бх (со. х)(соѕѕес 2x) 37. ¿im 0 cos 0 
md —! 


29. lim * + xcosx 38. 


lim sen cot 20 
x0 senx cosx 0-0 


Continuidade 


"Ж. 
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39. lim 123%. 41. lim — 0 _ 
x—0 sen 8х 0—0 07 cotg 30 


sen Зу cotg 5y 0 cotg 40 
40. lim EEE 42. lim — SEE 


»—0  ycotg4y 0—0 sen? 0 cotg? 20 


Teoria e exemplos 


43. Uma vez que conheça lim, „+ f(x) e lim, fx) em um ponto 
interior do domínio de f, você poderá determinar lim, ,, f(x)? 
Justifique sua resposta. 


44. Se você sabe que lim, , Ax) existe, você pode determinar seu 


valor pelo cálculo de lim, + Ax)? Justifique sua resposta. 


45. Suponha que f seja uma função impar de x. Saber que 
lim, ог f(x) = 3 diz algo sobre lim, ,,- f(x)? Justifique sua 
resposta. 

46. Suponha que f seja uma função par de x. Saber que 
lim, ,,- f(x) = 7 diz algo sobre lim, , 5- f(x) ou lim, , 5. f(x)? 
Justifique sua resposta. 


Definicóes formais de limites laterais 


47. Dado e > 0, determine um intervalo / = (5, 5 + б), ó > 0, tal 
que se x estiver em /, então V x — 5 < e. Qual limite é veri- 
ficado e qual o seu valor? 


48. Dado e > 0, determine um intervalo / = (4 — ó, 4), ó > 0, tal 
que se x estiver em /, entào V4 — x < e. Qual limite é veri- 
ficado e qual o seu valor? 

Utilize as definigóes de limites à direita e à esquerda para provar os 
limites afirmados nos Exercícios 49 e 50. 
x é MB. 

49. lim — = –1 50. ¿lim = 1 
x>0 |x| 2 TEP] 2| 

51. Função maior inteiro Determine a) lim, o [x] e 
b) lim, 400" |x]; em seguida, utilize as definições de limite 
para verificar seus achados; e) com base em suas conclu- 
$бе$ nos itens (a) e (b), vocé pode dizer algo a respeito de 
lim, 40011? Justifique suas respostas. 


x? sen(1/x), x < 0 
52. Limites laterais Seja f(x) = | 
imites laterais Seja f(x) NA х> 0. 


Determine a) lim, ot Дх) eb) lim, 0 fix); em seguida, utilize 
as definigóes de limite para verificar seus achados; e) com 
base em suas conclusóes nos itens (a) e (b), vocé pode dizer 
algo a respeito de lim, ,, f(x)? Justifique suas respostas. 


Quando traçamos valores de funções gerados em um laboratório ou coletados em 
campo, com frequéncia unimos os pontos com curva nào interrompida para mostrar 
como seriam os valores da função nos momentos em que nào houve medição (Figura 
2.34). Ao fazer isso, supomos estar trabalhando com uma fungáo contínua, entào seus 
resultados variam continuamente mediante os valores de entrada e nào saltam de um 
valor para outro sem levar em conta os valores entre eles. O limite de uma função 
contínua quando x se aproxima de c pode ser determinado simplesmente pelo cálculo 
do valor da fungáo em c (vimos que isso também vale para polinómios no Teorema 2). 

Intuitivamente, qualquer função y = f(x) cujo gráfico possa ser esbogado sobre 
seu domínio em um movimento contínuo, sem levantar o lápis, ё um exemplo de 
função contínua. Nesta seção, investigaremos mais precisamente o que significa o 
fato de uma fungáo ser contínua. 
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Distância percorrida (m) 


Tempo transcorrido (s) 


FIGURA 2.34 Pontos conectados por uma 
curva não interrompida a partir dos dados 
experimentais Q,, O,, О}... de um objeto 
em queda. 


— N 
У 

I 

2 

+ 


FIGURA 2.35 Função é contínua em 
10, 4], excetoemx=1,x=2ex=4 
(Exemplo 1). 


Continuidade Continuidade 


àdireita bilateral Continuidade 
e à esquerda 


FIGURA 2.36 Continuidade nos pontos 
a,bec. 


Também estudaremos as propriedades das funções contínuas e veremos que 
muitos dos tipos de funções apresentadas na Seção 1.1 são contínuas. 


Continuidade em um ponto 


Para entender a continuidade, é útil considerar uma função como a da Figura 
2.35, cujos limites investigamos no Exemplo 2 na seção anterior. 


EXEMPLO 1 Determine os pontos em que a função f na Figura 2.35 é contínua e 
os pontos em que f não é contínua. 


Solução А função fé contínua em todos os pontos de seu domínio (0, 4], exceto em 
х= 1,х=2 ех = 4. Nesses pontos, há saltos no gráfico. Observe a relação entre о 


limite de fe o valor de fem cada ponto do domínio da função. 


Pontos em que fé contínua: 


Emx = 0, lim, f(x) = f(0). 
Emx = 3, lim f(x) = f(3). 


lim f(x) = f(c). 


X—c 


Em0 < c < 4,c * 1,2, 


Pontos em que f nào é contínua: 


Emx = 1, lim f(x) nào existe. 
x— 

Em x = 2, lim f(x) = 1, mas 1 7 f(2). 
х-»2 

Em x = 4, lim f(x) = 1, таѕ1  f(4). 
X> 


Emc < 0,c > 4, esses pontos não estão no domínio de f. 


Para definir a continuidade em um ponto do domínio de uma função, precisa- 
mos definir a continuidade em um ponto interior (que envolve um limite bilateral) e 
em um ponto extremo (que envolve um limite lateral) (Figura 2.36). 


DEFINIÇÃO 


Ponto interior: uma função y = fix) é contínua em um ponto interior с de 
seu domínio se 


lim f(x) = f(e). 
Х-»С 
Extremidade: uma função у = f(x) é contínua na extremidade esquerda a ou 


é contínua na extremidade direita b de seu domínio se 


lim, f(x) = f(a) ou lim f(x) = f(b), respectivamente. 


Se uma função f não for contínua em um ponto c dizemos que fé descontínua 
em c, e que c é um ponto de descontinuidade de f. Observe que c não precisa per- 
tencer ao domínio de f. 

Uma função f é contínua à direita em um ponto x = c em seu domínio se 
lim + f(x) = Ac). Ela é contínua à esquerda em c se lim ,-/(х) = fc). Assim, 
uma função será contínua em uma extremidade esquerda a de seu domínio se for 
contínua à direita em a, e contínua em uma extremidade direita b de seu domínio 
se for contínua à esquerda de b. Uma função é contínua em um ponto interior с de 
seu domínio se, e somente se, ela for contínua tanto à direita quanto à esquerda em 
c (Figura 2.36). 


FIGURA 2.37 Uma função que é contínua 
em todos os pontos de seu domínio 
(Exemplo 2). 


y = U(x) 


0 


FIGURA 2.38 Uma fungáo que possui 
uma descontinuidade de salto na origem 
(Exemplo 3). 


FIGURA 2.39 А função maior inteiro 

é contínua em todo ponto náo inteiro. É 
contínua á direita, mas náo á esquerda, em 
cada ponto inteiro (Exemplo 4). 
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EXEMPLO 2 A funcáo f(x) = V4 — x? é contínua em todos os pontos de seu 
domínio [-2, 2] (Figura 2.37), incluindo x = —2, onde fé contínua à direita, e x = 2, 
onde fé contínua à esquerda. 


EXEMPLO 3 A função escada de degrau unitário U(x), representada graficamente 
na Figura 2.38, é contínua à direita em x — 0, mas nào é contínua à esquerda e nem 
contínua em x — 0. Ela apresenta descontinuidade de salto em x — 0. 


Resumimos a continuidade em um ponto na forma de teste. 


Teste de continuidade 


Uma função f(x) é contínua em um ponto interior x = c de seu domínio se, e so- 
mente se, obedecer às três condições a seguir: 


1. fle) existir (c está no domínio de /). 
2. lim, , f(x) existir (f possui um limite quando x — c). 
3. lim, f(x) = ftc) (o limite é igual ao valor da função). 


Para a continuidade lateral e a continuidade em uma extremidade, os limites 
nas partes 2 e 3 do teste devem ser substituídos pelos limites laterais apropriados. 


EXEMPLO 4 А função у = |х | apresentada na Seção 1.1 é representada grafica- 
mente na Figura 2.39. E descontínua em todo inteiro, porque os limites à esquerda 
e à direita não são iguais quando x — n: 


lim [x] 2n— 1 е lim |x | = n. 
x—n x—n 
Uma vez que |” | = n, a função maior inteiro é contínua à direita de cada л inteiro 
(mas náo é contínua а esquerda). 
A fungáo maior inteiro é contínua em cada número real náo inteiro. Por exemplo, 
lim |x] = 1 = [1,5]. 


х-»1,5 


Em geral, se n -1 < c < n, n um inteiro, entào 


іт |х| 2n— 1 = [с]. 
xc 

A Figura 2.40 apresenta diversos tipos comuns de descontinuidade. A fungáo 
na Figura 2.40a é contínua em x = 0. A fungáo na Figura 2.40b seria contínua se 
tivesse /(0) = 1. A função na Figura 2.40c seria contínua se /(0) fosse 1 em vez de 2. 
As descontinuidades nas Figuras 2.40b e 2.40c são removíveis. Cada função possui 
um limite quando x — 0, e podemos remover a descontinuidade ao definir (0) igual 
a esse limite. 

As descontinuidades na Figura 2.404 até 2.40f são mais sérias: lim, ,, f(x) nào 
existe, e nào há maneira de melhorar a situagáo trocando fem 0. A fungáo escada 
na Figura 2.40d possui uma descontinuidade de salto: os limites laterais existem, 
mas possuem valores diferentes. A função f(x) = 1/x?, na Figura 2.40e, possui uma 
descontinuidade infinita. A função na Figura 2.40f possui uma descontinuidade 
oscilante: ela oscila demais para ter um limite quando x — 0. 


Funcóes contínuas 


Uma função é contínua em um intervalo se, e somente se, for contínua em 
cada ponto do intervalo. Por exemplo, a fungáo semicírculo representada grafica- 
mente na Figura 2.37 é contínua no intervalo [-2, 2], que é seu domínio. Uma fun- 
ção contínua é aquela que é contínua em cada ponto de seu domínio. Uma função 
contínua não precisa ser contínua em todos os intervalos. 
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FIGURA 2.41 А função y = 1/x é contínua 
em cada valor de x, exceto em x = 0. Ela 
apresenta um ponto de descontinuidade em 
x = 0 (Exemplo 5). 


FIGURA 2.40 А função em (a) é contínua em x = 0; as funções em (b) até (f) nào são. 


EXEMPLO 5 


(a) A função y = 1/x (Figura 2.41) é uma função contínua por ser contínua em cada 
ponto de seu domínio. Ela possui, no entanto, um ponto de descontinuidade em 
х = 0, porque não é definida nesse ponto; isto é, ela é descontínua em qualquer 
intervalo que contenha x = 0. 


(b) A função identidade /(х) =x e as funções constantes são contínuas em todos os 
pontos, de acordo com o Exemplo 3, Seção 2.3. 


Combinações algébricas de funções continuas são contínuas em qualquer lugar 
em que elas sejam definidas. 


TEOREMA 8 — Propriedades de funções contínuas Se as funções fe g são 


contínuas em x = c, então, as combinações a seguir são contínuas em x = c. 


1. Somas: /+е 

2. Diferengas: 7-8 

3. Multiplicação por constantes: k- f, para qualquer número k 

4. Produtos: fg 

5. Quocientes: fig, desde que g(c) + 0 

6. Potenciações: f”, sendo n um inteiro positivo 

7. Raizes: Vf, desde que seja definida em um 


intervalo aberto que contenha c, onde л 
seja um inteiro positivo 


A maioria dos resultados no Teorema 8 é provada pelas regras de limites no 
Teorema 1 da Segáo 2.2. Por exemplo, para provar a propriedade da soma, temos 


lim(f + gx) = lim(fG) + g(x)) 


lim f(x) + lim g(x), Regra da soma, Teorema 1 
XC xc 


I 


= Hc) + g(c) Continuidade de f, g em c 
= (f + go). 


Isso mostra que f+ g é contínua. 
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EXEMPLO 6 


(a) TodopolinómioP(x)=a,"+a, x” !+-+açé contínuo porque lim P(x) = P(c), 
de acordo com o Teorema 2 na Seção 2.2. ее 

(b) Se Р(х) e О(х) sáo polinómios, entáo a funçào racional Р(х)/О(х) é sempre 
contínua em todos os pontos em que é definida (O(c) # 0) de acordo com o 
Teorema 3 na Segáo 2.2. + 


EXEMPLO 7 А função Дх) = |x| é contínua em qualquer valor de x. Se x> 0, temos | 
Дх) = x, um polinômio. Se x < 0, temos f(x) = —, outro polinômio. Finalmente, па 
origem, lim, ,, x| = 0 = |0]. ! 


As funções y = sen x e y = cos x são contínuas em x = 0, de acordo com o Exem- 
plo 11 da Seção 2.2. Ambas as funções são, de fato, contínuas em qualquer ponto 
(veja o Exercício 70). O Teorema 8 implica que as seis funções trigonométricas são, 
entáo, contínuas em qualquer ponto em que forem definidas. Por exemplo, y = tg x 
é contínua em : · - U (—7/2, 7/2) О (7/2, 37/2) О... 


Funcóes inversas e continuidade 


A funçào inversa de qualquer fungáo contínua em um intervalo é contínua em 
todo o seu domínio. Esse resultado é sugerido pela observação de que o gráfico 
de f"!, sendo a reflexão do gráfico de f ao longo da reta у = x, nào pode conter 
quaisquer interrupções quando o gráfico de f nào possuir interrupções. Uma prova 
rigorosa de que f `! é contínua sempre que f for contínua em um intervalo é forne- 
cida em textos mais avançados. Isso implica que todas as funções trigonométricas 
inversas sáo contínuas em seus domínios. 

Definimos informalmente a fungáo exponencial y = a* na Segáo 1.5 por 
meio de seu gráfico. Lembre-se de que o gráfico foi obtido a partir do gráfico de 
y = а“ para um número racional x preenchendo os vazios nos pontos irracionais 
x, de modo que a fungáo x = a* foi definida como contínua ao longo de toda a 
reta real. A função inversa y = log x também é contínua. Em particular, a função 
exponencial natural y = e* e a função logaritmo natural y = In x são ambas contí- 
nuas em seus domínios. 


Compostas 


Todas as compostas de funções contínuas são contínuas. A ideia é que se f(x) 
é contínua em x= c e g(x) é contínua em x = fc), então g o fé contínua em x = c 
(Figura 2.42). Nesse caso, o limite quando x — c é g(f(c)). 


gef 


Contínua em c 


Contínua Contínua 


emc e emf(c) ` 
ё Жс) 5(0/0)) 


FIGURA 2.42 Compostas de funções contínuas são contínuas. 


TEOREMA 9 — Composta de funções contínuas Se fé contínua em ce g é 


contínua em /(с), então a composta g ° fé contínua em с. 
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Intuitivamente, o Teorema 9 e razoável porque se x está próximo de c, entào f(x) 
fica próximo de flc) e, como g é contínua em flc), segue-se que g(/(x)) fica próximo 
de g(f(c)). 

A continuidade das compostas vale para qualquer número finito de fungóes. О 
único requisito é que cada função seja contínua onde é aplicada. Para um resumo da 
prova do Teorema 9, veja o Exercício 6 do Apéndice 4. 


EXEMPLO 8 Mostre que as seguintes funções são contínuas em qualquer ponto de 
seus respectivos domínios. 


(а) у= М? -2x-5 (9 y = A 
бу у= х?В (d) y = | *senx 
ИКЕ: Y 2+2 
Solucáo 
y (a) A função raiz quadrada é contínua em (0, оо) porque é uma potência racional 


da função identidade contínua fx) = x (Parte 7, Teorema 8). A função dada é, 
então, a composta do polinômio f(x) = x? — 2x — 5 com a função raiz quadrada 
g(t) = Vt, e é contínua em seu domínio. 
(b) O numerador é a raiz cúbica do quadrado da função identidade; o denominador 
é um polinômio positivo em qualquer ponto. Portanto, o quociente é contínuo. 
(с) O quociente (x — 2)/(x? — 2) é contínuo para qualquer х = +V2, ea função é a 
composição desse quociente com a função valor absoluto contínua (Exemplo 7). 


(d) Como a função seno é contínua em qualquer ponto (Exercício 70), o termo 
numerador x sen x é o produto de funções contínuas, e o termo denominador 


FIGURA 2.43 O gráfico sugere que y = x? +2 é um polinômio positivo em qualquer ponto. A função dada é a composta 
(x sen х)/(х? + 2)] é contínua (Exemplo 8d). de um quociente de funções contínuas com a função valor absoluto contínua 
(Figura 2.43). h 


O Teorema 9 é, na verdade, a consequência de um resultado mais geral que 
estabeleceremos e provaremos a seguir. 


TEOREMA 10 — Limites de funções contínuas Se g é contínua no ponto b 
e lim. fx) = b, então 


lim, g(f(x)) = g(5) = g(lim, ,. f(x)). 


Prova Seja e > 0 dado. Como g é contínua em b, existe um número ó, > 0 tal que 
lg) – g(b)| < e sempre que 0<|-b|<ô,. 
Uma vez que lim, , f(x) = b, existe um б > 0 tal que 
М) -0< 5, sempre que 0<[х—с|< ô. 
Se considerarmos у = f(x), entáo temos que 


|у— b| € 8, sempre que 0<|x-c|< ô, 


o que implica, de acordo com a primeira afirmação, que |g(v) — g(b)| = |g(f(x)) — 
g(b)| < e sempre que 0 < |x — с| < ó. A partir da definigáo de limite, isso prova que 


lim, 8005) = g(b). 


| Аз vezes denotamos е“ por exp u 
quando u é uma expressão matemática 


complicada. 
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EXEMPLO 9 Como aplicação do Teorema 10, temos os seguintes cálculos. 


(a) lim cos e + sen (z + 9) = cos( lim 2x + lim sen e: ч 9) 
x—m/2 2 x—m/2 x—mí2 2 


= cos (т + sen27) = созт = —1. 
: 2 l=x ¿z . 1—х O arco seno 
(b) lim sen ! (1-5 = х) = sen”! (tim T х) ё contínuo. 
= A(r 1 Cancele o fator 
нь Биг I + x comum (1 — x). 
=senll=T 
2 6 
(e) lim Vx + 1 e!šx = lim Vx + 1-exp (im ex) A exponencial 
x0 x0 x0 é contínua. 
= 1:е0 = 1 


Extensáo contínua а ит ponto 


A função у = f(x) = (sen х)/х é contínua em qualquer ponto, exceto х = 0. Nesse 
ponto, ela é como a fungáo y = 1/x. Mas y = (sen x)/x é diferente de y = 1/x porque possui 
um limite finito quando x — 0 (Teorema 7). É possível, portanto, estender o domínio da 
função para incluir o ponto x = 0, de modo que a função estendida seja contínua em х = 0. 
Definimos uma função 


Fx) = E x= 0 


l; х= 
A fungáo F(x) é contínua em x = 0 porque 


Шинийн 0) 


x>0 


(Figura 2.44). 


FIGURA 2.44 О gráfico (a) de f(x) = (sen x)/x рага —7/2 = x = 7/2 não inclui o ponto 
(0, 1) porque a função nào é definida em x = 0. Podemos remover a descontinuidade do 
gráfico ao definir a nova função F(x) com F(0)= 1 e F(x) = f(x) em qualquer outro ponto. 
Observe que F(0) = lim, Ax). 


De modo mais geral, uma função (como uma função racional) pode ter um 
limite até mesmo em um ponto em que náo é definida. Se /(с) náo é definida, mas 
lim, , f(x) = L existe, podemos definir uma nova função F(x) pela regra 

f(x), se x estiver no domínio de f 
Е(х) = 
E, sex = с. 
A funçào F é contínua em x = с. É chamada de extensáo contínua de fem 


x = c. Para funções racionais f, as extensões contínuas são, geralmente, determi- 
nadas pelo cancelamento de fatores comuns. 
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FIGURA 2.45 (а) O gráfico de f(x) e (b) 
o gráfico de sua extensão contínua F(x) 
(Exemplo 10). 


EXEMPLO 10 Mostre que 


х2 +х- 6 
х2 – 4 


f(x) = „ хай 


роѕѕш uma extensáo contínua em х = 2, e determine a extensáo. 


Solução Embora (2) nào seja definida, se х # 2, temos 


fi 8-6. CAN иез 
x?—4 (x-2)(x*2) x+2 


A nova função 


x: + 3 
+2 


Е(х) = 


é igual a f(x) para x * 2, mas é contínua em x = 2, tendo ай o valor de 5/4. Logo, F 
é a extensáo contínua de fax=2, e 


O gráfico de fé mostrado na Figura 2.45. A extensáo contínua de F possui o mesmo 
gráfico, exceto pelo fato de que não possui um furo em (2, 5/4). Na prática, Fé a 
função f com seu ponto de descontinuidade em x = 2 removido. 


Teorema do valor intermediário para funções contínuas 


Funções contínuas em intervalos possuem propriedades que as tornam par- 
ticularmente úteis na matemática e suas aplicações. Uma delas é a propriedade 
do valor intermediário. Diz-se que uma função tem a propriedade do valor in- 
termediário se sempre que ela assumir dois valores também assumir todos os 
valores intermediários. 


TEOREMA 11 — Teorema do valor intermediário para funções contínuas 
Se fé uma função contínua em um intervalo fechado [a, b], e se y; é qualquer 
valor entre f(a) e f(b), então y, = f(c) para algum c em [a, b]. 


O Teorema 11 diz que funções contínuas nos intervalos fechados finitos têm a 
propriedade do valor intermediário. Geometricamente, o teorema do valor interme- 
diário diz que qualquer reta horizontal у = y, que cruza o eixo y entre os números 
Ka) e fb) cruzará a curva y = f(x) ao menos uma vez no intervalo [a, b]. 

A prova do teorema do valor intermediário depende da propriedade de com- 
pletude do sistema de números reais (Apêndice 6), e pode ser encontrada em textos 
mais avançados. 
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y A continuidade de f no intervalo é essencial ao Teorema 11. Se fé descontínua 
Ї mesmo em um único ponto do intervalo, a conclusáo do teorema pode falhar, como 
3r — — — —e ocorre no caso da função representada graficamente na Figura 2.46 (escolha y, 
como qualquer nümero entre 2 e 3). 


Uma consequéncia do esboco de gráficos: conexidade O Teorema 11 implica que 

o gráfico de uma função contínua em um intervalo nào pode ter nenhuma quebra 

nesse intervalo. O gráfico será conexo — uma curva ünica e nào quebrada. Ele 

nào possuirá saltos, como o gráfico da fungáo maior inteiro (Figura 2.39) ou ramos 
x separados, como o gráfico de 1/х (Figura 2.41). 


0 1 2 3 4 
Uma consequência para determinação de raízes Chamamos uma solução da 
FIGURA 2.46 А função equação f(x) = 0 de raiz da equação ou zero da função f. O teorema do valor inter- 
2r-2, 1<х<2 mediário nos diz que se / 6 contínua, então qualquer intervalo em que / muda de 
fa) = le 2=x=<4 sinal contém um zero da funçào. 


Em termos práticos, quando vemos o gráfico de uma funçào contínua cruzar o 
eixo horizontal na tela de um computador, sabemos que ela nào está pulando o eixo. 
Existe realmente um ponto em que o valor da funçào é zero. 


não assume todos os valores entre (1) = 0 
e /(4) = 3; ela nào assume nenhum valor 
entre 2 e 3. 


EXEMPLO 11 Mostre que há uma raiz da equação x? — x — 1 = 0 entre 1 e 2. 


Solução Seja flx)=xº —x— 1. Uma vez quef(1)21-1—1—-1«0e/2) 222-2 
—1= 5 > 0, vemos que y, = 0 é um valor entre f(1) e A2). Uma vez que fé contínua, 
o teorema do valor intermediário diz que existe um zero de f entre 1 e 2. A Figura 
2.47 mostra o resultado do “zoom” para localizar a raiz próxima a x = 1,32. 


5 1 


(b) 


0.02 0,003 


1,320 П 1 : 111,330 1,3240 1 1 1 1,3248 


-0.02 -0,003 
(с) (4) 


FIGURA 2.47 “Zoom” em um zero da função f(x) = x? — x — 1. O zero está próximo de x= 
1,3247 (Exemplo 11). 


EXEMPLO 12 Utilize o teorema do valor intermediário para provar que a equação 


М2х +5 = 4 – х? 


tem uma solução (Figura 2.48). 


Solução Reescrevemos a equação como 


FIGURA 2.48 As curvas y = V2x + 5 Мх + 5 + x? = 4, 


еу=4—х? têm o mesmo valor em x ^ c 
onde V2x + 5 = 4 — x? (Exemplo 12). e definimos f(x) = V2x + 5 + х2. Agora, g(x) = W2x + 5 é contínua no in- 
tervalo [-5/2, oo), uma vez que é composta da função raiz quadrada com a função 
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linear nào negativa у = 2x + 5. Então, fé a soma da função g e da função quadrática 
y=, e a função quadrática é contínua para todos os valores de x. Isso resulta em 
f(x) = V2x + 5 + x? ser contínua no intervalo [-5/2, оо). Por tentativa e erro, 
determinamos os valores f(0) — V5 = 2,24 e f(2) = М +4 = 7, e observe 
que f também é contínua no intervalo fechado infinito [0, 2] C [-5/2, oo). Uma vez 
que o valor y, = 4 está entre os números 2,24 e 7, de acordo com o teorema do valor 
intermediário, existe um número c e [0, 2], de modo que flc) = 4. Isto é, o número 
с resolve a equagáo original. 
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Continuidade a partir dos gráficos 


Nos Exercícios 1-4, diga se a fungáo representada graficamente é 
contínua em [-1, 3]. Em caso negativo, onde ela deixa de ser con- 
tínua e por qué? 

1, 3: 


>< 
< 


v=fa) 


у = h(x) 


»- 
< 


/(х) = 1, хэ 
—2x + 4, П 12 
0, 2 < x< 3 


representada graficamente na figura a seguir. 


у= f@) 
2 


у=х?—1 


Gráfico para os Exercícios 5-10. 


m 


a. Existe f(—1)? 
b. Existe lim, ¡+ (x)? 
c. Existe lim, ¡+ f(x) = 71)? 
d. fé contínua em x= —1? 
6. a. Existe (1)? 
b. Existe lim, |, f(x)? 
e. Existe іт, f(x) = (1)? 
d. fé contínua em x= 1? 
7. a. fé definida em x = 2? (Veja a definição de f.) 
b. fé contínua em x = 2? 
8. fé contínua em quais valores de x? 


9. Que valor deve ser atribuido a /(2) para tornar a função esten- 
dida contínua em x = 2? 


10. Para que novo valor (1) deve ser alterada para remover a des- 
continuidade? 


Aplicacáo do teste de continuidade 


Em que pontos as funções nos Exercícios 11 e 12 deixam de ser 
contínuas? Em que pontos, se houver, as descontinuidades 540 re- 
movíveis? E nào removíveis? Justifique suas respostas. 


11. Ехегсїсїо 1, Segáo 2.4 12. Exercício 2, Seção 2.4 


Em que pontos as funções nos Exercícios 13-30 são contínuas? 


13. у= —3x 21. у = cossec 2x 
š x22 
TX 
14. у= —1— +4 22. у= 7) 
(х +2) 
х +1 23. у= —tgx 
15. y 2 ——— — . 2 
3 х2-4-3 x +l 
4 
х+3 Nyx + 
y = AA 24. у= 
цаг x? — 3x — 10 I 1 + sen?x 
17. y=|x— Il+senx 25. у = Мх + 3 
la é E" 
18. у PES 2 26. y = V3x- 1 
19. у= eosa 27. у=(2х-1)!° 
=х+2 28. у= (2-х)! 
20. у = сеу ) ) 
х2-х- 
x*3 
29. g(x) = £=3 
5; x73 


E 

5 A хж2,хж-2 
30. f(x) = 3 "TD, 

4, x= —2 


Limites que envolvem funcóes trigonométricas 


Determine os limites nos Exercícios 31-38. As funções são contínuas 
no ponto sendo aproximado? 


31. lim sen(x — senx) 
x>T 


: т 
32. lim (2 cos (tg 0) 


33. lim sec (ysec? y — tg?y — 1) 


D es 


34 


lim tg (= со$ еа?) 


. T 
lim cos ( 


E.) 37. im „(же м) 
120 V 19 — 3 sec 2t 
36. lim V/cossec? x + 5 V3 tg x 38. lim cos”! (In Vx) 


x—1r/6 


35 


Extensóes contínuas 
39. Defina g(3) de maneira que estenda g(x) = (x? — 9)/(х — 3) para 
torná-la contínua em x= 3. 


Defina /(2) de maneira que estenda A(r) = (2 + 31 — 10)/(t 2) 
para ser contínua em / = 2. 


40 


41. Defina (1) de maneira que estenda fls) = (s? — 1)/(s? — 1) para 


ser contínua em s — 1. 
42 


Defina g(4) de maneira que estenda 
ga) = (х2 – 16)/G? — Зх — 4) 


para ser contínua em x — 4. 
43. Para qual valor de a 


Я 
wm= l 23 
№ = тий €i 
é contínua em qualquer х? 
44. Para qual valor de b 
Q) pa x < -2 
х) = 
s b x > —2 
é contínua em qualquer x? 
45. Para qual valor de a 
š 
а 2—20. < = 2, 
w- fi х<2 
é contínua para qualquer х? 
46. Para qual valor de b 
цөв b x< 0 
g(x) = +1 
x? +b, x>0 
é contínua para qualquer x? 
47. Para quais valores de a e b 
-2, PERI 
fo)=4ax—b, -1«х«1 
3. x= 1 


é contínua para qualquer x? 
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48. Para quais valores de a e b 


ax + 25, хэ0 
g(x) = xt3a-b, 0<x<2 
3x 5; x2 


ё contínua para qualquer x? 


лс, Exercícios 49-52, represente graficamente a funçào f para verifi- 


car se ela parece ter uma extensáo contínua na origem. Em caso afir- 
mativo, utilize os comandos “Trace” e “Zoom” para determinar um 
bom candidato para o valor da fungáo estendida em x=0. Se a fungáo 
náo parece ter uma extensáo contínua, ela pode ser estendida para ser 
contínua na origem á direita ou á esquerda? Em caso afirmativo, em 
sua opiniáo, qual deve ser o valor da fungáo estendida? 


49. f(x) = 101 s. f() = SEE 

|х| — 
50. у(х) = 71 52. Дх) = (1 +2х)!® 
Teoria e exemplos 


53. Sabe-se que uma função contínua y = f(x) é negativa em x = 0 
e positiva em x = 1. Por que a equação Ax) = 0 tem pelo menos 
uma solução entre x = 0 e x= 1? Exemplifique com um esboço. 


54. Explique por que a equação cos x = x possui pelo menos uma 


solugáo. 
55. Raízes de uma equação cúbica Mostre que a equação x° — 
15x + 1 = 0 possui três soluções no intervalo [- 4, 4]. 


56. Valor de uma função Mostre que uma função F(x) = (x – a)? 
- (x — b)? + x assume o valor (а + b)/2 para algum valor de x. 

57. Resolução de uma equação  Sefíx)=x?-—8x+ 10, mostre que há 
valores c para os quais fc) é igual a (a) 77; (b) — МЗ; 3: (e) 5.000.000. 

58. Explique por que as cinco afirmações a seguir pedem as mes- 
mas informações. 

a. Determine as raízes de f(x) = x? – 3x — 1. 

b. Determine as coordenadas x dos pontos em que a curva y — 
x? cruza a reta y = 3x + 1. 

c. Determine todos os valores de x para os quais х? — 3x = 1. 

d. Determine as coordenadas x dos pontos em que a curva 
cúbica y = х? — 3x cruza a reta у= 1. 

e. Resolva a equação x? — 3x — 1 = 0. 

59. Descontinuidade removível Dé um exemplo de uma fungáo 
Дх) que seja continua para todos os valores de x, exceto x = 2, 
em que ela apresenta uma descontinuidade removível. Expli- 
que como você sabe que fé descontínua em x = 2 e como você 
sabe que a descontinuidade é removível. 

60. Descontinuidade nào removível Dé um exemplo de uma 
função g(x) que seja contínua para todos os valores de x, ex- 
ceto x = –1, em que ela apresenta uma descontinuidade nào 
removível. Explique como vocé sabe que g é descontínua e por 
que a descontinuidade nào é removível. 

61. Uma função descontínua em todos os pontos 
a. Use o fato de que todo intervalo nào vazio de nümeros 

reais contém tanto nümeros racionais quanto irracionais 
para mostrar que a função 


Хх) = M 


é descontínua em todos os pontos. 
b. fé contínua à direita ou à esquerda de algum ponto? 


se x é racional 
se x é irracional 
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62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


Cálculo 
Se as funções f(x) e g(x) são contínuas para 0 =x = 1, f(xy/g(x) 69. Prove que fé contínua em c se, e somente se, 
poderia ser descontínua em um ponto de [0, 1]? Justifique sua lim f(c + В) = f(c) 
resposta. h—0 ` 
Se a função produto A(x) = fix) - g(x) é contínua em x = 0, f(x) 70. Use o Exercício 69 juntamente com as identidades 


e g(x) devem ser contínuas em x= 0? Justifique sua resposta. sen (h + с) = sen h cos c + cos Л sen c 
> 


Composta descontínua de funções contínuas Dê um 
exemplo de funções fe g, ambas contínuas em x = 0, para as 
quais a composta f o g seja descontínua em x = 0. Isso contra- para provar que tanto f(x) = sen x e g(x) = cos x são contínuas 
diz o Teorema 9? Justifique sua resposta. em qualquer ponto x = с. 


Funções contínuas que nunca são zero E verdade que Resolvendo equações graficamente 

uma função continua que nunca é zero em um intervalo nunca . x р 

muda de sinal nesse intervalo? Justifique sua resposta. Huse o teorema do valor intermediário nos Exercícios 71-78 para 
provar que cada equação tem uma solução. Em seguida, utilize uma 


calculadora gráfica ou um computador com software gráfico para 
resolver as equações. 


71. Ó-3x-1-0 

Teorema do ponto fixo Suponha que uma função / seja 72. 20-28 -2x £1—0 

contínua no intervalo fechado (0, 1] e que 0 = f(x) < 1 para 73. x(x— 1? = (uma raiz) 

qualquer x em [0, 1]. Mostre que deve existir um nümero c em 74. x22 

m ече que fc) = e etnia u ps o 75. Vx & ViFx=4 
ropriedade da preservação decimal de funções contínuas 3 Е NER 

Seja f definida em um intervalo (a, b) e suponha que flc) * 0 em 76. x – 15x + 1 = 0 (trés raízes) 


algum c onde /ѕеја contínua. Mostre que há um intervalo (c — à, 77. cos x = x (uma raiz). Assegure-se de utilizar o modo radiano. 
c + ó) em torno de c onde ftem o mesmo sinal que fc). 78. 2 sen х = x (três raízes). Assegure-se de utilizar o modo radiano. 


cos (Л + c) = cos Л cos c sen h senc 


Esticando um elástico É verdade que, se esticarmos um 
elástico movendo uma ponta para a direita e outra para a es- 
querda, algum ponto do elástico continuará em sua posigáo 
original? Justifique sua resposta. 


Limites que envolvem infinidade; assíntotas de gráficos 


2.6 


Nesta segáo, investigaremos o comportamento de uma fungáo quando a magni- 
tude da variável independente x se torna cada vez maior, ou x — +оо. Ampliaremos 
ainda mais o conceito de limite para limites infinitos, que nào sáo limites como os 
anteriores, mas, em vez disso, uma nova utilizagáo para o termo limite. Limites infi- 
nitos fornecem símbolos e linguagem üteis para descrever o comportamento de fun- 
ções cujos valores se tornam arbitrariamente grandes em magnitude. Utilizaremos 
essas ideias de limites para analisar os gráficos de funções que possuem assíntotas 
horizontais ou assíntotas verticais. 


Limites finitos quando x — zoo 


O símbolo do infinito (oo) nào representa um número real. Utilizamos oo 
para descrever o comportamento de uma função quando os valores em seu domi- 
nio ou imagem extrapolam todos os limites finitos. Por exemplo, a fungáo f(x) = 
F 1/x é definida para todo х % 0 (Figura 2.49). Quando x é positivo e se torna cada 
L vez maior, 1/x se torna cada vez menor. Quando x é negativo e sua magnitude se 
torna cada vez maior, 1/x se torna menor novamente. Resumiremos essas infor- 
mações dizendo que f(x) = 1/x possui limite O quando x — oo ou x — - oo, ou 


FIGURA 2.49 O gráfico de y = х se que 0 é um limite de f(x) = 1/x no infinito e no menos infinito. Vemos, a seguir, 
aproxima de 0 quando x — oo ou x — — оо. definições precisas. 


Мао importa que 
número positivo 
seja e, o gráfico 
entra печа banda 
emx= = 

e permanece. 


Náo importa que 
número positivo 
seja e, o gráfico 
entra nesta banda 
emx--— i 

e permanece. 


FIGURA 2.50 Geometria por trás do 
argumento no Exemplo 1. 
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DEFINIÇÕES 


1. Dizemos que fix) possui o limite L quando x tende a infinito e escre- 
vemos 
lim f(x) = L 


x— o 
se, para qualquer número є > 0, existir um número correspondente М de 
modo que para todo x 


x>M = Ax) - L| € e. 


Dizemos que /(х) possui o limite L quando x tende a menos infinito e 
escrevemos 
lim f(x) 2 L 
x—>—00 KH ) 
se, para qualquer número є > 0, existir um número correspondente N de 
modo que para todo x 


x«N = Кх) - L| < e. 

Intuitivamente, lim, A) — L se, quando x se afasta cada vez mais da origem na 
direção positiva, f(x) fica arbitrariamente perto de L. Do mesmo modo, lim, , /(х) 
= L sex se afastar cada vez mais da origem na direção negativa, f(x) fica arbitraria- 
mente perto de L. 

A estratégia para calcular limites de funções quando x — +оо é semelhante 
àquela para limites finitos na Seção 2.2. Primeiro determinamos os limites da cons- 
tante e da função identidade y = k e y = x. Em seguida, estendemos esses resultados 
para outras funções ao aplicar o Teorema 1 em limites de combinações algébricas. 
Aqui, fazemos a mesma coisa, exceto que as funções iniciais são у = k e y = 1/x em 
vez de y=key=x. 

As principais questóes a serem verificadas pela aplicagáo da definigáo formal sáo 


lim k= k e lim x = 0. (1) 


х-» +00 х- ioo 


Provamos o segundo resultado e deixamos o primeiro para os Exercícios 87 e 88. 


EXEMPLO 1 Mostre que 


(a) lim 1-0 (b) lim 2-0. 
geb 


х-» 00 
Solução 
(a) Seja e > 0 dado. Precisamos determinar um número М de modo que para qual- 

quer x 


x>M = 


A implicação valerá se M = 1/є ou qualquer número positivo maior (Figura 
2.50). Isso prova que lim, ,.. (1/x) = 0. 


(b) Seja e > 0 dado. Precisamos determinar um número N de modo que para qual- 
quer x 


x<N = 


dex 


A implicagáo valerá se N = — 1/є ou qualquer número menor que —1/є (Figura 
2.50). Isso prova que lim, , |. (1/x) = 0. 


Limites no infinito tém propriedades semelhantes àquelas dos limites finitos. 
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TEOREMA 12 Todas as leis de limites no Teorema 1 são verdadeiras quando 
substituímos lim, ,. рог іт, , ou lim,_, .. Isto é, a variável x pode se apro- 


сэс 


ximar de um número finito с ou +00. 


EXEMPLO 2 As propriedades no Teorema 12 são utilizadas para calcular limites 
da mesma maneira que ocorre quando x se aproxima de um número finito c. 


(a) lim (5 + 1) = lim 5 + lim Ш Regra da soma 
x—00 


x—00 x—>00 
=5+0=5 Limites conhecidos 
туз. Ён! 
O im DÊ tm asd 


lim. V3- lim 1. tim $ Regra do produto 


X—>—00 x=>-00 X——00 


a VA .0-0 = 0 Limites conhecidos 


Limites no infinito de funcóes racionais 


Ш 


Para determinar o limite de uma função racional quando x — +оо, primeiro di- 
vidimos o numerador e o denominador pela poténcia de x mais alta no denominador. 
O resultado, entáo, depende dos graus dos polinómios envolvidos. 


EXEMPLO 3 Esses exemplos ilustram o que acontece quando o grau do numera- 
dor é menor ou igual ao grau do denominador. 


-2  FORADEESCALA (а) E 3х2 + 2 => Paro 3 (2 /х?) o denominador por х“. 
FIGURA 2.51 Gráfico da fungáo no -330-0 5 Veja a Figura 2.51. 
Exemplo 3a. O gráfico se aproxima da reta 3+0 3 
у= 5/3 quando |x| aumenta. 
lix + 2 А (11/х2) + (2/x3) Divida o numerador e 
(b) de lim аха] 3 m. 2 (1/3) o denominador por х?. 
y 
^ 0-0 Veia a Fi 5 
st А == 0 eja a Figura 2.52. 
ja р - * : 2-0 
5 үт 
er Um caso em que o grau do numerador é maior do que o grau do denominador 


6 ilustrado no Exemplo 10. 


Assíntotas horizontais 


Se a distáncia entre o gráfico de uma funçào e alguma reta fixa se aproxima de 
zero quando um ponto no gráfico se afasta cada vez mais da origem, dizemos que o 
gráfico se aproxima da reta assintoticamente e que a reta é uma assíntota do gráfico. 


= Ao olhar para /(х) = 1/х (veja a Figura 2.49), observamos que o eixo x é uma 
4 assíntota da curva à direita porque 
"ux 
=ë Im x = 0 
e à esquerda porque 
=8 
lim 1-0. 

FIGURA2.52 Gráfico da funçào no малын 
Exemplo 3b. O gráfico se aproxima do Dizemos que o eixo x é uma assintota horizontal do gráfico de f(x) = 1/x. 


eixo x quando |x| aumenta. 
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DEFINIÇÃO Uma reta у = b é uma assíntota horizontal do gráfico de uma 
função y = f(x) se 


lim /(х) =b ou im. f(x) = b. 


O gráfico da fungáo 
5х? + 8x3 


fe) 577322 


tragado na Figura 2.51 (Exemplo За) possui a reta у = 5/3 como uma assíntota hori- 
zontal em ambos os lados direito e esquerdo porque 


limf0)=3 e li /@) = Š. 


EXEMPLO 4 Encontre as assíntotas horizontais para o gráfico de 


2 


зээ x E 
feli s. 


Solução Calculamos os limites quando x — +оо. 


3. B 1 — Q/x) 
Parax — 0: lim L 2 = lim € == im e 
x29 |х|? + 1 х-ох”-401| x9] + (1/xº) 
3 _ 3 
FIGURA 2.53 О gráfico da função Parax<0: lim 2%= lim = = = dum SM == 
no Exemplo 4 possui duas assíntotas x=- |х|? +1 хэ-0(-Х/-41 «5-0 —1 + (1/xº) 


horizontais. 
As assíntotas horizontais são у=—1 e y = 1. O gráfico é exibido na Figura 2.53. Ob- 
serve que o gráfico cruza a assíntota horizontal у = —1 para um valor positivo de x. - 


EXEMPLO 5 O eixo x (a reta у = 0) é uma assíntota horizontal do gráfico de y= | 
e* porque 


lim е" = 
х-»-00 


Para vermos isso, utilizamos a definição de um limite quando x tende a —oo. Então, 
seja є > 0 dado, mas arbitrariamente. Devemos determinar uma constante N de 
modo que para qualquer x, 


x«N — le* - 0| < e. 


N-I ” ЭР” : че 1 
ш Agora |е* — 0| = е", então a condição que precisa ser satisfeita sempre que х < N é 
FIGURA 2.54 O gráfico de y = e* se e<e. 
aproxima do eixo x quando x — — oo 


Seja x = N o número em que е* = e. Uma vez que e* é uma funçào crescente, se x < 
N, então e* < e. Determinamos N ao tomar o logaritmo natural de ambos os lados da 
equação eN — e, assim N=In € (veja a Figura 2.54). Com esse valor de М, a condigáo 
é satisfeita, e concluímos que lim, , е" = 0. 


(Exemplo 5). 


EXEMPLO 6 Determine (a) lim sen(l/x) e (b) lim. x sen (1/x). 


Solucáo 
(a) Introduzimos a nova variável г = 1/x. Do Exemplo 1, sabemos que / — 0* quan- 
do x — oo (veja a Figura 2.49). Portanto, 


е 1 5 
lim sen = lim sen: = 0. 
x— ОО 1>0 
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FIGURA 2.55 А reta y = 1 é uma assíntota 
horizontal da fungáo aqui representada 
graficamente (Exemplo 6b). 


FIGURA 2.56 O gráfico de y = e!“ para 
x < 0 mostra lim ‚уе! = 0 (Exemplo 7). 


FIGURA 2.57 Uma curva pode cruzar 
uma de suas assíntotas infinitas vezes 
(Exemplo 8). 


(b) Calculamos os limites quando x — oo e x — — oo: 


" 1 ... sent : 1 .. sent 
lim xseny = lim %== 1 e lim xseny = lim — 
x— o 0 É x>—00 50 t 


1; 


O gráfico ё mostrado na Figura 2.55, e vemos que a reta у = 1 ё uma assíntota 
horizontal. š 


Da mesma forma, podemos investigar o comportamento de у = /(1/х) quando х 
— 0 ao investigar у = ft) quando t — +оо, onde г = 1/х. 


EXEMPLO 7 Determine lim e'”*, 


x0 
Solução Assumimos que / = l/x. A partir da Figura 2.49, podemos ver que t — — оо 
quando x — 0° (esclareceremos melhor essa ideia adiante). Portanto, 


lime!” = lim e'— 0 Exemplos 
x0 1—-—09 


(Figura 2.56). ü 


O teorema do confronto também vale para limites quando x — +оо. É preciso 
ter certeza, no entanto, de que a funçào cujo limite vocë está tentando determinar 
fica entre as funções delimitadoras em valores muito altos de x em magnitude con- 
sistentes com x — oo ou x — — co. 


EXEMPLO 8 Utilizando o teorema do confronto, determine a assíntota horizontal 
da curva 


Solução Estamos interessados no comportamento quando x — +оо. Uma vez que 


senx 


l 
x х 


0-5 


e lim,_,..,11/x]=0, temos lim, ,, (sen x)/x 


lim (24585) 240-2, 


х- +00 


0 pelo teorema do confronto. Logo, 


е a reta у = 2 é uma assíntota horizontal da curva tanto à direta quanto à esquerda 
(Figura 2.57). 

Este exemplo ilustra que uma curva pode cruzar uma de suas assíntotas hori- 
zontais muitas vezes. i 


EXEMPLO 9 Determine lim (x - Vx? + 16). 


x— oo 
Solução Ambos os termos x e Vx? + 16 tendem a infinito quando x — oo, então, 
não fica claro o que acontece à diferença no limite (não podemos subtrair оо de 
оо porque o símbolo nào representa um número real). Nessa situação, podemos 


multiplicar o numerador e o denominador pela expressáo radical conjugada para 
obtermos um resultado algébrico equivalente: 


lim (x — Vx? + 16) = lim (x — V e) Et VE + 16 


EM санж x + Мх? +16 
. (ЕЛ6). LL —16 
= lim = lim 


xx + Vr? 16 z*—%x+ VA? + 16 


A distáncia vertical entre 
a curva e a reta tende a 
zero quando x > 2 


Assíntota 
oblíqua 


> x 


FIGURA 2.58 О gráfico da função no 
Exemplo 10 possui uma assintota oblíqua. 


Vocé pode aumentar o 
quanto quiser ao fazer x 
perto o suficiente de 0. 
Náo importa quáo alto 
seja o valor de B, o 

В? |eráfico vai mais alto. 


х H | 
+ x >x 


нь! ^ Não importa quão 


baixo seja o valor 
Você pode diminuir de –В. o gráfico 
o quanto quiser, 


vai mais baixo. 


7-8 

tomando x 
suficientemente 
próximo de 0. 

FIGURA 2.59 Limites infinitos laterais: 

£. À "E! 

lim = = оо e lim <= —oo 
150" x x>0 X 
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Quando x — оо, o denominador nessa última expressão se torna arbitrariamen- 
te alto, entào vemos que o limite é 0. Também podemos obter esse resultado por 
meio de um cálculo direto, utilizando as leis do limite: 


. —16 
lim 5 - 
x99 y + NV x^ + 16 
Assíntotas oblíquas 


Se o grau do numerador de uma função racional for 1 grau maior do que o grau 
do denominador, o gráfico possuirá uma assíntota oblíqua ou inclinada. Determi- 
namos uma equação para a assíntota ao dividirmos o numerador pelo denominador 
para expressar f como uma função linear mais um resto que é igual a zero quando 
x — +оо. 


EXEMPLO 10 Determine a assíntota oblíqua do gráfico de 


fe) = 3 


na Figura 2.58. 


Solução Estamos interessados no comportamento quando x — +оо. Dividimos (x? 
— 3) por (2x — 4): 


2-3 |2x-4 
9725 +1 
2x - 3 
—2x +4 
1 
Isso no diz que 
_ x-3 [x 1 
Me 2 tt) ima) 
E 
g(x) linear resto 


Quando x — +оо, o resto, cuja magnitude dá a distância vertical entre os gráficos 
de fe g, tende a zero, tornando a reta inclinada 


20) =3+1 


uma assíntota do gráfico de f (Figura 2.58). A reta y = g(x) é uma assíntota tanto à 
direita quanto à esquerda. A próxima subseção confirmará que a função f(x) cresce 
arbitrariamente em valor absoluto quando x — 2 (onde o denominador é zero), 

como mostra o gráfico. i 


Observe, no Exemplo 10, que se o grau do numerador em uma função racional é 
maior do que o grau do denominador, então o limite conforme |x| aumenta é + oo ou 
-оо, dependendo dos sinais assumidos pelo numerador e pelo denominador. 


Limites infinitos 


Vejamos novamente a função f(x) = 1/x. Quando x — 0°, os valores de faumen- 
tam sem limitação, finalmente alcançando ou ultrapassando qualquer número real 
positivo. Isto é, dado qualquer número positivo В, embora alto, os valores de / ficam 
ainda mais altos (Figura 2.59). 
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FIGURA 2.60 Próximo de x= 1, a função 
у= l/(x - 1) se comporta da maneira que a 
função y = 1/x se comporta próxima a 

х= 0. Seu gráfico é o da função de y = 1/x 
transladada 1 unidade para a direita 
(Exemplo 11). 


Não importa quão 
В alto seja B, o gráfico 
fica ainda mais alto. 


FIGURA 2.61 О gráfico de fx) no 


Exemplo 12 tende a infinito quando x — 0. 


Assim sendo, f não possui limite quando x — 07. No entanto, é conveniente des- 
crever o comportamento de f dizendo que f(x) tende a co quando x — 0*.: Escrevemos 


š ns 
Es fe) Е 1. gt 

Ao escrever esta equação, não estamos dizendo que o limite existe. Nem esta- 
mos dizendo que há um número oo real, porque nào existe tal número. Em vez disso, 
estamos dizendo que lim, ,,. ndo existe porque 1/x cresce e se torna arbitrariamen- 
te grande e positivo quando x — 0*. 

Quando x — 07, os valores de f(x) = 1/x se tornam arbitrariamente grandes e 
negativos. Dado qualquer número real negativo —B, os valores de / finalmente ficam 
abaixo de —В (veja a Figura 2.59). Escrevemos 

lim f(x) = lim. 
x0 x0 

Novamente, nào estamos dizendo que existe limite e que ele é igual ao nümero 
— оо, Мао existe um nümero real — oo. Descrevemos o comportamento de uma 
função cujo limite quando x — 07 não existe porque seus valores se tornam arbi- 
trariamente grandes e negativos. 


e lim Я 
at Д 


EXEMPLO 11 Determine lim, — 
Х-» 

Solução geométrica О gráfico de y = 1/(х – 1) é o gráfico de у = 1/x transladado de 

1 unidade à direita (Figura 2.60). Portanto, y = 1/(x — 1) se comporta, próximo a 1, 

exatamente do modo que 1/x se comporta próximo a 0: 


lim —oo. 
x= X — 


lim 1. oo e 
x]tx-—1 


(5 
Solução analítica Reflita sobre o número x — 1 e seu recíproco. Quando x — 1^, temos 
(х= 1) > 0* e 1/(х— 1) —> oo. Quando x — 17, temos (x — 1) >07 e I/(x - 1) >-00. 


EXEMPLO 12  Discuta o comportamento de 


ft) = 1 


z quando х-»0. 
х 


Solucáo Quando x se aproxima de zero de ambos os lados, os valores de 1/x? sào 
positivos e aumentam arbitrariamente (Figura 2.61). Isso significa que 


А E | 
lim f(x) = lim > = оо. 
x>0 K ) x0 x? 

A função y = 1/x nào mostra um comportamento consistente quando x — 0. 
Temos 1/x — oo se x — 0*, mas 1/x — —оо se x — 07. Tudo o que podemos concluir 
sobre lim, ,,(1/х) é que ele não existe. A função y = 1/х? é diferente. Seus valores 
tendem a infinito quando x se aproxima de zero de qualquer lado, portanto, pode- 


mos dizer que lim, (1/2) = оо. 


EXEMPLO 13  Esses exemplos ilustram que as fungóes racionais podem se com- 
portar de várias maneiras próximas aos zeros do denominador. 


"T (x = 2) (= 2) "I 

N iM x4 жо (х—2)(+2) Mara 
r AT Ё-2 "ET 11 

0) im x? — Jim (x — 2)(x + 2) = lin x+2 4 


FIGURA 2.62 Рагах)-6«х“«х,46,о 
gráfico de f(x) fica acima da reta y = В. 


Vl 


FIGURA 2.63 Parax, -ó x «x * 0,0 
gráfico de f(x) fica abaixo da reta y = —B. 
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to Em x—3. lim x=3 = 8 Os valores são negativos 
хә2* x2—4  1>2 (x — 2)(x + 2) para x > 2, x próximo de 2. 
А x—3 " x—3 Os valores sáo positivos 
(d) Jim. No m. (x — 2 + 2) 99 рага х < 2, х próximo de 2. 
(e) lim 2 ds lim хээ não existe. Уа os itens (c) e (d). 
x22x—4 x22 (x — 2)(x + 2) 
I - .. € (4-2) . - 
(f) lim 2-3 3 3 lim 1 2 
x22 (x — 2) x22 (x —2) x22 (x — 2) 
Nos itens (a) e (b), o efeito do zero no denominador em x = 2 é cancelado 
porque o numerador também é zero. Logo, existe um limite finito. Isso nào é verda- 


deiro no item (f), onde o cancelamento ainda deixa um fator zero no denominador. + 


Definicóes precisas de limites infinitos 


Em vez de exigir que f(x) fique arbitrariamente perto de um número finito L 
para qualquer х perto o suficiente de x, as definições de limites infinitos exigem 
que flx) fique arbitrariamente distante de zero. Exceto com relação a essa mudança, 
a linguagem é muito semelhante àquela que vimos anteriormente. As Figuras 2.62 
e 2.63 seguem essas definições. 


DEFINIÇÕES 


1. Dizemos que f(x) tende a infinito quando x se aproxima de хү, e es- 
crevemos 


lim f(x) = oo, 
xX— xo 


se para cada número В positivo real existir um ó > 0 correspondente, de 
modo que para todo x 
0<|x-—x/| <ô > Дх) > B. 


2. Dizemos que f(x) tende a menos infinito quando x se aproxima de ху, 
e escrevemos 


lim f(x) = —oo, 


X— xo 


se para cada número —B negativo real existir um ó > 0 correspondente, de 
modo que para todo x 


Ock-x]«c8 = Дх<-В. 


As definicóes precisas de limites laterais em х, 880 similares e enunciadas 
nos exercícios. 


EXEMPLO 14 Prove que lim, d = oo, 


42 
Solucáo Dado B > 0, queremos determinar ó > 0, de modo que 


0о<|х—0| < 6 implique — > B. 
х 


Agora, 
1 1 


52 > В se, e somente se, x? < В 


ou, de modo equivalente, 


=, 


VB 


106 Cálculo 


Logo, ao escolher ó = 1/ VB (ou qualquer número positivo menor), vemos que 


|х| <8 implica E > a = В. 


Portanto, por definição, 


y Assíntotas verticais 


Observe que a distância entre um ponto no gráfico de f(x) = 1/x e o eixo y se 
aproxima de zero quando o ponto se move verticalmente ao longo do gráfico e se 
distancia da origem (Figura 2.64). A função f(x) = 1/x é ilimitada quando x se apro- 
xima de 0 porque 


Assíntota vertical 


Assíntota | 1 1 
horizontal lim, x = oo e lim x = —oo. 
х х-0"7 x0 
0 1 Assíntota 
horizontal, : = : P Р 5 = _ 
саб Dizemos que a reta x = 0 (o eixo у) ё uma assíntota vertical do gráfico de f(x) = 


1/x. Observe que o denominador é zero em x = 0, e a função é indefinida ali. 


Assíntota vertical, 
х=0 


DEFINIÇÃO Uma reta x = a é uma assíntota vertical do gráfico de uma 
função y = f(x) se 


FIGURA 2.64 Os eixos coordenados são 
assíntotas de ambos os ramos da hipérbole lim, f(x) = +00 ou lim f(x) = +00. 
y- Vx. xa ха 


EXEMPLO 15 Determine as assíntotas horizontais e verticais da curva 


— š *3 
=F? 


Solução Estamos interessados no comportamento quando x — +оо e no comporta- 
mento quando x — —2, em que o denominador é zero. 
3 As assíntotas são rapidamente reveladas se reescrevermos a função racional 


Assíntotz nde appa 
га) a er como uma polinomial com um resto, ao dividir (x + 3) por (x +2): 
х=-2 SE 2143 
ab” x+2 xS |2, 
кы 1 == 
Assíntota arm 1+ х+2 -x-2 1 


horizontal, 1 
y=1 


O resultado nos permite reescrever y como: 


Quando x — +оо, a curva se aproxima da assíntota horizontal y = 1; quando x > —2, 
a curva se aproxima da assíntota vertical x = — 2. Vemos que a curva em questáo é o 
gráfico de f(x) = 1/x transladada 1 unidade para cima e 2 unidades para a esquerda 
FIGURA2.65 Asretasy=1ex=-2sáo (Figura e As ка, em vez de serem os eixos coordenados, são agora as 
retas y=1ex=-2, 


assíntotas da curva no Exemplo 15. 


EXEMPLO 16 Determine as assíntotas horizontal e vertical do gráfico de 


8 
E 


ж) = —— 
х 


Assíntota 
Assíntota vertical, x = 2 


vertical, Assíntota 


horizontal, y = 0 


FIGURA 2.66 Gráfico da função no 
Exemplo 16. Observe que a curva se 
aproxima do eixo х somente de um lado. 
Assíntotas nào precisam ser bilaterais. 


FIGURA 2.67 A reta x = 0 é uma assíntota 
vertical da fungáo logaritmo natural 
(Exemplo 17). 
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Solução Estamos interessados no comportamento quando x — +оо e x — +2, em 
que o denominador é zero. Observe que fé uma função par de x, então seu gráfico 
é simétrico em relagáo ao eixo y. 

(a) O comportamento conforme х — +оо. Uma vez que lim, f(x) = 0, a reta y = 
0 é uma assíntota horizontal do gráfico à direita. Por simetria, também é uma 
assíntota à esquerda (Figura 2.66). Observe que a curva se aproxima do eixo x 
somente a partir do lado negativo (ou a partir de baixo). Também, f(0) — 2. 


(b) O comportamento conforme x — + 2. Uma vez que 


lim, f(x) = -œ e lim f(x) = 00, 


х-2 


a reta х = 2 ё uma assíntota vertical tanto а direita quanto а esquerda. Por sime- 
ша, a reta x = —2 também é uma assíntota vertical. 


Não há outras assíntotas porque f possui um limite finito em todos os outros pontos. i 


EXEMPLO 17 О gráfico da função logaritmo natural tem o eixo y (a reta x = 0) 
como uma assíntota vertical. Vemos isso a partir do gráfico їгасадо na Figura 2.67 
(que é a reflexáo do gráfico da fungáo exponencial natural ao longo da reta y x) 
e do fato de que o eixo x é uma assíntota horizontal de y = e* (Exemplo 5). Logo, 


lim, Inx = —oo. 
x= 
O mesmo resultado é verdadeiro para y = log, x sempre que a > 1. 


EXEMPLO 18 As curvas 


sen x 
cos x 


J= es = cosy ё y = хэ 
possuem assíntotas verticais nos múltiplos inteiros ímpares de 7/2, onde cos x = 0 


(Figura 2.68). 


y-tgx 


>= 


FIGURA 2.68 Os gráficos de sec x e tg x possuem muitas assíntotas verticais 
(Exemplo 18). à 


Termos dominantes 


No Exemplo 10, vemos que, por meio de uma divisáo longa, poderíamos rees- 
crever a função 


002-3 
е) = == 


como uma função linear mais um resto: 


fe) = E * ) + (+) 
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FIGURA 2.69 Os gráficos de fe g são 
(a) distintos para |x| pequeno e (b) quase 
idénticos para |x| grande (Exemplo 19). 


Isso nos diz imediatamente que 


х 
f(x) = > + 1 Para um x numericamente grande, 1 
está próximo а 0. 2x -4 
1 
f(x) = 2X — 4 Para um x próximo a 2, esse termo é muito grande. 


Se queremos saber como / se comporta, essa é a maneira de descobrir. Ela se com- 
porta como у = (x/2) + 1 quando x é numericamente grande e a contribuição de 
1/(2х — 4) ao valor total de fé insignificante. Ela se comporta como 1/(2x — 4) quan- 
do x está tão perto de 2 que 1/(2x — 4) faz a contribuição significativa. 

Dizemos que (x/2) + 1 domina quando x é numericamente grande, e dizemos 
que 1/(2x — 4) domina quando x está perto de 2. Termos dominantes como esse nos 
ajudam a prever o comportamento da função. 


EXEMPLO 19 Seja fix) = 3x! — 2:8 + 333 — 5x + 6 e g(x) = 3x^. Mostre que, em- 
bora fe g sejam bastante diferentes para valores numericamente pequenos de x, 
são praticamente idênticas para |x| muito grandes, no sentido de que suas razões se 
aproximam de 1 quando x — oo ou x — —oo. 


Solução Os gráficos de fe g se comportam de formas bastante diferentes próximos 
à origem (Figura 2.69a), mas parecem praticamente idênticos em uma escala maior 
(Figura 2.69b). 

Podemos testar que o termo 3x* em f, representado graficamente por g, domina 
o polinômio / рага valores numericamente grandes de x ao examinar a razão entre 
as duas funções quando x— +оо. Determinamos que 


1153) 3х4 — 2х3 + 3x2 — 5x + 6 
im 
x—+oo g(x) хә+оо à 


II 
ig 
8 

f ERN 
uy 
ра 
+ 
х Im 
lo 
[n 
£ | 
o 

+ 

* | 
SY 


o que significa que fe g parecem ser quase idénticos para |x| grande. 


Neste capítulo, apresentamos diversas ideias importantes sobre cálculo que se 
tornam significativas e precisas pelo conceito de limite. Isso inclui as trés ideias da 
taxa de variagáo exata de uma fungáo, a inclinagáo do gráfico de uma fungáo num 
ponto, e a continuidade de uma função. Os principais métodos utilizados para cal- 
cular limites de muitas funções são abrangidos pelas leis algébricas do limite no Te- 
orema 1 e no teorema do confronto, os quais foram provados por meio da definição 
precisa de limite. Vimos que essas regras computacionais também se aplicam a li- 
mites laterais e a limites no infinito. Além do mais, às vezes, podemos aplicar essas 
regras para calcular limites de funções transcendentais simples, conforme ilustrado 
por nossos exemplos ou em casos como o seguinte: 

lim EL lim 1-5 1 lim —! І 
хәб е®^— 1 х0 (е – 1)(е + 1) хое" +1 1451 2 


No entanto, o cálculo de limites mais complicados que envolvem funções transcen- 
dentais, tais como 
х 
5 х .. Inx i 1 
lim NES lim ^x^, e lim |] * € 
x20 e^ — 1 x0 x 
exige mais do que simples técnicas algébricas. A derivada é exatamente a ferra- 


menta de que precisamos para calcular limites nesse casos (veja a Segáo 4.5), e essa 
noçào é o principal assunto do próximo capítulo. 
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Determinação de limites 


1. Para a função f cujo gráfico é dado, determine os seguintes 
limites. 


а. lim fx) 


b. lim, fe») 


d. lim, JG) g. lim 70) 


h. lim f(x) 


«ig f) 


du. 


Ç lim _ fe» i. lim f(x) 


2. Para a função f cujo gráfico é dado, determine os seguintes 
limites: 
. di 
a. lim f() 


e. dim, fœ% L lm. Fx) 


b. lim, fe») f. lim. fe») j lim f(x) 

с. lim f(x) g lim, /(х) k. lim f(x) 
х-». x—— X—00 

d. lim Fx) h. im, JG) 1. ¿Hi fe» 


Nos Exercícios 3-8, determine o limite de cada fungáo (a) quando 
x — oo e (b) quando x — — oo (você também pode querer visualizar 
sua resposta utilizando uma calculadora gráfica ou um computador). 


з. f) = 2-3 " 89-155 
5 fe) == - 3 т. i - TUR 
3 — (2/x) 
5. g(x) = eum 8. h(x) = Ss ESA 
Determine os limites nos Exercícios 9-12. 
10. im 5” D. lim Li mr — 


Limites de funcóes racionais 


Nos Exercícios 13-22, determine o limite de cada função racional 
(a) quando x — оо e (b) quando x — — оо. 


13. f(x) = EI 18. g(x) = S 

14. f(x) 3 = = 7 19. g(x) = 10x5 x +31 
15. fa) = 42 20. hx) = = 
16. f(x) = шэг 21. Ах) = A 
17. h(x) = == 22. h(x) = => 


x*-70 + 7х°+9 


Limites quando x — oc ou x — - oc 


O processo pelo qual determinamos limites de funções racionais se 
aplica igualmente bem a razóes contendo poténcias de x nào inteiras 
ou negativas: dividir o numerador e o denominador pela poténcia 
mais alta de x no denominador e continuar a partir dali. Determine 
os limites nos Exercícios 23-36. 

x! + x 


. li 
2 30 Б. 32 3 


- БЖ 
tin 200 — x15 47 
x90 08/5 + 3y + Vx 


T. 32 1 Му - 5x +3 
25. lim (E e 
: x° — 5х : х? + 1 
жа 21 
26. o rr 33 M zl 
A a 
2. lim 2Vx Жэ" 44 dim El 
x00 3% — 7 х--о x+1 
28. tim 2 + VE 35 ma 3 
1500 2 — Vx x>% Ax? + 25 
3 2:96) -— 3 
29. lim Nx х 36. im 2% 
x>- Wy + Vx x—— А/х6 + 9 
Limites infinitos 


Determine os limites nos Exercícios 37-48. 


37. Jim £ a. IT 
38. dim 5 ын im zt 
39. Jim. 32 A" M (к – 7) 
40. lim 5 “ жут) 
45. а. li 7 > 

46. a. Jim s b. am х15 
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. 4 "E 
47. lim 25 48. lim 7 


Determine os limites nos Exercícios 49-52. 


49. im tgx 51. lim (1 + cossec 0) 
m. 0-20 
50. lim secx 52. lim (2 — cotg 0) 
x (7/27 9-0 
Determine os limites поз Exercícios 53-58. 
53. lim — quando 
er == 
а. x—2* с. x —2* 
b. x2 а. х-»-2- 
54. lim x quando 
= | 
a хэ 1° с. xo 
b x1 d. x 5-1 
2.1 
55. lim (s = 1) quando 
а. x>0 c. хэ V2 
b. x—07 d. x —-1 
2 
„== 1 
56. lim 2x 4 4 quando 
8. Xx—-—2* c. хэ 1* 
b. x—-2 d. x— 0 
s — 3х + 
57. lim 22 quando 
F. — 2x2 a 
a. x—0* с. x27 
b. x>2* d. x—2 
e. O que pode ser dito a respeito do limite, se houver, quando 
x— 0? 
58. lim re RE quando 
х – 
а. x—2* с. x0 
b. x>-2* d. x—1* 
e. O que pode ser dito a respeito do limite, se houver, quando 
x0? 


Determine os limites nos Exercícios 59-62. 


59. lim ( = 3) quando 
а. £(—0* b. 1=>0 
60. 167 i * 1) quando 
а. (—0* b. 1=>0 
1 2 
et. tim( 25 + G- 7 - =) quando 
а. x—0* c. х 1° 
b. x— 07 а. x1. 
1 1 
62. (2, 13 “(ий _ аз) quando 
а. x—0* е. хэ 1* 
b. х 07 а. x— 17 


Representacáo gráfica de funcóes racionais simples 
Faça o gráfico das funções racionais nos Exercícios 63-68. Inclua 
os gráficos e as equações das assíntotas e dos termos dominantes. 


63. y=— 66. у= 235 
64. у= 5 6. у= 2+3 
65. "i 68. = 
Invenção de gráficos e funções 


Nos Exercícios 69-72, trace o gráfico de uma função у = f(x) que 
satisfaça as condições dadas. Não é necessária nenhuma fórmula 
— apenas identifique os eixos coordenados e trace um gráfico apro- 
priado (as respostas não são únicas, então, seus gráficos podem não 
ser exatamente como aqueles encontrados na seção de respostas). 


69. f(0) = 0, f(1) = 2, f(—1) 2, 
lim f(x) -1 


dim 16) = 1 e 


70. f(0) = 0, imo Ti = 0, Jim, f(x)22e 
I K 97 

71. f(0) = 0, lim f(x) -0, lim f()- lim, f(x) = оо, 
dim, fd pe^ e lim _ f(x) = оо 

72. 10) -1,/-1) = 0, lim f0)=0, lim fe) = 00, 
lim fa) --006 lim f()=1 - 


Nos Exercícios 73-76, determine uma função que satisfaga as con- 
dições dadas e trace seu gráfico. (As respostas não são únicas. Qual- 
quer função que satisfaça as condições é aceitável. Fique à vontade 
para utilizar fórmulas definidas por partes se isso ajudar.) 


73. lim f(x) = 0, lim f(x) = 00 e lim f(x) = oo 
x—+oo x—2 хә? 
74. dim g0) = 0, lim g(x) = —oo e шин) = 00 
75. lim А(х) = —1, lim А(х) = 1, lim A(x) 5-1 
x—-—00 x—00 x 
lim A(x) = 1 
x0 
76. lim k(x) = 1, lim k(x) = оо e lim k(x) = —oo 
x—+o х-»| х-»17 


77. Suponha que /(х) е g(x) sejam polinómios em х e que 
lim, so (fx)/g()) = 2. O que se pode concluir sobre 
lim (fixy/g(x))? Justifique sua resposta. 


оо 

78. Suponha que /(х) e g(x) sejam polinómios ет х. O gráfico de 
“ЛхуУв(х) possuirá uma assintota se g(x) nunca for zero? Justi- 
fique sua resposta. 


79. Quantas assíntotas horizontais pode possuir o gráfico de uma 
função racional dada? Justifique sua resposta. 


Determinação de limites de diferenças quando x — + oc 


Determine os limites nos Exercícios 80-86. 

80. lim (Vx + 9 — Vx + 4) 
х» 

81. lim (Vx? + 25 — Vx? — 1) 

82. lm 1 (va? +3 + x) 

83. dim (2x + VA? + 3x - 2) 
x—>-00 

84. lim (М9 — x — 3x) 

85. tim (VR + 3x = Vx 2 — 2x) 

86. lim (Va? +x- Va? —х) 
х 
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Capítulo 2 Limites e continuidade 


Utilização de definições formais 96. lim 1 „= —% 97. lim эг 
Utilize as definições formais de limites quando x — +оо para esta- жы жш 
belecer os limites поз Exercícios 87 е 88. 98. lim 5 = 00 
87. Se fpossui o valor constante f(x) = k, então lim f(x) = K. ын 5 
РЭН Assíntotas oblíquas 


88. Se /роѕѕиі o valor constante f(x) = k, então lim | Дх) = k. 
х—э—оо 


Utilize as definições formais para provar as afirmações de limite 
nos Exercícios 89-92. 


2-1 : -2 99. 
89. lim — = —oo 91. lim ———7; = -œ 
x0 x x3 (x — 3) 
à 1 А 1 100. 
1 — = 00 5 d —— = 00 
90. lim iz] SA 255 1458 


93. A seguir, veja a definição de um limite infinito à direita. 


Dizemos que /(х) tende a infinito quando х se aproxima de x, 
pela direita, e escrevemos 


lim, f(x) = оо, 


X—>X0 
" ын ЭР” А 105. 
se рага qualquer número positivo real В existir um número ó 
> 0 correspondente, de modo que para todo x 
106. 


Xx <x<x, +ó = Дх)>В. 


Modifique a definigáo para abranger os casos a seguir. 
a. lim f(x) = oo 


Xx—>X0 


b. lim, f(x) = —oo 


x—Xo 


€. lim f(x) —oo 


x—3X9 


Utilize as definições formais do Exercício 93 para provar as afirma- 


ções de limite nos Exercícios 94-98. 109. 
: PE 
94. im, geo 95. im = = —@9 


Capítulo 


1. Qual a taxa de variação média da função g(t) no intervalo de 
t= a até t= b? Como ela está relacionada a uma reta secante? 


9. 


Que limite deve ser calculado para determinar a taxa de varia- 
ção de uma função g(1) em t= t}? 10. 
Dé uma definigáo informal ou intuitiva do limite 

lim f(x) = L. 

X— xo 


Por que a definigáo é “informal”? Dë exemplos. Ni. 


A existéncia e o valor do limite de uma funçào /(х) quando х 
se aproxima de х, alguma vez depende do que acontece em х 
= x? Explique e dé exemplos. 12. 
Que comportamentos da função podem ocorrer para os quais 


o limite pode deixar de existir? Dé exemplos. 13. 


Que teoremas estáo disponíveis para o cálculo de limites? Dé 


exemplos de como os teoremas sáo utilizados. ” 
Como os limites laterais estáo relacionados aos limites? Essa ` 


relagáo pode, ás vezes, ser utilizada para calcular um limite ou 
provar que ele náo existe? Dé exemplos. 


Qual o valor de lim, |, ((sen 0)/0)? Há diferença se 0 é medido 


15. 
em graus ou radianos? Explique. 


101. у= 


Faça o gráfico das funções 99-104. Inclua os gráficos e as equações 
das assíntotas. 


x^ х2-1 

STI 105 у= I 
2 2 

XC dul 103. ...x^— 1 
e y = == 
3 

2-4 104. y = tl 
x= 1 х 


Exercícios adicionais sobre gráficos 


каса o gráfico das curvas nos Exercícios 105-108. Explique a rela- 
gáo entre a fórmula da curva e o que vocé observa. 


БУС Ld. 
0% ym + 


108. y = sen( E ) 
x + 


x 


V4 — x? 


у= — 
4 — х? 


p= 


аса o gráfico das funções nos Exercícios 109 e 110. Em seguida, 
responda as seguintes perguntas: 


a. Como o gráfico se comporta quando x — 072 
b. Como o gráfico se comporta quando x — +00? 
с. Como o gráfico se comporta próximo a x= 1 ex —-1? 


Justifique suas respostas. 


2/3 
r=2(-3) 


Questões para guiar sua revisão 


O que, exatamente, lim, ,,. f(x) = L significa? Dê exemplos 
em que você determina um ó > 0 para dada f, L, x, e e > 0 na 
definição precisa de limite. 

Dê definições precisas das afirmações a seguir. 

а. lim „Дх)=5 €. lim, ,, f(x) =00 

b. lim, „/х)=5 
Que condições devem ser cumpridas por uma função para que 
ela seja continua no interior de um ponto de seu domínio? E 
em uma extremidade? 


d. lim, х) = —oo 


Como observar o gráfico de uma fungáo pode nos ajudar a 
dizer onde a função é contínua? 


O que significa para uma função ser contínua em um ponto? 
E contínua à esquerda? Como a continuidade e a continuidade 
lateral podem estar relacionadas? 


O que significa para uma função ser contínua em um interva- 
lo? Dê exemplos para ilustrar o fato de que uma função que 
não é contínua em todo o seu domínio ainda pode ser contínua 
em intervalos selecionados dentro do domínio. 


Quais são os tipos básicos de descontinuidade”? Dê um exemplo de 
cada. O que é uma descontinuidade removível? Dê um exemplo. 
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16. O que significa para uma função ter a propriedade do valor in- 
termediário? Que condigóes garantem que uma fungáo possua 
essa propriedade em um intervalo? Quais sáo as consequéncias 
da representação gráfica e da resolução da equação f(x) = 0? 

17. Sob quais circunstâncias podemos estender uma função fix) 
para que ela se torne contínua em um ponto x — c? Dé um 
exemplo. 


Exercícios práticos 


Capítulo 


Limites e continuidade 
1. Faga o gráfico da fungáo 


Ls х= -l 
=ý -]«x«20 
f(x) = 1; x=0 
-3, Оёх < | 
ks хэ1, 


Em seguida, discuta, em detalhes, os limites, limites laterais, 
continuidade e continuidade lateral de femx=-1,0e 1. Algu- 
ma dessas continuidades é removível? Explique. 


2. Repita as instrugóes do Exercício 1 para 


0, х5-1 
44) Vx, 0 < |х| <1 
10053176, gei 
Lá x1. 


3. Suponha que flt) e ё(/) sejam definidas para todos os / e que 
lim, ,, f(r) = 7 e lim, ,, g(r) = 0. Determine o limite quando 
1 — t, das funções a seguir. 


a. 3/(0) e. cos (g(1)) 

b. (ANY f. (0) 

c. (0) eÙ g. f) t gi) 
fü) 

"30-7 h. l/f(t) 


> 


Suponha que /(х) e g(x) sejam definidas para qualquer х e que 
lim yx) = 1/2 e lim, у g(x) = V2. Determine os limites 
quando x — 0 das funções a seguir. 


a. —g(x) d. l/f(x) 
b. g(x) : Ax) e. x f(x) 
c. fx) + gx) f ды сия CR 


Nos Exercícios 5 e 6, determine o valor que lim, ,, g(x) deve ter se 
as afirmações sobre os limites dados forem verdadeiras. 


6. Jim (xim eo) =2 


X- 
7. Em quais intervalos as funções a seguir são contínuas? 
a. f(x) = x!5 с. h(x) 2 x 23 
b. g(x) 2:4 d. кх) 2 x 16 


18. O que, exatamente, lim, f(x) =L e lim, , f(x) = L signi- 
ficam? Dé exemplos. 


19. O que são lim, ,.... k (k constante) e lim... (1/x)? Como 


estender esses resultados para outras funções? Dê exemplos. 


20. Como determinar o limite de uma função racional quando 
x — +оо? Dê exemplos. 


21. O que são assintotas horizontais e verticais? Dê exemplos. 


8. Em quais intervalos as funções a seguir são contínuas? 


с. h(x) = тоз 


d. х) = E 


a. f(x) = tg x 
b. g(x) = cossec x 


Determinando limites 
Nos Exercícios 9-28, determine o limite ou explique por que ele 
nào existe. 
2. 
9. im a 
x" + Sy” — 14х 
a. quando x — 0 
х2 + x 
x + 2x4 + х? 
a. quando x — 0 


b. quando x — 2 
10. lim 
b. quando x > —1 


П. lim — —— 20. lim cossecx 
4 xen 


. x-g | x 
12. lim Da 21. lim sen G + senx) 
2-2 
13. lim ай X 22. lim cos? (x — tgx) 
h=0 h xr 
А) a? y 8x 
м. in h эн ш 3 senx — x 
e „1, — 
im2txX 2 34. li СОЗА 
ны m “o senx 
Se 
16. lim 22 — 8 25. lim In G — 3) 
x>0 x 153 
x! — 1 ЧЭ 
17. lim 5 — 26. lim 2 In (2 — Vi) 
x1 х-1 t1 
axi? = 16 ; à 
18. lim 27. lim V/8 e (7/0) 
x64 Vy — 8 9>0 
tg (2x) А 2e!/z 
28. lim — 
19: Ha tg (7x) 2>0* е + | 


Nos Exercícios 29-32, determine o limite de g(x) quando x se apro- 
xima do valor indicado. 


29. lim, (4g (x))'® =% 
x> 


é 1 

30. 1 — 

vi x + р(х) 

2 

31. а lo 

x1 g(x) 
32. lim SA =0 

` x——2 V/g(x) 


Ехїеп<ао сопїїпиа 


33. f(x) = x(x? — 1)/|x2 — 1| pode ser estendido em x = 1 ou —1? 
Justifique suas respostas. (Faça o gráfico da função; ele será 
interessante.) 

34. Explique por que a função f(x) = sen (1/x) não possui extensão 
para x = 0. 


Nos Exercicios 35-38, faça o gráfico da funçào indicada para verifi- 


саг se ele parece ter uma extensáo contínua по ponto a dado. Em caso 
afirmativo, utilize as ferramentas “Trace” e “Zoom” para determinar 
um bom candidato para o valor da funçào estendida em a. Se a fun- 
çào nào aparentar ter uma extensáo contínua, ela poderá ser estendida 
para ser contínua á direita ou á esquerda? Em caso afirmativo, qual 
você acha que deve ser o valor da função estendida? 


35. =1 
f(x) = e 


_ 5cos0 
36. g(0) = aa 4*7 1/2 
37. 1) = (1 |], а-0 
= x = 
38. k(x) = 22º a=0 
Raízes 


39. Seja f(x) 2x3 -x — 1. 


a. Utilize o teorema do valor intermediário para mostrar que f 


possui um zero entre —1 e 2. 


b. Resolva a equação f(x) = 0 graficamente com um erro de 
magnitude de no máximo 10 *. 


с. Pode-se mostrar que o valor exato da solugáo no item (b) é 


1, Véoy^ (1 ves y^ 
2* 18 2 жу" 


Avalie essa resposta exata e compare-a com o valor deter- 
minado no item (b). 


. Seja (0) = €? — 20+ 2. 


a. Utilize o teorema do valor intermediário para mostrar que f 


possui um zero entre —2 e 0. 


b. Resolva a equação /(0) = 0 graficamente com um erro de 
magnitude de no máximo 10 4. 


€. Pode ser mostrado que o valor exato da solugáo no item (b) 6 


119 В 19 Ns 
( 277 1) - 27 +1 5 


Avalie essa resposta exata e compare-a com o valor deter- 
minado no item (b). 


Capítulo 


1. Atribuigáo de um valor para 0% As regras da potenciagáo 
nos dizem que а? = 1 se a for qualquer número diferente de 
zero. Elas também nos dizem que 0” = 0 se л for qualquer 
número positivo. 

Se tentássemos estender esses resultados para incluir o 
caso 0º, chegaríamos a resultados conflitantes. A primeira re- 
gra diria que 0? = 1, ao passo que a segunda diria que 0? = 0. 

Aqui, nào estamos lidando com uma questáo de certo ou 
errado. Nenhuma das regras se aplica nesse caso, entào, nào 
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Capítulo 2 Limites e continuidade 


Limites no infinito 
Determine os limites nos Exercícios 41-54. 
„_ 25-3 1 
Ч. ЛЭ сет ^ AA 
2 fio 
48. lim 213 48. lim É 
x9 Sx? + 7 xo xl 
La 3 
6, lim AER 46. lim EA 
x—— 3x x>% 12x” + 128 
47. lim 501 (Se você tiver uma calculadora gráfica, tente 
x>% [x] fazero gráfico da função para —5 = x = 5.) 
“tod - 1 (Se vocé tiver uma calculadora gráfica, tente 
48. lim 7775 — fazer o gráfico de f(x) =x(cos (1/x) 1) próximo 


à origem para “ver” o limite no infinito.) 


52. lim In (1 + 1) 
1—00 t 


49. lim x + senx + 2Vx 


x—00 x + senx 
3/5. +: | А _ 
50. lim tr 53. lim tg^x 
x>% x73 + cos? x цан 


51. lim el” cos : 54. 


х—эоо 


Assíntotas horizontais e verticais 


lim e*sen”! 1 


1—00 


55. Utilize limites para determinar as едиас̧ӧеѕ рага todas as as- 
síntotas verticais. 


44 
#—3 
li 
— 2х +1 
х2 +х- 6 
x + 2х – 8 


а. у = 
b. f(x) = 


с. у = 


56. Utilize limites рага determinar as едиас̧ӧеѕ рага todas аз as- 
síntotas horizontais. 


LE 
a у = 
b. f(x) = or 
с. р(х) = AE ODE t4 


+ 
+4 
Л 

|» Y 


Exercícios adicionais e avancados 


há contradigáo. Poderíamos, na realidade, atribuir a 0? qual- 
quer valor que desejássemos, contanto que convencéssemos 
08 outros a aceitá-lo. 

Que valores vocé gostaria que 0" tivesse? Eis um exem- 
plo que pode ajudá-lo a decidir (veja o Exercício 2 a seguir 
para outro exemplo). 

a. Calcule x* para x = 0,1; 0,01; 0,001, e assim por diante, até 
o limite de sua calculadora. Anote os resultados obtidos. 
Qual é o padráo observado? 
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b. Faça o gráfico da função у = x" para 0 < x = 1. Muito 
embora a fungáo nào seja definida para х = 0, o gráfico 
se aproximará do eixo y pela direita. Para qual valor de y 
a curva parece convergir? Aumente a escala para embasar 
sua ideia. 


2. Uma razão para nào querer que 0º seja 0 ou 1 Quando o 


número x aumenta ao longo dos valores positivos, ambos os 
números 1/x e 1/(In x) se aproximam de zero. O que acontece 


com o número 
1 1/(n x) 
Хх) = (1) 


conforme x aumenta? Aqui estão duas maneiras de descobrir. 

a. Avalie f para x = 10, 100, 1000 e assim por diante, até o 
limite de sua calculadora. Que padrão você vê? 

b. Faça o gráfico de fem diversas janelas gráficas, inclusive 
janelas que contenham a origem. O que você pode notar? 
Trace os valores de y ao longo do gráfico. O que você pode 
determinar? 


3. A contração de Lorentz De acordo com a teoria da relativi- 
dade, o comprimento de um objeto, por exemplo, um foguete, 
parece a um observador depender da velocidade em que o ob- 
jeto viaja em relação ao próprio observador. Se o observador 
medir o comprimento L, do foguete em repouso, então, à velo- 
cidade v, o comprimento parecerá 


Essa equação é a fórmula da contração de Lorentz. Aqui, c é a 
velocidade da luz no vácuo, cerca de 3 x 10% m/s. O que acon- 
tece com L à medida que v aumenta? Determine lim, ZL. 
Por que o limite lateral à esquerda foi necessário? 


4. Controle do fluxo de um tanque durante о escoamento da 
água A lei de Torricelli diz que se vocé drenar um tanque 
como o mostrado na figura a seguir, a taxa y em que a água 
escoa será uma constante multiplicada pela raiz quadrada da 
altura da coluna de água x. A constante depende do tamanho e 
da forma da válvula de saída. 


Таха de vazáo de y pés?/min | 


Suponha que y — Vx/2 para um dado tanque. Vocé tenta 
manter uma taxa de vazáo razoavelmente constante ao adicio- 
nar água ao tanque com uma mangueira de vez em quando. 
Qual a altura da coluna de água que vocé deve estabelecer para 
manter a taxa de vazáo 

a. ay, = 1 pé*/min com precisão 0,2 pé*/min? 

b. a y, = 1 pé*/min com precisão 0,1 pé*/min? 

5. Expansão térmica em equipamentos de precisão Como 
vocé deve saber, a maioria dos metais se expande quando 
aquecido e se contrai quando resfriado. As dimensóes da pega 
de um equipamento de laboratório podem, ás vezes, ser táo 
importantes que o local onde o equipamento é fabricado deve 


ser mantido á mesma temperatura do laboratório em que o 
equipamento será instalado. Uma típica barra de alumínio com 
10 cm de largura, a 70%F, terá 


y=10+(+-70) x 1074 


centímetros de largura a uma temperatura ambiente /. Suponha 
que vocé utilizará uma barra como essa em um detector de 
ondas gravitacionais, no qual a largura da barra deve variar no 
máximo 0,0005 cm em relação aos 10 cm ideais. O quão pró- 
ximo a t, = 70°Е a temperatura deve ser mantida para assegurar 
que essa toleráncia nào seja ultrapassada? 


6. Linhas em uma jarra medidora O interior de uma típica 
jarra medidora de 1 litro é um cilindro circular reto com raio 
de 6 cm (veja a figura a seguir). O volume de água que coloca- 
mos na jarra é, portanto, uma função do nível л no qual a jarra 
é cheia, sendo a fórmula 


V=116"h = Збті. 


Com que precisáo devemos medir Л para 1 litro de арпа (1.000 
cm?) com um erro de, no máximo, 196 (10 cm3)? 


Linhas com 
cerca de | mm 
de largura 


po 
TS 


(a) 


г= бст 


| y =“ Volume líquido 
x= 
h rr —- AV =361rh 
(b) 


Uma jarra medidora de 1 litro (a), modelada como um cilindro 
circular reto (b) de raio r = 6 cm. 


Definicáo precisa de limite 


Nos Exercícios 7-10, utilize a definigáo formal de limite para provar 
que a função é contínua ет xy. 


7. Јо) = 
8. g(x) = 1/(2x), x, = 1/4 
9. h(x) = V2x — 3, 


х2-7,х,-1 


x = 2 


dade dos limites Mostre que uma função não pode ter 
dois limites diferentes no mesmo ponto. Isto é, se lim, ,, f(x) 
=Le lim, Дх) = L, então L, = Г. 
12. Prove a regra do múltiplo constante: 
lim Af(x) = k lim f(x) para qualquer constante Л. 
x— c 


xc 


13. 


14 


Limites laterais Selim q fx) = Ает, Ax) = B, de- 
termine: 

a. lim, fo? —x) e. lim, fo? =x") 

b. іт, Дх — x) d. lim, A? =x") 


Limites e continuidade Quais das seguintes afirmações são 
verdadeiras e quais são falsas? Se verdadeira, diga por quê; se 
falsa, dê um contraexemplo (isto é, um exemplo que confirme 
a falsidade). 


a. Se lim, ,, f(x) existe, mas lim, | g(x) nào existe, então 


ia 
lim, ,, (f(x) + g(x)) nào existe. 
b. Se nem lim, ,, f(x), nem lim, | g(x) existem, então 


lim, ,, (f(x) + g(x)) nào existe. 


€. Se fé contínua em x, então |f| também é. 
d. Se |f] é contínua em a, então f também é. 


Nos Exercícios 15 e 16, utilize a definição formal de limite para pro- 
var que a função possui uma extensão contínua no valor dado de x. 


15; 


16. 


17. 


18. 


19; 


20. 


2 


х.Х2-1 = — 
=> % = l 

x 2-3 00 
¿=== > x= 3 


Função contínua em um único ponto Seja 


fo) X, sexéracional 
х) = ES d 
0, sexéirracional. 


a. Mostre que fé contínua em x = 0. 


b. Utilize o fato de que cada intervalo aberto nào vazio de 
nümero reais contém tanto nümeros racionais quanto irra- 
cionais para mostrar que f nào é contínua em qualquer valor 
nào nulo de x. 


Fungáo régua de Dirichlet Sex é um número racional, en- 
tào x pode ser escrito de modo ünico como um quociente de 
inteiros m/n em que n > 0 e m e n nào possuem fatores comuns 
maiores do que 1. (Dizemos que tal fracào está simplificada. 
Por exemplo, 6/4 simplificada é 3/2.) Seja f(x) definida para 
todo x no intervalo (0, 1] por 


fo) l/n, sex = т/п é um número racional simplificado 
х) = £c H 
0, se x é irracional. 


Por exemplo, A0) = A1) = 1, (1/2) = 1/2, (1/3) = (2/3) = 1/3, 

Д1/4) = f(3/4) = 1/4, e assim por diante. 

a. Mostre que / 6 descontínua em qualquer nümero racional 
em [0, 1]. 

b. Mostre que /6 contínua em qualquer nümero irracional em 
10, 1]. (Sugestào: se e é um dado nümero positivo, demons- 
tre que há apenas um conjunto finito de números racionais 
r entre (0, 1] de modo que Ar) = e.). 

€. Esboce o gráfico de f. Em sua opiniáo, por que fé denomi- 
nada “função régua”? 

Pontos antípodas Existe alguma razão para acreditar que há 

sempre um par de antípodas (diametralmente opostos) sobre a 

Linha do Equador em que as temperaturas sejam as mesmas? 

Explique. 


Se lim (f(x) + g(x) = Зе lim (f(x) — g(x)) = —1, de- 


termine lim f(x)g(x). 
xc 
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21. Raízes de uma equagáo quadrática que 6 quase linear A 
equação ax? + 2x – 1 = 0, onde a é uma constante, possui duas 
raízes sea > —1 e a + 0, uma positiva e uma negativa: 


= £ S] + g 1 Yi +a 


ra) = a š rula) = — а 


a. O que acontece а r,(a) quando a — 0? E quando a > —1*? 

b. O que acontece a r (a) quando a — 0? E quando a — —1*? 

c. Fundamente suas conclusóes tragando r, (a) e r (a) como 
funções de a. Descreva o que você observa. 

d. Para reforcar, trace o gráfico de f(x) = ax? + 2x — 1 simulta- 
neamente para a = 1; 0,5; 0,2; 0,1 e 0,05. 


22. Raiz de uma equação Mostre que a equação x + 2 cos x = 0 
possui pelo menos uma solução. 


23. Funções limitadas Uma função fa valores reais é limitada 
superiormente em um conjunto D se existir um número N 
tal que f(x) = N para qualquer x em D. Chamamos N quando 
existe um limitante superior para fem D, e dizemos que fé 
limitada superiormente por N. De modo similar, dizemos que 
fé limitada inferiormente em D se existir um número M tal 
que f(x) = M para qualquer x em D. Chamamos M quando 
existe um limitante inferior para fem D, e dizemos que fé 
limitada inferiormente por M. Dizemos que fé limitada em D 
se for limitada superior e inferiormente. 

a. Mostre que / 6 limitada em D se, e somente se, existir um 
número В tal que |х) = B para todos os valores de x em D. 

b. Suponha que f seja limitada superiormente por М. Mostre 
que se lim, ,, f(x) = L, então L = N. 

c. Suponha que / seja limitada inferiormente por M. Mostre 
que se lim, „ Дх) = L, então L = M. 


24. Max fa, bj e min {а,Ь} 
a. Mostre que a expressáo 


a=b 
max {а,Ь} seth -N 


é igual a a sea = b e igual a b se b = а. Em outras palavras, 
max (а, b} fornece o maior dos dois números a е b. 

b. Determine uma expressão semelhante para min {a, b}, o 
menor de a e b. 


sen 0 
0 

A fórmula lim, ,, (sen 0)/0 = 1 pode ser generalizada. Se іт, fx)=0 

e f(x) nunca for zero em um intervalo aberto que contém o ponto х = с, 

exceto, possivelmente, o próprio c, entáo 


Generalizacáo de limites que envolvem 


sen f(x) _ 
ur f(x) 
Seguem diversos exemplos. 
а. lim Z= = 1 
х-0 x 
b. lim ELE = tim 2 tim E = 1-0 = 0 
х-э0 x20 x? 1>0 
. Sen(x2 — x — 2) sen(x^ —x — 2) 
с. lim = im 5 
х-»-1 3-1 хээ! (x° == 2) 
. (x2 — x - 2) e (x + DG = 2) 
m x+1 1 im, x+1 3 
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sen(1 - vA) sen(1 - м) 1- Vx . sen(x? — 4) sen( Vx - 3) 
9 zd = 29. lim —— — — a doit PM, А 
d. lim lim 2 x-—2 30. lim 
x1 au x1 e мх xcd ER 5 x9 
5 (r- Va)(1 + vs) Е. 1-х __1 Assíntotas oblíquas 
1: lim = lim == 
хэ! (ee D(1 + Va) etes D(1 $ м) Determine todas as assíntotas oblíquas possíveis nos Exercícios 31-34. 
3/2 E 
Determine os limites nos Exercícios 25-30. 31. у= E 33. у= Мх? +1 
ѕеп(1 — cosx) 27. lim sen(senx) х +1 
25: == EIN ES 32. y=x+x sen (1/x) 34. у= 
sen(x? + 
26. lim SL R y EA 
150º senV/x x0 


Capítulo Projetos de aplicacáo de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 

Leve até o limite 

Parte I 

Parte II (Zero Elevado à Poténcia de Zero: O que isso significa?) 

Parte III (Limites laterais) 

Visualize e interprete o conceito de limite por meio de experimentos gráficos e numéricos. 
Parte IV (Que diferenca faz uma poténcia) 

Veja como os limites podem ser sensíveis com várias poténcias de x. 


Indo ao infinito 

Parte I (Exploragáo do comportamento da fungáo quando x — oc ou x — —oc) 

Esse módulo fornece quatro exemplos de exploração do comportamento de uma função quando x —oo ou x — —оо. 
Parte II (Taxas de crescimento) 


Observe os gráficos que parecem ser contínuos, embora a função nào seja contínua. Várias questões relativas à continuidade são exploradas 


para a obtenção de resultados que você pode achar surpreendentes. 


3.1 


y = f@) 
Q(xo + h, f(xo + h)) 


1 
| хо + h) — f(xo) 


IP(xo, f(xo)) 


FIGURA 3.1 О coeficiente angular da reta 


oq оо + h) — f(xo) 
tangente em P é im — ШЕ: 
п 


Tangentes e derivadas em ит ponto 


DERIVAÇÃO 


VISÃO GERAL No início do Capítulo 2, discutimos como determinar o coeficiente 
angular de uma curva em um ponto e como medir a taxa de variagáo de uma fungáo. 
Agora que estudamos limites, podemos definir essas ideias com precisáo e verificar 
que ambas são interpretações da derivada de uma função em um ponto. Em seguida, 
estenderemos esse conceito de um único ponto para a fungáo derivada e desenvol- 
veremos regras para determinar facilmente essa função, sem ter que calcular quaisquer 
limites diretamente. Essas regras sáo usadas para estabelecer derivadas da maioria das 
funções comuns analisadas no Capítulo 1, bem como diversas combinações delas. 
A derivada é uma das ideias fundamentais em cálculo e é utilizada para resolver uma 
ampla gama de problemas que envolvem tangentes e taxas de variagáo. 


Nesta seção, definiremos o coeficiente angular e a tangente a uma curva em 
um ponto, e a derivada de uma função em um ponto. Mais adiante, interpretaremos 
a derivada como a taxa instantánea de variação de uma função e aplicaremos essa 
interpretação ao estudo de certos tipos de movimento. 


Determinacáo de uma tangente para o gráfico de uma funcáo 


Para determinar uma tangente em uma curva arbitrária y — f(x) em um ponto 
Р(х, f(x,)), usamos o procedimento apresentado na Seção 2.1. Calculamos o coefi- 
ciente angular da secante que passa рог P e por um ponto próximo Q(x, +h, f(x; + h)). 
Em seguida, investigamos o limite do coeficiente angular quando / — 0 (Figura 
3.1). Se o limite existir, o chamamos de coeficiente angular da curva em P e defini- 
mos a tangente em P como a reta que passa por P e que tem esse coeficiente angular. 


DEFINICÓES O coeficiente angular da curva у = f(x) no ponto P(x,, /(х,)) 
é o número 


f(xo + h) — f(xo) 
m — lim 


Jim p (desde que o limite exista). 


A reta tangente à curva em P é a que passa por P com esse coeficiente 
angular. 


Na Seção 2.1, Exemplo 3, aplicamos essas definições para determinar o coefi- 
ciente angular da parábola f(x) — x? no ponto P(2, 4) e a reta tangente à parábola em 
P. Vejamos outro exemplo. 
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у EXEMPLO 1 


y= 1 Determine o coeficiente angular da curva у = 1/x em qualquer ponto x = a 7 0. 
Qual é o coeficiente angular no ponto x = —1? 


Inclinação é zd 


(a) Em que ponto o coeficiente angular é igual a —1/4? 
(b) О que acontece com a tangente à curva no ponto (a, 1/а) à medida que a varia? 


Solução 
(a) Aqui, f(x) = 1/x. O coeficiente angular em (a, 1/a) é 
rar al x fla + h) — fla) _ "e = Е š = tim 182 (a + h) 
һ—0 Л h—0 h h50 h ala + h) 
= lim ——h eee RN 
FIGURA 3.2 О coeficiente angular da h=0 hala + h) | 1—0 ala + h) a? 


tangente fica mais íngreme perto da origem, : ji us » 2 " 
tornando-se mais gradual à medida que o Observe que é necessário escrever "lim, ,," antes de cada fração até o ponto 


ponto de tangéncia se afasta (Exemplo 1). em que se pode avaliar o limite substituindo Л = 0. О nümero a pode ser posi- 
tivo ou negativo, mas não pode ser 0. Quando а = - 1, o coeficiente angular é 
—1/(—1)? =-1 (Figura 3.2). 

(b) O coeficiente angular de y = 1/x no ponto em que x= a é —1/a?. Será —1/4 se 

1 


241 = = | 

2. 

Essa equação é equivalente a a?=4, assim a — 2 ou a — —2. A curva tem coefi- 
ciente angular —1/4 nos dois pontos (2, 1/2) e (-2, —1/2) (Figura 3.3). 

(с) O coeficiente angular —1/a? será sempre negativo se а #0. À medida que a > 0", 
о coeficiente angular se aproxima de —оо e a tangente se torna cada vez mais 
íngreme (Figura 3.2). Vemos essa situação novamente quando a — 07. Quando 
a se afasta da origem em qualquer diregáo, o coeficiente angular se aproxima 
de 0 e a tangente fica nivelada para se tornar horizontal. 


Coeficiente angular é — 1 


Coeficiente angular é — 1 


FIGURA 3.3 Duas retas tangentes ay=1/x Taxas de variação: derivada em um ponto 


com coeficiente angular —1/4 (Exemplo 1). A expressão 


(xo + h) — f(xo) 

fee th) fæ) , 10 
h 

é chamada de quociente da diferença de fem x, com incremento й. Se o quocien- 

te da diferença tiver um limite à medida que A se aproxima de zero, esse limite passa 

a ter um nome e uma notação especial. 


DEFINICAO А derivada de uma funcáo f em um ponto x, denotada por 
fo) € 


b 
7” Jim Jo ) f(xo) 


desde que esse limite exista. 


Se interpretarmos o quociente da diferença como o coeficiente angular de uma 
reta secante, entáo a derivada fornece o coeficiente angular da curva y = f(x) no ponto 
Рх, f(x,)). O Exercício 31 mostra que a derivada da função linear f(x) = mx + b em 
qualquer ponto x, é simplesmente o coeficiente angular da reta, de modo que 


Год) = m, 


que é consistente com nossa definigáo de coeficiente angular. 
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Se interpretarmos o quociente da diferenga como uma taxa de variagáo média 
(Seção 2.1), a derivada fornecerá a taxa instantánea de variação da função em rela- 
ção a x no ponto x = x,. Estudaremos essa interpretação na Seção 3.4. 


EXEMPLO 2 Nos Exemplos 1 e 2 da Seção 2.1, estudamos a velocidade de uma 
pedra que caía livremente a partir do repouso perto da superfície do solo. Sabemos que 
a pedra caiu y = 162 pés durante os primeiros / segundos, e utilizamos uma sequência 
de taxas médias em intervalos cada vez mais curtos para estimar a velocidade da 
pedra no instante / — 1. Qual era a velocidade exata da pedra nesse instante? 


Solução Consideramos f(t) = 162. Definiu-se a velocidade média da pedra durante 
o intervalo entre t= 1 e t= 1 + h segundos, para Л > 0, como sendo 


fA +h) — fU) 1614 hy — 16(1)2 u 16(h? + 2h) 


n n 7 = 16(h + 2). 
A velocidade da pedra no instante г = 1 é, então, 


Jim 16(h + 2) = 16(0 + 2) = 32 pés/s. 
A nossa estimativa inicial de 32 pés/s na Segáo 2.1 estava certa. 


Resumo 


Discutimos o coeficiente angular das curvas, retas tangentes a uma curva, a 
taxa de variação de uma função e a derivada de uma função em um ponto. Todas 
essas ideias se referem ao mesmo limite. 


Apresentamos a seguir todas as interpretações para o limite do quociente da di- 
ferenga, 


оо + h) — f(xo) 
lim л е rsr 
h—0 h 


1. O coeficiente angular do gráfico de у = f(x) em х = x, 

2. O coeficiente angular da tangente à curva y = f(x) em x =x, 
3. A taxa de variação de f(x) em relação a x em x = x, 

4. A derivada f (х,) em um ponto 


Nas próximas secóes, permitiremos que o ponto x, varie ao longo do domínio 


da função f. 
Exercícios 3.1 
Coeficientes angulares e retas tangentes 3. 4. 
y y 
Nos Exercícios 1-4, use a grade e uma régua para fazer uma estima- | 
tiva aproximada do coeficiente angular da curva (em unidades de y 111 | : | | 
por unidade de x) nos pontos P, e P,. | 
1. 2 
y | 
1 FN ШИ a 
ОЧ i Р; 
PL H P 
| I 2 х E х 
I— ler : н 
Nos Exercicios 5-10, determine uma equacáo para a tangente а cur- 
va em um ponto dado. Em seguida, esboce a curva e a tangente em 
Pr] " um ünico gráfico. 
i e 5. y-4-x (1,3) 
6. y=(x-12+1, (1,1) 
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7. y=2Vx, (1,2) 
1 

8. у=, (—1,1 

Дег ( ) 

9, у=, (2,-8) 


1 Д 
10. y = L, 2-1) 
> x ( 8 


Nos Exercícios 11-18, determine o coeficiente angular do gráfico 
da fungáo em um ponto dado. Em seguida, determine uma equagáo 
para a reta tangente ao gráfico naquele ponto. 


11. /0)-3241, (2,5) 
12. Дх) =х- 222, (1,-1) 
EE - 

13. g(x) = Pi (3, 3) 
Mg) = 5, (2,2) 

15. h() =, (2,8) 
16. 10) = 2 +31, (1,4) 


17. f(x) = Vx, (4,2) 
18. f(x) = Vx + 1, (8,3) 


Nos Exercícios 19-22, determine o coeficiente angular da curva no 
ponto indicado. 


19. у= 5, x=-1 


20. у-1-1, х-2 
шини! = 

21 PGS T €" 

22 у-5-4, жы 
ЖҰР lI" 


Retas tangentes com coeficientes angulares especificados 


Em que pontos os gráficos das funções nos Exercícios 23 e 24 têm 
tangentes horizontais? 


23. f(x) 2x? + Ax- 1 

24. о(х) = х – 3х 

25. Determine as equações de todas as retas com coeficiente an- 
gular —1 que sejam tangentes à curva y = l/(x — 1). 

26. Determine uma equagáo da reta que tenha coeficiente angular 
1/4 e que seja tangente à curva y = V x. 


Taxas de variacáo 


27. Objeto solto de cima de uma torre Um objeto foi derruba- 
do do topo de uma torre de 100 m. Sua altura acima do solo 
após г segundos é de 100 — 4,9? m. Qual a velocidade da que- 
da 2 segundos depois do objeto ter sido largado? 


28. Velocidade de um foguete Ет / segundos após a decolagem, 
um foguete se encontra a uma altura de 3º pés. Qual a velocida- 
de de subida do foguete 10 segundos após a decolagem? 


29. Variação da área do círculo Qual é a taxa de variação da 
área de um círculo (4 = 77?) em relação ao raio quando este 
forr=3? 

30. Variação do volume da bola Qual é a taxa de variação do 
volume de uma bola (V = (4/3)z7?) em relação ao raio quando 
este for r = 2? 


31. Mostre que a reta y = mx + b é sua própria reta tangente em 
qualquer ponto (xç, mx, + b). 


32. Determine o coeficiente angular da tangente à curva y = ТАТ: 
no ponto em que x — 4. 


Teste para tangentes 
33. O gráfico de 
2 
_ fx^sen(l/x) x + 0 
fo) = A x=0 
tem uma tangente na origem? Justifique sua resposta. 
34. O gráfico de 
_ Jxsen(l/x), x # 0 
86) = А х= 0 


tem uma tangente па origem? Justifique sua resposta. 


Tangentes verticais 


Dizemos que uma curva contínua y = f(x) tem uma tangente verti- 
cal no ponto em que x = x, se limpo (f(xo + h) — f(x0))/h = co 
ou —oo. Por exemplo, у = x! tem uma tangente vertical em x = 0 
(olhe a figura): 


О + А) = f(0) K — 0 

lim = lim 

h—0 h п-э0 h 
“рк” 


TANGENTE VERTICAL МА ORIGEM 


No entanto, y = х2? não tem tangente vertical em x= 0 (veja a figura 
seguinte): 


‚ g(0+h)=g(0)_. P-O 
lim = lim 
һ—0 Л h>0 h 
NT 


não existe, porque o limite é oo à direita e —oo à esquerda. 


SEM TANGENTE VERTICAL NA ORIGEM 


35. O gráfico de 


-1, x*«0 
f(x) = 0 х=0 
1, >0 


tem uma tangente na origem? Justifique sua resposta. 


36. O gráfico de 


U(x) = ЇЇ 


x«0 
x=0 


tem uma tangente vertical no ponto (0, 1)? Justifique sua 


resposta. 


Ю Represente graficamente as curvas nos Ехегсїс108 37-46. 


a. Em que ponto os gráficos parecem ter tangentes verticais? 
b. Confirme as suas conclusóes no item (a) com cálculos de 
limite. Mas, antes disso, leia a introdução dos Exercícios 35 


e 36. 
37. ys x?5 
38. у= x*5 
39. у= x!5 
40. y 2:35 
41. у= 4x25 — 2x 
42. у= xB — 528 


42 


ENSAIO HISTÓRICO 
A derivada 


Y 


QG, Ho) u^ 


— 
x 2=x+h 
A derivada de f emxé 
f'G) = lim fix + h) — fe) 
h50 h 
Жэн A ze) 


zx 


FIGURA 3.4 Duas formas para o 
quociente da diferença. 


| Derivada da função recíproca 


díl 1 
==» жа 


A derivada como funcáo 


O coeficiente 
angular da 
secante é 
KG) -fw 


1-х 


43. y 2 28— (x — 1) 
44. у= х1 + (x — 1) 
мэр (A х=0 
Y Ol хэд 


46. у = У |4 — x| 
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Capítulo З Derivação 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercicios 47-50 use um SAC para executar as seguintes etapas 
para as funções: 

a. Trace у = f(x) sobre o intervalo (х 1/2) =x = (xj + 3). 

b. Mantendo x, fixo, o quociente da diferença 
_ fo + h) — fo) 


q(h) n 


em x, se torna uma função do tamanho de passo Л. Digite essa 
funçào na área de trabalho do SAC. 


c. Determine o limite de д quando h — 0. 
d. Defina as retas secantes y = f(x) + q ` (х — xo) para h = 3,2 
e 1. Represente-as graficamente com fe a reta tangente ao 
longo do intervalo no item (a) 
47. f(x) 2x3 * 2x, 49. f(x) =x + sen (2х), х= 7/2 


48. f(x) = x + A 50. Дд = cos х + 4 sen (2x), 
„= 


x=0 


xw=1 


Na última seção, definimos a derivada de y = f(x) no ponto x — x, como o limite 


+ ñ) — fü 
Pd) = tim 2% l fo) 


Agora, investigaremos a derivada como uma função deduzida de f, consideran- 
do o limite em cada ponto x no domínio de f. 


DEFINIÇÃO A derivada de uma função f(x) em relação à variável x é a função 


f^, cujo valor em x é 


х + В) — f(x) 


ro) = pu у 


desde que o limite exista. 


Usamos a notação f(x) na definição para enfatizar a variável independente x 
em relação a qual a função derivada f'(x) que está sendo definida. O domínio de /” 
é o conjunto de pontos no domínio de /рага o qual o limite existe, o que significa 
que o domínio pode ser o mesmo ou menor que o domínio de f. Se f’ existe em um 


determinado x, dizemos que f é derivável (tem uma derivada) em x. Se f’ existe 
em cada ponto no domínio de f, chamamos f de derivável. 

Se escrevermos 2 =x + Л, então л = z — x, e Л se aproximará de 0 se, e somente 
se, z se aproximar de x. Portanto, uma definição equivalente da derivada é apresen- 
tada a seguir (veja a Figura 3.4). Às vezes, é mais conveniente usar essa fórmula ao 
calcular uma função derivada. 


Fórmula alternativa para a derivada 


f'G) = tim f) — fo) 


D g=% 


Cálculo de derivadas a partir da definição 


O processo para calcular uma derivada é chamado de derivação. Para enfatizar 
a ideia de que a derivação é uma operação realizada na função y = f (x), também 


usamos a notação 


410) 
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erivada da fungáo raiz quadrada 


| Der 


4 
ах ` 


x> 0 


para indicar a derivada f'(x). O Exemplo 1 da Seção 3.1 ilustra o processo de deri- 
vação para a função y = 1/x quando х = a. Para x representando qualquer ponto no 
dominio, temos a fórmula 

(ly. I 

dx УХ x 


Aqui há mais exemplos em que se permite que x seja qualquer ponto do domí- 
nio de f. 


х 


EXEMPLO 1 Determine a derivada de f(x) = гта 


Solução Usamos a definição de derivada, o que nos obriga a calcular f(x + h) e, 
em seguida, subtrair f(x) para obter o numerador do quociente da diferenga. Temos 


= _% EE LZ „ы 
10) = 5 © fe+h)= ¿y — р" m 
ra q f(x + h) $6) , 
f(x) = Jim Ё Definição 
xh _ xx 
= int +A=1 х-1 
Л-»0 Л 
tim 1. + 86 — 1) Ax + — Da_e_ad-cb 
h—0 h (x + h — 1)(x — 1) b 4 bd 
21 —h e 
Jim + Eh = ТЕ 1 Simplificar. 
-1 -1 Cancelar h # 0. 


= = CEE 5-1 їй 


EXEMPLO 2 


(a) Determine a derivada de f(x) = Vx para x > 0. 
(b) Determine a reta tangente à curva y = Vx em x = 4. 


Solução 
(a) Usamos a fórmula alternativa para calcular f’ 
1 fz) — f(x) 
1-2 
= tim VEL М 
= lim —>=x 
Zz—x 
li М2 = Vx 
im 


e (Vz м) (М + vx) 


| 1 1 
= 1 = 4 
su VERE ЗАЙ 


(b) O coeficiente angular da curva em x = 4 é 


La 
(4) = —— = =. 
Ша 


FIGURA 3.5 A curva y = Vxesua 
tangente em (4, 2). Determinamos о 
coeficiente angular da tangente por meio 
da avaliação da derivada em 

x = 4 (Exemplo 2). 


»- 


Inclinagáo O 


4 Inclinagáo 417 fo) 
10- 
B 
= 8 
5|- 
1 744 unidades. 588 
0 5 10 15 
(а) 
Inclinação 
А 


2 В Ц 
—^[ Coordenada уегиса!-1 


(b) 


FIGURA 3.6  Construímos o gráfico de 

y = f(x) em (b) ao traçar os coeficientes 
angulares do gráfico de у = f(x) em 

(a). A coordenada vertical em B’ é o 
coeficiente angular em P, e assim por 
diante. O coeficiente angular em £ é de 
aproximadamente 8/4 — 2. Vemos que a 
taxa de variação de fem (b) é negativa para 
x entre 4' e Р’, a taxa de variação de f 

é positiva para x à direita de D”. 
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A tangente é a reta que passa pelo ponto (4, 2) com coeficiente angular 1/4 
(Figura 3.5) 


= La 
y=2 +G 4) 


хэн, 


Notacóes 

Há vários modos de representar a derivada de uma função y = f(x), em que a 
variável independente é x e a variável dependente é y. Algumas das notações alter- 
nativas mais comuns para a derivada sáo 


dy d 
f) = y = E = 7 = Z дь) = pf) = рро). 


Os símbolos d/dx е D indicam a operaçào de derivagáo. Lemos dy/dx como “а 
derivada de y em relação a x”, e df/dx e (d/dx)f(x) como “a derivada de f em relação 
a x”. As notações “linha” y’ e /” vêm de notações que Newton usava para as deri- 
vadas. Já as notações d/dx são semelhantes às usadas por Leibniz. O símbolo dy/dx 
náo deve ser considerado uma razáo (pelo menos até que seja introduzida a ideia de 
“diferenciais” na Segáo 3.11). 

Para indicar o valor de uma derivada em um número específico x = a, usamos 
a notacào 


dy df d 
Ча) = =— = (х) 
f dx х=а ах х=а ахї х=а 
Por exemplo, по Exemplo 2 
d 1 1 1 
(4 Vx - = 2. 
PO" a 3 


Representacáo gráfica de uma derivada 


Muitas vezes, podemos representar a derivada de y = f(x) em gráficos razoá- 
veis ao estimar os coeficientes angulares no gráfico de f. Ou seja, representamos 
os pontos (х, /'(х)) no plano de coordenadas xy e os unimos com uma curva suave, 
que representa y = f'(x). 


EXEMPLO 3 Faça o gráfico da derivada da função y = f(x) na Figura 3.6a. 


Solução Esbogamos as tangentes no gráfico de f em intervalos frequentes e usamos 
seus coeficientes angulares para estimar os valores de f'(x) nesses pontos. Registra- 
mos os pares (x, /'(х)) correspondentes e os unimos com uma curva suave, como 
esbogado na Figura 3.6b. 


O que descobrimos no gráfico de у = f'(x)? Imediatamente percebemos 
1. em que ponto a taxa de variagáo de fé positiva, negativa ou nula; 
2. o valor aproximado da taxa de crescimento em qualquer x e seu tamanho em 
relação a f(x); 
3. os pontos em que a própria taxa de variação é crescente ou decrescente. 


Derivabilidade em um intervalo; derivadas laterais 


Uma função у = f(x) será derivável em um intervalo aberto (finito ou infinito) 
se tiver uma derivada em cada ponto do intervalo. Será derivável em um intervalo 
fechado [a, 5] se for derivável no interior (a, 5) e se os limites 


. f(a * h) — fla) 
йг h 


1 Derivada а direita em a 


h=0* 
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Inclinação = . f(b + h) нш f(b) 
ЖЬ + h) — f(b) lim — — —, — — Derivada à esquerda em b 
lim — h—0 h 
: Mr h0 
a ” — fia) existirem nas extremidades (Figura 3.7). 
i Derivadas à direita e à esquerda podem ser definidas em qualquer ponto do 


domínio de uma função. Segundo o Teorema 6 na Seção 2.4, uma função terá uma 
derivada em um ponto se, e somente se, tiver derivadas а esquerda e а direita nesse 
ponto e se essas derivadas laterais forem iguais. 


y = fe) 


EXEMPLO 4 Mostre que a função у = |х| é derivável em (—oo, 0) e (0, oo), mas nào 
>x (ет derivada em x = 0. 


1 1 
a+h b+h 
h> 0 h<0 


Solução Verifica-se na Seção 3.1 que a derivada de y = mx + b é o coeficiente an- 
FIGURA3.7 Derivadas em extremidades gular de m. Assim, á direita da origem, 
sáo limites laterais. 


4 (xp 40) E (1*2) = 1. (mx + b) = m, |x| = x 


À esquerda, 


(ху) = #(—х) = Ll) =—1. М 


(Figura 3.8). Мао é possível que haja derivada na origem porque nela as derivadas 
laterais sáo diferentes: 


ЭГ 0 * ^| —|0 h 
Derivada de |x| à direita em zero = lim | |= lol = lim Ш 
h=0 h h>0* h 
a 0 " 
= lim 7 |h| = h quando h > 0 
h—0* h 
= liml=1 
h—0* 
N А + h| – |0 Л 
Derivada de |х| à esquerda em zero = lim ad E lim Ш 
Л-»07 Л h—0 Л 
— na A я š 
= lim — ЈА = —h quando h < 0 
h—0_ h 
= lim —1 = -1. 
h—0- в 


EXEMPLO 5 No Exemplo 2, descobrimos que, para x > 0, 


= оо, 


Vo*h- VO m 
4 Л 1—0* Vh 
Como o limite (à direita) nào 6 finito, nào há derivada em x = 0. Como os 
coeficientes angulares das secantes que unem a origem aos pontos (h, Vh) em um 


gráfico de y = Vx tendem a oo, o gráfico apresenta uma tangente vertical na ori- 
gem. (Veja a Figura 1.17). i 


y' indefinida em x = 0: 


derivada à direita + Quando uma funcáo nào apresenta derivada em um ponto? 


derivada à esquerda 
Uma fungáo terá uma derivada em um ponto x, se os coeficientes angulares das 


FIGURA 3.8 А função y = |x| não é retas secantes que passam por P(x,, /(х,)) e um ponto O próximo no gráfico ten- 
derivável na origem, em que o gráfico tem егет a um limite à medida que O se aproxima de P. Quando as secantes não têm 
um “bico” (Exemplo 4). uma posição limite ou se tornam verticais à medida que O tende a P, a derivada não 
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” 


existe. Logo, a diferenciabilidade (derivabilidade) tem a ver com uma “suavidade 
do gráfico de f. Uma função pode não apresentar derivada em determinado ponto 
por vários motivos, incluindo a existéncia de pontos em que o gráfico apresenta 


1. um bico, em que as derivadas laterais são 2. uma cúspide, em que o coeficiente an- 
diferentes. gular de PQ tende a oo de um lado e a 
—oo do outro. 


3.uma tangente vertical, 4. uma descontinuidade (dois exemplos apresentados). 
em que o coeficiente 
angular de РО tende a 
оо ои a —oo de ambos os 
lados (aqui, —00). 


Outro caso em que a derivada pode deixar de existir ocorre quando o coefi- 
ciente angular da fungáo oscila rapidamente próximo a P, como em f(x) = sen (1/x) 
próximo da origem, onde é descontínua (veja a Figura 2.31). 

As funções deriváveis são contínuas 


Uma função é contínua em todos os pontos em que tiver uma derivada. 


TEOREMA 1 — Diferenciabilidade (derivabilidade) implica continuidade 


Se f tem uma derivada em x = c, então fé contínua em x = c. 


Prova Сото /'(с) existe, devemos mostrar que lim,» f(x) = f(c), ou, de manei- 
ra equivalente, que limpo f(c + h) = f(c). Seh # 0, então 


Hc + h) = fle) + (Hc + h) = f(c)) 
fle + h) — fc) 
Л 


Hc) + “Л. 
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Agora calcule os limites quando h — 0. Segundo o Teorema 1 da Seção 2.2, 


Jin fe +) jf + fim 


+ Де) „л, 
Л Л-»0 


= f(c) + f'(c)*0 


7 f(c) +0 


= f(c). 


Argumentos semelhantes com limites laterais mostram que, se f tem uma deriva- 
da lateral (à direita ou à esquerda) em x = c, então f é contínua desse lado em x = c. 

O Teorema 1 diz que, se uma função apresenta descontinuidade em determi- 
nado ponto (por exemplo, um salto), entào ela nào pode ser derivável nesse ponto. 
A função maior inteiro у = |х| nào é derivável em todos os inteiros x = n (Exemplo 


4 da Segáo 2.5). 


Cuidado А recíproca do Teorema 1 é falsa. Uma função nào tem necessariamente 
uma derivada em um ponto em que ela é contínua, como vimos no Exemplo 4. 


Exercícios 3.2 


Determinação de funções derivadas e seus valores 


Nos Exercícios 1-6, use a definição para calcular as derivadas das 
funções. Depois determine os valores das derivadas, conforme es- 
pecificado. 


L/0=4-% ISO, 

2. Fla) = (х- 1)2 +1; F(-D, F(0), F(2) 
3 g() = 2: 8010,80), (V3) 

4. ke) = 22; ron ao 4(V2) 
s. (0) = V30; р'(1), р'(3), р'(2/3) 

6. (5) = V2s +1; r'(0),7' (1), (1/2) 

Nos Ехегсісіоѕ 7-12, determine as derivadas indicadas. 
dy du 1 


T se y= 2x? 10. ^. se u=t—+ 
dr 3 2 dp 1 

8. — se гез" —2s5^-3 1]. — е p = ——— 
ds dq Р Vg +1 

9. É se s= —— n E se — — 
dt 5211 dw Х/з® — 2 


Coeficientes angulares e retas tangentes 
Nos Exercícios 13-16, derive as funções e determine o coeficiente 
angular da tangente no valor dado da variável independente. 

15. s- P-P, t=-1 

É 3 
L =? 


13. 10) =x+2, x=-3 


==0 = 16. y= 
14. k(x) = эу, x 2 
Nos Exercícios 17 e 18, derive as funções. Depois, determine uma 
equação para a tangente no ponto indicado no gráfico da função. 


x=-2 


8 
Vx-2 
18. у= 2(2) = 1+ V4-z, (zw) = (3,2) 


Nos Ехегсісіоѕ 19-22, determine os valores das derivadas. 


17. y = f(x) = (x,y) = (6,4) 


ds T 
19. di 1 se 5-1-3 
2v. 2 T——1 
` due sey- ES 
21 dr =_= — 2 
` d0|o-o vg =) 
22. dw se w = z+ Vz 
dz |.-4 


Uso da fórmula alternativa para derivadas 
Use a fórmula 


f'(x) = lim z: — x 


para determinar a derivada das funções nos Exercícios 23-26. 


23. => 


xu 
24. f(x) 232 - 3x +4 
— — : 
25. 50) = 
26. g(x) = 1 + Vx 


Gráficos 


Associe as funções representadas graficamente nos Exercícios 
27-30 com as derivadas das Figuras (a)-(d) a seguir. 


y y 
A 
x 
IVA ) 
0 х 
(а) (9) 
y y 
A 
(c) (d) 
27. 28. 


y 


y = fix) 


31. a. O gráfico da figura a seguir é composto por segmentos de 
reta unidos pelas extremidades. Em quais pontos do intervalo 
[- 4. 6] a fungáo / nào é definida? Justifique sua resposta. 


(1,2) 


(4,2) 


b. Desenhe o gráfico da derivada de f. O gráfico deve mostrar 
uma função escada. 


32. Recuperação de uma função a partir de sua derivada 
a. Use as informações a seguir para fazer o gráfico da função 
f no intervalo fechado [-2, 5]. 
i) O gráfico de fé composto por segmentos de reta fecha- 
dos unidos pelas extremidades. 
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ii) O gráfico começa no ponto (—2, 3). 
iii) A derivada de / é a função escada da figura a seguir. 


>x 


b. Repita o item (а), considerando que o gráfico começa em 
(2, 0) em vez de (-2, 3). 

33. Crescimento da economia О gráfico da figura a seguir 
mostra a variação percentual média anual, y = /(/) do produto 
interno bruto (PIB) norte-americano entre os anos 1983-1988. 
Represente graficamente dy/dt (onde for definido). 


1983 1984 1985 1986 1987 1988 


34. Moscas-da-fruta (Continuação do Exemplo 4 da Seção 
2.1.) As populagóes nascidas em ambientes fechados cres- 
cem devagar no início, quando há relativamente poucos 
membros, e depois mais rapidamente, á medida que o núme- 
ro de membros reprodutores aumenta e os recursos perma- 
necem abundantes, e, por fim, tornam a crescer a um ritmo 
lento, conforme a população atinge a capacidade de susten- 
tação daquele ambiente. 

a. Use a mesma técnica do Exemplo 3 para representar gra- 
ficamente a derivada da população de moscas-da-fruta. O 
gráfico da população é reproduzido aqui. 


Número de moscas 


0 10 20 30 40 50 
Tempo (dias) 


b. Durante quais dias a população parece estar crescendo 
mais rapidamente? E mais devagar? 


35. Temperatura О gráfico dado mostra a temperatura T em °F 
em Davis, Califórnia, em 18 de abril de 2008, entre 6 horas e 
18 horas. 
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Temperatura (°F) 


0 3 6 9 12 


12:00 15:00 
Tempo (h) 


18:00 


. Estime a taxa de variação da temperatura nos horários 

1) 7:00 ii) 9:00 iii) 14:00 iv) 16:00 

Em qual horário a temperatura aumenta mais rapidamente? 
E em qual diminui mais rapidamente? Qual é a taxa para 
cada um desses horários? 


т 


e 


Utilize a técnica gráfica do Exemplo 3 para traçar o gráfico 
da derivada da temperatura T versus tempo t. 


Perda de peso Jared Fogle, também conhecido como o “ga- 
roto-propaganda do Subway”, pesava 193 kg em 1997, antes 
de perder mais de 108 kg em 12 meses (<http://en.wikipedia. 
org/wiki/Jared_Fogle>). Um gráfico mostrando a perda de 
peso, possivelmente dramática, é apresentado a seguir. 


36 


Peso (kg) 


] | 
345678 9101112 
Tempo (meses) 


. Estime a taxa de perda de peso de Jared quando 

ipr=1 i)t=4 ii):—11 
b. Quando Jared perdeu peso mais rapidamente e qual é a taxa 
de perda de peso desse período? 


. Utilize a técnica gráfica do Exemplo 3 para tragar o gráfico 
da derivada do peso W. 


Derivadas laterais 


Calcule as derivadas а direita e à esquerda como limites para mostrar 
que as funções nos Exercícios 37-40 não são deriváveis no ponto P. 


o 


39. 40. 


Nos Exercícios 41 e 42, determine se a função definida por partes é 
derivável na origem. 


2% = 1, х2> 0 
ыг pi ач эс 0 


x. aom 
42. g(x) = We eb 


Diferenciabilidade e continuidade em um intervalo 


Nos Exercícios 43-48, cada figura mostra o gráfico de uma função 
em um intervalo fechado D. Em que pontos do domínio a fungáo 
parece ser 


a. derivável? 

b. contínua, mas náo derivável? 

с. пет contínua, nem derivável? 
Justifique sua resposta. 


48. 


Teoria e exemplos 
Nos Exercícios 49-52: 


49. 
50. 


53. 


54 


55 


56. 


57 


58. 


(ТЕ 


a. Determine a derivada f'(x) da função dada у = f(x). 

b. Faça os gráficos de у = f(x) e y = f'(x) lado a lado empre- 
gando planos coordenados diferentes e responda ás ques- 
tões a seguir. 

e. Para que valores de х, se for o caso, f” é positivo? E nulo? 
E negativo? 

d. Existe algum intervalo de valores de x em que a função 
y — f(x) cresce quando x aumenta? Ou diminui à medida 
que x aumenta? Como isso está relacionado com o que foi 
visto no item (c)? (Voltaremos a falar sobre essa relação na 
Segáo 4.3.) 


y=—2 51. y 2x3 
y=-1/x 52. у= x*/4 
Tangente a uma parábola А parábola у = 2x? — 13x + 5 


tem alguma tangente cujo coeficiente angular seja —1? Se as- 
sim for, determine uma equação para a reta e para o ponto de 
tangéncia. Se nào tem, por que nào? 
Tangente a у = Vx Alguma tangente à curva y = Vx 
cruza o eixo x em x = —1? Se sim, determine uma equação 
para a reta e o ponto de tangéncia. Se nào, por que nào? 
Derivada de-f Sabendo que uma função f(x) é derivável em 
х = ху, podemos afirmar alguma coisa sobre a diferenciabili- 
dade de —f em x = x,? Justifique sua resposta. 
Derivada de múltiplos Sabendo que uma função g(r) é de- 
rivável em г = 7, podemos dizer alguma coisa sobre a diferen- 
ciabilidade de 3g em 1 = 7? Justifique sua resposta. 
Limite de um quociente Suponha que as funções g(/) e A(t) 
sejam definidas para qualquer valor de ге que g(0) = A(0) = 0. 
Pode lim, ,, (g(t))/(h(t)) existir? Se sim, deve ser igual a zero? 
Justifique sua resposta. 
a. Seja f(x) uma função que satisfaz |f(x)|=xº para -1 <x< 1. 
Mostre que f é derivável em x = 0 e determine /'(0). 
b. Mostre que 
2 1 

х°зепу, x*0 

Хх) = 


0, x=0 


é derivável em x = 0 e determine f'(0). 


Faça o gráfico de y = 1/ (2vx) em uma janela que contenha 
0 = x = 2. Em seguida, na mesma tela, faça o gráfico de 


тэн Vx + h — Vx 
шааж Л 


para Л = 1; 0,5; 0,1. Então, tente л =—1; —0,5; —0,1. Explique 
о que ocorre. 


Regras de derivacáo 


3.3 
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во. Еаса o gráfico de у = 3x? em uma janela que contenha 


61. 


По. 


—2 = x = 2, 0 = у = 3. Em seguida, na mesma tela, faça o 
gráfico de 


o hy — xš 

Е Л 
para л = 2; 1; 0,2. Então tente h = —2; —1; —0,2. Explique о 
que ocorre. 
Derivada de y = |х| Faça o gráfico da derivada de f(x) = |]. 
Em seguida, faça o gráfico de y = (|x| — 0)/(x — 0) = |x|/x. O que 
se pode concluir? 
Função contínua de Weierstrass nào derivável em qual- 


quer ponto A soma dos primeiros oito termos da fungáo de 
Weierstrass f(x) = Baco (2/3)" cos (9"тх) é 


g(x) = cos (mx) + (2/3)! cos (9тх) + (2/3)? сов(92тх) 
+ (2/3) cos (Bix) + --- + (2/3) cos (9 7rx). 


Represente graficamente essa soma. Amplie o gráfico várias 
vezes. Quão tortuoso e acidentado é o gráfico? Especifique 
uma janela de visualização em que a parte apresentada do grá- 
fico seja suave. 


USO DO COMPUTADOR 


Use um SAC para realizar os passos a seguir com as funções dos 
Exercícios 63-68. 


a. Esboce o gráfico y = f(x) para verificar o comportamento 
global da função. 


b. Defina o quociente da diferença q em um ponto genérico x 
com incremento genérico h. 


. Calcule o limite quando Л — 0. Que fórmula é obtida? 


o 


Substitua o valor x = x, e esboce o gráfico da função 

y = f(x) com sua reta tangente nesse ponto. 

e. Atribua vários valores a x, maiores e menores que хү, na 
fórmula obtida no item (c). Os números são coerentes com 
a sua figura? 

f. Represente em gráfico a fórmula obtida no item (c). O que 

ela significa quando seus valores são negativos? E nulos? 

E positivos? Isso é coerente com o gráfico do item (a)? 

Justifique sua resposta. 


63. f(x) 2:29 +х2-х, x71 
64. f(x) = х3 +23, ху-1 
4x 
65. х) = 3 =2 
70) х? +1 x 
»—1 
66. = ^ =-1 
fo 3241 Ы 
67. f(x) = ѕеп 2х, xy— 7/2 


‚ Ло) = 22 cosx, ху= т/4 


Esta seção apresenta algumas regras que permitem derivar funções constantes, 
funções de potência, polinômios, funções exponenciais, funções racionais e deter- 
minadas combinações delas, simples e diretamente, sem ter que a cada vez aplicar 


limites. 
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(х, с) (х + А, с) 


Poténcias, multiplicacóes, somas е diferencas 


Uma regra simples de derivação é que a derivada de toda função constante é 
zero. 


Derivada de uma funcáo constante 


Se f tem o valor constante f(x) = с, entáo 


df uds 
q 260070. 


8 AAA 
ra a 


> 


o] 


2 


FIGURA 3.9 A regra (d/dx) (c) = 0 é 
outro modo de dizer que os valores de 
funções constantes nunca mudam e que o 
coeficiente angular de uma reta horizontal 
é zero em todo ponto. 
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Prova  Aplicamos a definição da derivada para f(x) = c, a função cujos valores são 
a constante c (Figura 3.9). Para qualquer valor de x, encontramos 


fl + h) — fo) _ 
h 


c—c 


lim 


/ (+) = na Л-»0 


Па Segáo 3.1, sabemos que 
d (1 1 df -2 
de ( 1) w: ou 7 (x ) зч 


Do Exemplo 2 da seçào anterior, também sabemos que 


Vx) ou E (x12) = 5х1, 


É ( 1 
dx 2Vx 


Esses dois exemplos ilustram uma regra geral para derivar uma poténcia x”. 
Comegamos por provar a regra quando л é um número inteiro positivo. 


Regra da poténcia para inteiros positivos 


Se n for um número inteiro positivo, entáo 


= yn = nn 


dx 


Prova da regra da potenciacáo para inteiros positivos A fórmula 
z-x = (zx) e zr xb 2 + l) 


pode ser verificada efetuando-se a multiplicação do lado direito. Em seguida, com 
base na fórmula alternativa da definigáo da derivada, 


fe) = fo) 2 25-37 
m 


"( sama Ян 
х) li = lim == 
/ z—x 2 x гэх ^ si 
= lim(z"^! + 2"7?х +++ zx"? + x")  ptermos 
z—x 
= qr 


A regra da potenciação é realmente válida para todos os números reais n. Vi- 
mos exemplos de um inteiro negativo e de uma potência fracionária, mas n também 
pode ser um número irracional. Para aplicar a regra da potenciação, subtraímos 1 do 
expoente original n e multiplicamos o resultado por n. 

Aqui, podemos afirmar a versão geral da regra, mas adiaremos sua prova até a 
Seção 3.8. 


Capítulo 3 Derivação 131 


Regra da potenciacáo (versáo geral) 


Se n for qualquer número real, entáo: 


para todo x em que as potências x" e x! forem definidas. 


EXEMPLO 1 Determine a derivada das seguintes poténcias de x. 

ar 0% (qu ada өх OVA 
Solucáo 

(a) £65) = 3,3-1 = 3⁄2 


(b) 402 = 25087-1 = Ay 

(c) 4 (хУ®) = yat 

(d) 2(1) = Да) = 11 5 4 
(e) 4 (yh) Е EN - -4x73 


dx 


Ф 2 (Му?) = L (xitam) = (1 + таче = 30 + m Vx" 


A próxima regra diz que, quando uma função derivável é multiplicada por uma 
constante, sua derivada é multiplicada pela mesma constante. 


Regra da multiplicacáo da derivada por uma constante 


Se u for uma função derivável de x, e c for uma constante, então: 


Prova 
li си(х + h) — cu(x)  Definicáo de derivada 
dy [тет Л com f(x) = cu(x) 
= аа u(x + h) — u(x) Propriedade do limite 
сша Л múltiplo constante 
= ейн и é derivável, 
x 
EXEMPLO 2 


(a) A fórmula derivada 
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diz que, ao mudar a escala do gráfico de у = x? multiplicando cada coordenada 
y por 3, multiplicamos o coeficiente angular em cada ponto por 3 (Figura 3.10). 


< 


(b) Negativo de uma funcáo 
A derivada do negativo de uma fungáo derivável и é o negativo da derivada 
da função. A regra da multiplicação por constante com c = -1 resulta em 


Inclinação = 3(2x) 


= 6х d d ШЭЭС: йи 
al -60)-6 e u) = aes 1-и) 5-1 qx UU) Е 
—: A regra seguinte diz que a derivada da soma de duas funções deriváveis é a 


soma de suas derivadas. 


N 
T 


Regra da derivada da soma 
Inclinação = 2x 
(1.1) 22122 Se u e v são funções deriváveis de x, então a soma de и + v é derivável em 
` qualquer ponto em que и е у sejam deriváveis. Em tais pontos, 


и + u) аи „йе, 


4 
de 


0 


Por exemplo, se у = x! + 12x, então y é a soma de u(x) = x! e v(x) = 12x. Tere- 


FIGURA 3.10 Gráficos de y = x? e y=3x?. 5 
mos entáo 


Triplicando-se a coordenada y, triplica-se o 
coeficiente angular (Exemplo 2). dy d 


À 4 d 3 
deo а) t 029 = 4x + 12. 


Prova  Aplicamos a definição da derivada para f(x) = u(x) + v(x): 


d . [u(x + h) + v(x + h)] — [u(x) + v(x)] 
di [u(x) + v(x)] = im n 
u(x +h) — u(x) | v(x + h) — v(x) 
im + 
h=>0 h h 
| Representação de funções por u e v = fim u(x + h) — u(x) + dim у(х + h) — у(х) _ du n 
As fungóes com as quais trabalhamos h—0 h h—0 h dx ах 
quando precisamos de uma fórmula | uu 
de derivagáo podem ser indicadas por Combinando a regra da soma com a regra da multiplicação por constante, ob- 
letras como fe g. Nào queremos usar temos a regra da diferença, que diz que a derivada de uma diferença de funções 
as mesmas letras ao estabelecer regras deriváveis é igual à diferenga de suas derivadas: 
gerais de derivagáo, por isso usamos d а du а йй dv 
letras como u e v, que dificilmente de (и — v) = ЕТ [u + (—1)u] = d + (-1) k k 


terão sido usadas antes. 


A regra da soma também se estende às somas finitas de mais de duas funções. 
Se Uy, Цуу нь» и, SÃO deriváveis em х, entáo u +u +. +u também seráo, e 
du, du du, 


4 = — ... 
g tuz + ctas) qot k t E 


Por exemplo, para verificar se a regra vale para três funções, calculamos 


d = d 2 а duz du, du» dus 
q + wm + из) = q + и) + uz) = qx Un + u>) + dx 26 + E + 267 


O Apéndice 2 traz a prova, por indugáo matemática, para qualquer número 
finito de termos. 


EXEMPLO 3 Determine a derivada do polinômio y = х? + ix = Se % 1, 


dy 
Solução ly d 3 44 (te) 4 (sx) + 40) Regras da soma e da diferenga 


dx dx ах \3 


= 3⁄2 42-30 3x2 + Ex 5 


(0,2) 


FIGURA 3.11 Curva no Exemplo 4 e suas 
tangentes horizontais. 


FIGURA 3.12 А posição da curva 
у= (a^ — 1)/һ, a > 0, varia continuamente 
de acordo com a. 
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Podemos derivar qualquer polinómio termo a termo, assim como fizemos com 
os polinómios do Exemplo 3. Todos os polinómios 840 deriváveis em todos os va- 
lores de x. 


EXEMPLO 4 А curva y xx – 2x? + 2 tem tangentes horizontais? Se sim, onde? 


Solucáo As tangentes horizontais, se houver, ocorrem onde o coeficiente angular 
dy/dx é nulo. Temos 


dy dos 2 = 43 
a da 2x* + 2) = 4х 4x. 
. dy 
Agora resolva a equagáo de = 0 para x: 
4х? — 4х = 0 
4x(x? — 1) = 0 
x=0,1,-1. 


A curva у = x^ — 2x? + 2 tem tangentes horizontais em x= 0, 1 e —1. Os pontos 
correspondentes na curva são (0, 2), (1, 1) e (71, 1). Veja a Figura 3.11. Veremos no 
Capítulo 4 que a determinação dos valores de x, onde a derivada de uma função é 
igual a zero, é um procedimento importante e útil. 


Derivadas de funcóes exponenciais 


Abordamos brevemente as funções exponenciais na Seção 1.5. Quando aplica- 
mos a definigáo de derivada para f(x) = a*, obtemos 


dis : = ! 
ER (a`) lim Definição de derivada 


7 аг шах 


Fatorar isolando а" 


ах é constante quando h — 0. 


um número fixo L (1) 


Assim, vemos que a derivada de a* é uma mültipla constante L de a*. A cons- 
tante L é um limite diferente de todos os que encontramos anteriormente. Observe, 
no entanto, que ela é igual a derivada de f(x) = a* quando x = 0: 

h _ ¿0 
'(0) = limi = lim =, 
/ ( ) h=0 h h=0 h 


O limite L é, portanto, o coeficiente angular da curva de f(x) = а" no ponto em 
que ela intercepta o eixo y. No Capítulo 7, em que desenvolveremos detalhadamente 
as funções logarítmicas e exponenciais, provaremos que o limite L existe e tem o 
valor In a. Por ora, investigaremos valores de L por meio da representação gráfica 
da função y = (a^ — 1)/h e da observação de seu comportamento quando A tende a 0. 

A Figura 3.12 mostra os gráficos de y = (a^ — 1)/h para quatro valores de a. O 
limite L 6 de aproximadamente 0,69 se a=2, cerca de 0,92 se a=2,5 e cerca de 1,1 
se а = 3. О valor de L parece ser 1 em algum número a escolhido entre 2,5 e 3. Esse 
valor é dado por a = e ~ 2,718281828. Com essa escolha de base, obtemos a função 
exponencial natural f(x) = e*, conforme abordado na Segáo 1.5, e vemos que ela 
satisfaz a propriedade 


134 Cálculo 


FIGURA 3.13 A reta que passa pela 
origem é tangente ao gráfico de y = e* 
quando а = 1 (Exemplo 5). 


" -— e^ = E 
f = Inn h =1 (2) 


Como o limite é 1, cria-se uma relação notável entre a função exponencial 
natural e* e sua derivada: 


doe " e” — 1 

е lim е“ Equação | com а = 
да)" ml e тэ» 
= 1:е* = е“, Equação 2 


Dessa maneira, a fungáo exponencial natural 6 sua própria derivada. 


Derivada da funcáo exponencial natural 


d x = X 
ax € )= e 


EXEMPLO 5 Determine uma equação para uma reta que seja tangente ao gráfico 
de у = е' e passe pela origem. 


Solução Como a reta passa pela origem, sua equação tem a forma y = mx, em 
que m é o coeficiente angular. O coeficiente angular é m = (e^ — 0)/(a — 0) se for 
tangente ao gráfico no ponto (a, е“). O coeficiente angular da exponencial natural 
em x= a é e”. Como esses coeficientes angulares são iguais, temos que е“ = e^/a. 
Segue que a = | e m = e. Logo, a equação da tangente é у = ex. Veja a Figura 3.13. _ 


Podemos questionar se, além da fungáo exponencial natural, há outras fun- 
ções que sejam suas próprias derivadas. A resposta é que as únicas funções que 
satisfazem a condição f'(x) = f(x) são aquelas que são múltiplas constantes da 
função exponencial natural f(x) = с - е", sendo c qualquer constante. Provaremos 
esse fato na Seção 7.2. Observe, com base na regra da multiplicação por constan- 
te, que, de fato, 


4 (cre) = cL (e!) = c°*e*. 


Produtos e quocientes 


Embora a derivada da soma de duas funções seja a soma de suas derivadas, а 
derivada do produto de duas funções não é o produto de suas derivadas. Por exemplo, 
4 (уу 9 (02у 4 4.4 д141- 
pi х) = dx (x^) = 2x, enquanto = (x) F^ (х) = 1:1 = 1. 


A derivada de um produto de duas funções é a soma de dois produtos, como 
explicaremos a seguir. 


Regra da derivada do produto 


Se и e v sào deriváveis em х, entáo o produto uv também é. e: 
du 


d dv 
p» (uv) Up + ve 


A derivada do produto uv é и multiplicado pela derivada de v somado a v mul- 
tiplicado pela derivada de и. Em notação “linha”, (uv) = uv' + vu'. Em notação de 
funcáo, 


£ [/(х)е(х)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x). 


| Ilustração da regra do produto 
Se u(x) e v(x) são positivas e aumentam 
quando x aumenta, e se Л > 0. 


v(x + h) 
Av E 


v(x) 


/ Au \ 
u(x) u(x + h) 
Entào, a variaçào no produto и é a 
diferença nas áreas “quadradas” maiores 
e menores, que é a soma dos retángulos 
superior e á direita, sombreados de azul. 
Isto é: 


A(uv) = u(x + h)v(x + h) — u(x)u(x) 


= u(x + h)Av + v(x)Au. 
Dividindo por h, temos: 
A(uv) _ Av Au 
| EN u(x + yA + v(x) TO 


О limite quando Л — 0* fornece a regra 
do produto. 
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EXEMPLO 6 Determine a derivada de (a) y = ү (х? + е) е (b) у= e>. 


$ошсао 
(a) Aplicamos a regra do produto com u = l/x e v =x? + e*: 


29) 


1 ; i L) Ls EB 
Larse) + (2 + )(—) ai; n) dy Уа F 


AY, E 
X dx x m. 


e* 
L + @&= D = 
( a 


(b) 4 (е2) 4 (ех е") = е" • 4 (ех) + e (e) = 2е:е* = 20% 
Prova da regra do produto derivada 

d А и(х + h)u(x + h) — u(x)u(x) 

de Un) = Bm à 


Para transformar essa fragáo em uma equivalente que contenha razóes incre- 
mentais para as derivadas de u e v, subtraímos e adicionamos u(x + h)v(x) ao nu- 
merador: 


d и(х + h)v(x + h) — u(x + h)v(x) + u(x  h)v(x) — u(x)v(x) 
qu Gv) = lim : 
43 h—0 
= Jim "T у(х + г — у(х) б) и(х + В — u(x) 
шанг ын ss + h) — u) 


limu(x + h)» lim + v(x). lim : 
h—0 ( ) h> h (x) h>0 h 

Quando A tende a zero, u(x + h) aproxima-se de u(x), porque u, sendo derivável 
em x, é contínua em x. As duas frações se aproximam dos valores de dv/dx em x e 
du/dx em x. Resumindo, 


d _ dv du 
qx (UU) ni + vU 


EXEMPLO 7 Determine a derivada de y = (x? + 1)(хЎ + 3). 


Solução 
(a) A partir da regra do produto com u = x? + 1 e v = xš + 3, determinamos 
2 о? + о? + з)] = 6 * DG) + GP + 320) 200) и v 


= 3х% + 3x? + 2x! + бх 
= 5x* + 3x? + бх. 
(b) Também podemos derivar esse produto em particular (e talvez até de um modo 


mais eficaz) fazendo a multiplicação na expressão original para y e derivando 
o polinômio resultante: 

у= (х2 + 0) +3) = х? + х 32 + 3 

ау 4 2 
a = ЭХ + 3х + бх. 


Isso está de acordo сот о поѕѕо primeiro cálculo. 
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A derivada do quociente de duas funções é dada pela regra do quociente. 


Regra da derivada do quociente 


Se u e v são deriváveis em x e se v(x) # 0, então o quociente и/ é derivável 
em x, e: 


Em notagáo de fungáo, 


d | _ в(х)/'(х) - f(x)g'(x) 
dx |8(х) gx) š 


EXEMPLO 8 Determine a derivada de (a) y = 2 


1 X 
Es 1901-65. 


Solucáo 
(a) Aplicamos a regra do quociente com u= 2—1ev-—fP-1: 


d 3 " БИГ: ЖИ ¿242 d (9 Е v(du/dt) — u(dv/dt) 
у — (t^ + 1)*2t — (t 1):3/ Fit š 
dt (É + 1)? 


24 + 2t — 300 + 3⁄2 
(8 + 1)? 


= = + 3⁄2 +2 
(0-1) 
d c [lY ¿OS Те _ =] _ ә 
(b) dx (e ) dx (2) (e)? ех е 
Ргоуа da гедга da derivada do quociente 


u(x + h) zs ux) 
d (4) (х + h) v(x) 


lim 


dx NU h—0 h 
li v(x)u(x + h) — u(x)u(x + h) 
= к hu(x + h)v(x) 


Para transformar a última fragáo em uma equivalente que contenha a razáo 
incremental para as derivadas de u e v, subtraímos e adicionamos v(x)u(x) ao nu- 
merador. Temos entào 


d (4) = ii v(x)u(x + h) — u(x)u(x) + v(x)u(x) — u(x)v(x + h) 
dc (Y) T кб hu(x + h)v(x) 
u(x + h) — u(x) у(х + h) — v(x) 
| v(x) A и(х) h 
Е Дш у(х + h)u(x) 


Ao calcular o limite no numerador e no denominador, obtemos a regra do quo- 
ciente. 

A escolha de quais regras utilizar ao resolver um problema de derivação pode 
fazer diferenga na quantidade de trabalho a ser feito. Veja o exemplo a seguir. 


| Como ler os símbolos de derivadas 
y' 


“y linha” 

y" “у duas linhas" 
d?y : А 
шав “4 dois y dx dois” 
ах? 
y" “y trés linhas” 
ym) “ул” ou “a derivada n-ésima de y” 
d"y " 

ы "d n y dx n" 
dx" i 
р" «p n” 
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EXEMPLO 9 Ет vez de usar a regra do quociente para determinar a derivada de 


(x — DG? — 2x) 
pe 
х 


expanda o numerador e divida por x^: 


(х-1)42-25) _2—3х?+2х_ 01 


›= 
3 g^ x 


3x? + 2x2. 


Em seguida, use as regras da soma e da poténcia: 


1 
2 z-y*-3(-2x**-2-3x* 
1. 600. 16) 
х? х! х* 


Derivadas de segunda ordem e superior 


Se у = f(x) é uma função derivável, então a sua derivada f'(x) também é uma 
função. Se f” também for derivável, pode-se derivar f" para obter uma nova função 
de х denotada por f". Logo, f" = (f")'. A função f” é chamada de segunda derivada 
de f porque é a derivada da primeira derivada. Ela é denotada de várias maneiras: 


" Фу а (Ф\ү dy  , _ na : 
ro == (42) ш =?" = DANO) = D2 fo). 
O símbolo D? significa que a operação de derivação é realizada duas vezes. 
Se у = x5, então y' = 6x5, e temos 


| 
me 


Y des 4 
2 = ер = 06) 30х7. 


Logo, D2(x5) = 30x*. 
Se y" é derivável, a sua derivada, y" = dy"/dx = у/ах?, é a terceira derivada 
de y em relagáo a x. Os nomes continuam como vocé imagina, com 


n, 
(п) — d (7-1) — Фу 


дэ = p" 
y dx? dx" Ру 


indicando a n-ésima derivada de y em relação a x para qualquer inteiro positivo л. 

Podemos interpretar a segunda derivada como a taxa de variação do coeficiente 
angular da tangente de um gráfico de y = /(х) em cada ponto. No próximo capítulo, 
veremos que a segunda derivada revela se um gráfico tem concavidade para cima 
ou para baixo a partir da tangente conforme nos afastamos do ponto de tangéncia. 
Na próxima segáo, analisaremos a segunda e a terceira derivadas em termos de mo- 
vimento ao longo de uma reta. 


EXEMPLO 10 Аз primeiras quatro derivadas de y = xš — 3x2 + 2 são 


Primeira derivada: y'= 3х2 — бх 
Segunda derivada: у” = 6х – 6 
Terceira derivada: у” = 6 
Quarta derivada: у®=0 


A função apresenta derivadas de todas as ordens, sendo a quinta e as demais 
derivadas todas iguais a zero. 
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53. Suponha que и e v sejam funções de x deriváveis em x= 0 e que 


Nos Exercícios 1-12, determine a primeira e a segunda derivadas. 


Cálculos de derivadas 
1. y=2+3 
2. y=22+x+8 
3. s2 58-365 

4. w-3z! - 72 + 2122 

a š 

5. у= 3 x + 2e 

E cue Ld 

6. у= 3 + > + 4 


Nos Exercícios 13-16, determine y” (a) pela aplicagáo da regra do 


7. w = 3z2 — i 


4 


8. s= —2r" + — a. 


9. y=6x2— 10x - 5x? 
10. y-4-2x- x? 


produto e (b) pela multiplicação dos fatores para produzir uma 


soma de termos mais simples para derivar. 


13. 
14. 


ysG-2ye-x-t1) 


у= (2х + 3)(5х? - 4x) 


Determine as derivadas das funções nos Exercícios 17-40. 


u(0) = 5, u'(0)==3, v(0)==1, v'(0) = 2. 


Determine os valores das derivadas a seguir em x — 0. 


d (v 
€ M 


d 
d. 7. (7v — 2u) 


d 
E (uv) 


6) 


dx 


1 1 5 54. Suponha que u e v sejam funções deriváveis de x e que 
Lr=>3->3 
32 25 u(1)=2,4(1)=0, v(1)=5, v(1)=-1. 
mr yl 
da) P ot Determine os valores das derivadas a seguir em x = 1. 
d а [v 
а. уу (uu) C dk (2) 
d fu 4 - 
| А b. dx (£) d. 2 (7v — 2u) 
15. у= (x + Dix Ft x 
A Coeficientes angulares e tangentes 
16. у= (14-32) 994 — x3) 9 зе 
55. a. Normal à curva Determine uma equação para a reta per- 
pendicular à tangente da curva у = х? — 4x + 1 no ponto 
28. у = (x + DG + 2) (2,1). 
( — DG — 2) b. Menor coeficiente angular Qual é o menor coeficiente 
29. y-2e* +e" angular dessa curva? Em qual ponto ela apresenta tal coefi- 
à va x? + 3e* ciente angular? 

У 28 х c. Tangentes com coeficiente angular especificado De- 
31. y=xše* termine equações para as tangentes à curva nos pontos em 
32. w-re* que o coeficiente angular da curva seja 8. 

33. y 2 x9 e 56. a. Tangentes horizontais Determine equações para as tan- 
34 22 3/54 432 gentes horizontais à curva y = x? — 3x — 2. Também de- 

S ec id termine equações para as retas que são perpendiculares a 
35. s= "i *3e essas tangentes nos pontos de tangéncia. 

36. w = as + т b. Menor coeficiente angular Qual é o menor coeficiente 


37. у= Vx - x° 


у= МУ 95 + 2el3 


e(t t e) 
e 


Determine as derivadas de todas as ordens das fungóes nos Exercí- 


_2х+5 
17. у Зх —2 
18. z = = ax 
3x" x 
-х1-4 
19. g(x) = +05 
2-1 
20. f(t) = 
Ko P+t-2 
21. 0=(1-0(1 +ê)! 
22. w = (2х- Ty (x + 5) 
Vs — 1 
23. s) = 
Fs) ri 
5х + 1 
24. и=?Х L 
2Vx 
25. ja bA Av 
1 
26. r= (+ + va) 
vo 
1 
27. у 
Pq DG2 + x+ 1) 
cios 41-44. 
<P IA 
4. у= 58 -x 
= 
42. У 20 


43. у= (x 1)(2 + 3x- 5) 


44. у= (48 + 3x)(2 - х) 


Determine a primeira e a segunda derivadas das fungdes nos Exer- 
cícios 45-52. 


3 
<” 7, 
45. = —— 
2 - 
46. з= 5—1 
Ё 
0-1102-0-41 
ag, pa MEC Ше EB X ) 
ӨЗ 
48. y Юе" — x + D) 


x! 


angular da curva? Em qual ponto ela apresenta tal coefi- 
ciente angular? Determine uma equação para a reta que é 
perpendicular à tangente da curva nesse ponto. 


57. Determine as tangentes para a serpentina de Newton (repre- 
sentada a seguir) na origem e no ponto (1, 2). 


58. Determine a tangente à (curva) bruxa de Agnesi (representada 


49. w= ( xj -2) 
а? +3 

50. di ETE 

51. w=322e% 

52. у= e'(z- 1)(22 + 1) 


а seguir) no ponto (2, 1). 


59. Tangente quadrática à função identidade А curva у = ax? 
+ bx + c passa pelo ponto (1, 2), tangenciando a reta y = x na 
origem. Determine a, be c. 


60. Quadráticas com uma tangente em comum As curvas y = 
х?+ ах + be у= cx — x? têm uma tangente em comum no ponto 
(1, 0). Determine а, b e c. 


61. Determine todos os pontos (x, y) no gráfico de f(x) = 3x2 — 4x 
com tangentes paralelas à reta y = 8x + 5. 


62. Determine todos os pontos (x, у) no gráfico de g(x) = 

1.5..3 

3* 2* 

63. Determine todos os pontos (x, у) no gráfico de у = x/(x- 2) 
com tangentes perpendiculares à reta y = 2x + 3. 


2 + | com tangentes paralelas à reta 8x — 2y = 1. 


64. Determine todos os pontos (x, у) no gráfico de f(x) = x? com 
tangentes que passam pelo ponto (3, 8). 


65. a. Determine uma equação para a reta que seja tangente à 

curva y = х? — x no ponto (-1, 0). 

. Esbocea curva e a tangente em um ünico gráfico. A tangente 
intercepta a curva em outro ponto. Use os comandos “Zoom” 
e "Trace" para estimar as coordenadas desse ponto. 

. Confirme suas estimativas das coordenadas do segundo 
ponto de interseção resolvendo as equações da curva e da 
tangente simultaneamente (tecla *Solver"). 

66. a. Determine uma equação para a reta que seja tangente à 
curva y = х? — бх? + 5x na origem. 

. Esboce a curva e a tangente em um único gráfico. A tan- 
gente intercepta a curva em outro ponto. Use os comandos 
“Zoom” e “Trace” para estimar as coordenadas desse ponto. 

c. Confirme suas estimativas das coordenadas do segundo 

ponto de intersegáo resolvendo as equagóes da curva e da 
tangente simultaneamente (tecla *Solver"). 


Teoria e exemplos 


Para os Exercícios 67 e 68, avalie cada limite ao converter cada um 
deles em uma derivada com um determinado valor de x. 
81 


67. lim * 
x1 Х-1 
29 _ 1 
68: E х +1 


69. Determine o valor de a que torna a seguinte função derivável 
para todos os valores de x. 


gi) = k 


2 
ХЭ--3Х 


ѕех < 0 
sex 2 0 


70. Determine os valores de a e b que tornam а seguinte função 
derivável para todos os valores de x. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 
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a —1 


x= =] 


ax + b, 
= o —3, 


O polinômio geral de grau л tem a forma 


= л-1 2 
Р(ху=ар*+а„_үх tH. tapt taxta 


em que a, + 0. Determine Р'(х). 


Reacáo do organismo a um medicamento A resposta do 
corpo a uma dose de um medicamento é ás vezes representada 
por uma equagáo na forma 


em que C é uma constante positiva e M é a quantidade de me- 
dicamento absorvida pelo sangue. Se a resposta é uma varia- 
gáo na pressáo sanguínea, entáo R é medido em milímetros de 
mercúrio. Se a resposta for uma variação de temperatura, R 
será medido em graus, e assim por diante. 

Determine dR/dM. Essa derivada, em fungáo de M, é chamada 
de sensibilidade do organismo ao medicamento. Na Segáo 4.5, 
veremos como determinar a dose de medicamento á qual o 
corpo é mais sensível. 


Suponha que, na regra do produto, a função v tenha um valor 
constante c. O que diz a regra da derivada do produto? O que 
se conclui a partir disso sobre a regra da derivada da multipli- 
cação por constante? 


Regra da derivada da recíproca 
a. A regra da derivada da reciproca diz que em qualquer pon- 
to em que a função v(x) seja derivável e diferente de zero, 


4 (ly. Ido 

dx VU v? dx 
Mostre que a regra da derivada da recíproca é um caso es- 
pecial da regra da derivada do quociente. 


b. Mostre que a regra da recíproca com a regra da derivada do 
produto formam a regra da derivada do quociente. 


Generalizando a regra do produto А regra da derivada do 
produto fornece a fórmula 


"T 
qi UU = uu Уа 


para a derivada do produto uv de duas funções deriváveis de x. 

a. Qual é a fórmula análoga para a derivada do produto uw 
de três funções deriváveis de x? 

b. Qual é a fórmula para a derivada do produto u u,u,u, de 
quatro funções deriváveis de x? 

€. Qual é a fórmula para a derivada do produto u u,u,- · .u, de 
um número finito n de funções deriváveis de x? 


Regra da potência para inteiros negativos Use a regra da 
derivada do quociente para provar a regra da potência para in- 
teiros negativos, isto é, 


-m-1 


My = —mx 


d 
dx G 


em que т é um nümero inteiro positivo. 


Pressão no cilindro Ѕе um gás for mantido em um cilindro 
a uma temperatura constante 7, a pressáo P estará relacionada 
com o volume V de acordo com uma fórmula da forma 


nRT an? 


PEP ү? 
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em que a, b, n е R são constantes. Determine dP/dV. (Veja a 78. Quantidade ideal de pedidos Uma das fórmulas para geren- 


figura a seguir.) 


3.4 


Derivada como taxa de variação 


ciamento de estoque diz que o custo médio semanal de pedi- 
dos, pagamentos e armazenamento de mercadoria é 


em que q é a quantidade pedida em períodos de baixa no esto- 
que (de sapatos, rádios, vassouras ou qualquer outro item); k 
é o custo da colocagáo de um pedido (o mesmo, independen- 
temente da frequéncia do pedido); c é o custo de cada item 
(constante); m é a quantidade de itens vendidos por semana 
(constante); e h é o custo semanal para manter cada item 
(constante que incorpora aspectos como espaco, utilidade, se- 
guro e segurança). Determine dA/dq e d? A/dq?. 


Na Seção 2.1, estudamos as taxas de variação média e instantánea. Nesta seção, 
continuaremos a estudar outras aplicações em que as derivadas modelam as taxas de 
variação. É natural pensar em uma quantidade variando em relação ao tempo, mas 
outras variáveis podem ser tratadas da mesma forma. Por exemplo, um economista 
pode querer estudar a razão pela qual o custo da produção de aço varia em relação 
à quantidade de toneladas produzidas, ou um engenheiro pode querer saber como a 
potência de um gerador varia com a sua temperatura. 


Taxas de variação instantânea 


Se interpretarmos a razão incremental (f(x + h) — f(x))/h como a taxa de va- 
riação média em f durante o intervalo de x a x + h, podemos interpretar seu limite 
quando Л — 0 como a taxa de variação de / no ponto х. 


DEFINIÇÃO А taxa de variação instantânea de fem relação a x é a derivada 


f(xo + h) — f(xo) 


УТ (хо) = im П Я 


desde que о limite exista. 


Logo, taxas instantáneas sáo limites de taxas médias. 

Convencionou-se usar o adjetivo instantáneo mesmo quando x náo representa 
tempo. Entretanto, o adjetivo é omitido frequentemente. Quando dizemos taxa de 
variação, queremos dizer taxa de variação instantánea. 


EXEMPLO 1 А área A de um círculo está relacionada com seu diámetro pela equação 


р? 


a 
II 
ala 


A que taxa a área varia em relação ao diámetro quando ele é igual a 10 m? 


Solução А taxa de variação da área em relação ao diámetro é de 
dA т.р тр 
D ае a 
Quando D = 10 m, a área varia com relação ao diámetro a uma taxa de (7/2)10 
= 5g m?/m = 15,71 m?/m. 


Posição no instante t... е no instante г + Ar 
а 


Ф — Ф 
s= f(t) S + Аз = f(t + At) 


>s 


FIGURA 3.14 As posigóes de um corpo 
que se desloca ao longo de um eixo 
coordenado no instante / e logo após em 

1 + At. Aqui, a reta coordenada é horizontal. 


>t 


(a) aumento de s: 
coeficiente angular positivo, 
portanto, o movimento é para cima 


(b) diminuição de s: 
coeficiente angular negativo, 
portanto, o movimento é para baixo 


FIGURA 3.15 Para o movimento s = f(t) 
ao longo de uma reta (eixo vertical), 

u= ds /dt é (a) positivo quando s aumenta 
e (b) negativo quando s diminui. 


Capítulo3 Derivação 141 


Movimento ao longo de uma reta: deslocamento, velocidade, módulo da 
velocidade (rapidez), aceleração e sobreaceleração 


Suponha que um objeto se movimente ao longo de um eixo coordenado (um 
eixo s), normalmente na vertical ou na horizontal, e que conheçamos sua posição s 
na reta como uma função do tempo t: 


s= (D). 
O deslocamento do objeto no intervalo de tempo de гаг + At (Figura 3.14) é 
Аз = f(t + At) — f(t), 
ea velocidade média do objeto sobre esse intervalo de tempo é 


deslocamento As _ f(t + At) — f(0) 
tempo At At š 


Um 


Para determinar a velocidade do corpo no exato instante /, calculamos o limite 
da velocidade média ao longo do intervalo ѓа t + At com Ar tendendo a zero. Esse 
limite é a derivada de f em relação a /. 


DEFINIÇÃO Velocidade (velocidade instantânea) é a derivada da posição 
em relação ao tempo. Se a posição de um corpo no instante é s = f(t), então 
sua velocidade no tempo í é 


fü + At) — ft) 


EC ONES 
Ие а Pu At 


Além de informar o ritmo com que um objeto se desloca ao longo da reta hori- 
zontal na Figura 3.14, a velocidade mostra o sentido do movimento. Quando o objeto 
se desloca para a frente (aumento de s), a velocidade é positiva; quando o objeto se 
desloca para trás (diminuição de s), a velocidade é negativa. Se a reta coordenada 
for vertical, o objeto se move para cima com velocidade positiva e para baixo com 
velocidade negativa. As curvas azuis na Figura 3.15 representam a posigáo do obje- 
to na reta ao longo do tempo; elas nào retratam o caminho percorrido, que está ao 
longo do eixo s. 

Se formos de carro à casa de um amigo e de lá voltarmos a 30 milhas/h, o velo- 
címetro marcará 30 no caminho de ida, mas nào marcará —30 no caminho de volta, 
mesmo que a distáncia em relagáo a nossa casa esteja diminuindo. O velocímetro 
sempre mostra o módulo da velocidade (rapidez), que 6 o valor absoluto da velocida- 
de. O módulo da velocidade mede a taxa de progresso, independentemente do sentido. 


DEFINIÇÃO Rapidez é o valor absoluto da velocidade. 


ds 
d 


Rapidez = Módulo da velocidade =| v(t) | = 


EXEMPLO 2 А Figura 3.16 na página a seguir mostra o gráfico da velocidade v = 


(t) de uma partícula que se desloca ao longo de uma reta horizontal (em oposição 


à exibição da função de posição s = f(t), tal como vemos na Figura 3.15). No gráfico 
da função da velocidade, não é o coeficiente angular da curva que informa se a partí- 
cula está se movendo para a frente ou para trás ao longo da reta (o que náo é mostrado 
na figura), mas sim o sinal da velocidade. Ao observarmos a Figura 3.16, vemos que 
a partícula se move para a frente nos primeiros 3 segundos (quando a velocidade é 
positiva), move-se para trás nos 2 segundos seguintes (a velocidade é negativa), per- 
manece imóvel por um segundo e, entáo, se move para a frente novamente. A partícula 
acelera quando sua velocidade positiva aumenta durante o primeiro segundo, move-se 
a uma velocidade constante durante o segundo seguinte e, então, desacelera à medida 
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que a velocidade diminui para zero durante o terceiro segundo. Ela para por um ins- 
tante ет г —3 segundos (quando a velocidade é zero) e se move no sentido contrário 
á medida que a velocidade se torna negativa. A partícula se move para trás e ganha 
velocidade até г = 4 segundos, instante em que atinge a maior velocidade durante o 
movimento de volta. Dando continuidade ao movimento de retorno no instante /::4, 
a partícula comega a desacelerar novamente, até que para por completo no instante 
1=5 (quando a velocidade é zero novamente). A partícula permanece imóvel duran- 
te um segundo, e daí se move para a frente de novo em 1 = 6 segundos, acelerando 
durante o segundo final do movimento para a frente, como indica o gráfico de 
velocidade. 


1 y 1 
MOVE-SE PARA A FRENTE | ! РАКАА | 
(v> 0) | | DENOVO | 
I | | Velocidade v =f'(1) @ >) | 
| | 
Rapidez | Constante | Rapidez | ! Rapidez | 
aumenta w= const)! diminui | | aumenta | 
! 1 і 
| I| Fia Í 
| агада! 
| | 0=0) | 
1 I 


t(s) 


FIGURA3.16 Gráfico da velocidade de uma partícula que se desloca em um eixo coordenado, 
discutido no Exemplo 2. 


A taxa com que a velocidade de um corpo varia é a aceleração do corpo. 
A aceleração mede quanto o corpo ganha ou perde de velocidade. 

A súbita variação de aceleração é chamada sobreaceleragáo. Quando uma via- 
gem de carro ou de ônibus sofre sobreaceleração, não é que as acelerações envol- 
vidas sejam necessariamente grandes, mas as variações na aceleração são abruptas. 


DEFINIÇÕES Aceleração é a derivada da velocidade em relação ao tempo. 
Se a posição de um corpo no instante г é s = f(t), então sua aceleração по 
instante / é 


- dv _ ds 
alt) de ар 
Sobreaceleração é a derivada da aceleração em relação ao tempo: 
(y = 44—45 
= а = аг” 


Todos os corpos caem com a mesma aceleracào constante próximo à superfície 
da Terra. Os experimentos de Galileu sobre queda livre (veja Segáo 2.1) levaram а 
equação 


s- 180, 


t (segundos) s (metros) 


1=0 Q го 
t=1 Es ES 
H10 
Has 
t=2 r 20 
H25 
H30 
H35 
H40 
6-3 ' Г45 


FIGURA 3.17 Esfera de ago que сага 
partir do repouso (Exemplo 3). 
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em que s é a distáncia da queda e g é a aceleragáo da gravidade da Terra. Essa equa- 
cào é válida para o vácuo, no qual a resisténcia do ar nào existe, e reproduz com 
grande aproximação a queda de objetos densos pesados, como pedras ou ferramen- 
tas de ago, nos primeiros segundos de queda, antes que os efeitos da resisténcia do 
ar se tornem significativos. 

O valor de g na equação s = (1/2)g?? depende das unidades usadas para medir t e 
5. Com t em segundos (a unidade usual), o valor de g determinado pela mensuragáo 
ao nível do mar é de aproximadamente 32 pés/s? (pés por segundo ao quadrado) 
em unidades inglesas e g — 9,8 m/s? (metros por segundo ao quadrado) em unidade 
métrica. (Essas constantes gravitacionais dependem da distáncia do centro de massa 
da Terra, sendo ligeiramente menores no topo do Monte Everest, por exemplo.) 

A sobreaceleração associada à aceleração constante da gravidade (g = 32 pés/s?) 
ё zero: 


. d 
J = z (g) = 0, 
Um objeto não exibe sobreaceleração em queda livre. 


EXEMPLO 3 A Figura 3.17 mostra a queda livre de uma bola pesada que parte do 
repouso no instante / = 0 s. 


(a) Quantos metros a bola cai nos primeiros 2 segundos? 

(b) Quais 840 a velocidade, o módulo de velocidade e a aceleragáo da bola quando 
t=22 

Solução 

(a) A equação métrica da queda livre é s = 4,92. Durante os dois primeiros segun- 
dos, a bola cai 


s(2) = 4,9(2 = 19,6 m. 
(b) Em qualquer instante /, a velocidade é a derivada da posição: 


v(t) = 5'(0) = d (49r) = 9r. 


Em 1=2, a velocidade é 
v(2) 7 19,6 m/s 
para baixo (aumento de s). O módulo da velocidade em t — 2 é 
módulo da velocidade = |v(2)| = 19,6 m/s. 
Em qualquer instante /, a aceleração é 
a(t) = v'(t) = s"(t) = 9,8 m/s? 


Em /= 2, a aceleração é 9,8 m/s?. 


EXEMPLO 4 Uma carga de dinamite langa uma pedra pesada para cima com uma 
velocidade de lancamento de 160 pés/s (cerca de 109 mph) (Figura 3.18a na página 
a seguir). A pedra atinge uma altura de s = 1601 — 16? pés após t segundos. 


(a) Qual a altura máxima atingida pela pedra? 


(b) Quais são a velocidade e o módulo da velocidade da pedra quando ela está a 256 
pés do solo na subida? E na descida? 

(c) Qual é a aceleração da pedra em qualquer instante / durante sua trajetória (de- 
pois da explosào)? 

(d) Quando a pedra atingirá o solo novamente? 
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Altura (pés) 
pus 


s = 160r — 161? 


160 


-160 di 


FIGURA 3.18 (a) Pedra do Exemplo 4. 

(b) Gráficos de s e v em função do tempo; 
s é máximo quando v = ds/dt = 0. O 
gráfico de s nao é a trajetória da pedra: é o 
gráfico da altura pelo tempo. O coeficiente 
angular do gráfico é a velocidade da pedra 
e está representado aqui como uma reta. 


Solucáo 


(a) 


No sistema de coordenadas que escolhemos, s mede a altura acima do solo, de 
modo que a velocidade é positiva para cima e negativa para baixo. O instante em 
que a pedra está no ponto mais alto é aquele em que a sua velocidade é nula. Para 
determinar sua altura máxima, tudo o que precisamos fazer é calcular quando v=0 
e avaliar s nesse momento. 

Em qualquer instante / durante o deslocamento da pedra, sua velocidade é 


ds 
dt 


Š 2 (160r — 162) = 160 — 321 pés/s. 


A velocidade é nula quando 
160-32t=0out=5s. 
A altura da pedra em / = 5 s é 
Smax = 5(5) = 160(5) — 16(5)? = 800 — 400 = 400 pés. 
Veja a Figura 3.18b. 


(b) Para calcular a velocidade da pedra a 256 pés na subida e depois na descida, 
primeiro determinamos os dois valores de / para os quais 
s(t) = 160t— 162 = 256. 
Para resolver essa equação, escrevemos 
162 160+ 256 =0 
16(2 = 101+ 16) =0 
(-2Х:-8)-0 
t=2s,1=8s. 
A pedra está a 256 pés acima do solo 2 s após a explosão e, novamente, 
8 5 após a explosão. Sua velocidade nesses instantes é 
v(2) = 160 — 32(2) = 160 — 64 = 96 pés/s. 
v(8) = 160 — 32(8) = 160 — 256 — —96 pés/s. 
Nos dois instantes, o módulo da velocidade da pedra é igual a 96 pés/s. 
Uma vez que v(2) > 0, a pedra se move para cima (aumento de s) em /—2 s; e 
para baixo (diminuição de s) em г = 8 porque v(8) < 0. 
(c) Em qualquer instante durante a trajetória depois da explosão, a aceleração da 
pedra é uma constante 
dv d Ж: 
йе Зэн aq; (160 321) = —32 pés/s”. 
A aceleração é sempre descendente. Quando a pedra sobe, ela freia; quan- 
do cai, ela acelera. 

(d) A pedra atinge o solo no instante positivo г para o qual s = 0. A equação 
1601 — 162 = 0 se fatora 16/(10 — 1) = 0, apresentando as soluções 1 = 0 e 
t= 10. No instante / = 0, houve a explosão e a pedra foi jogada para cima. Ela 
retornou ao solo 10 s depois. 

Derivadas em economia 


Engenheiros usam os termos velocidade e aceleragáo para se referir ás derivadas 


das funções que descrevem o movimento. Os economistas também possuem um voca- 
bulário específico para taxas de variação e derivadas. Eles as chamam de marginais. 


Em uma operação de manufatura, o custo da produção c(x) é uma função de 


x, o número de unidades produzidas. O custo marginal da produção é a taxa de 
variação do custo em relação ao nível de produção, isto é, dc/dx. 


Suponha que c(x) represente o custo em dólares necessário para produzir x tone- 


ladas de aco em uma semana. Produzir x + A toneladas por semana custa mais, a dife- 
тепса de custo, dividida por Л, é o custo médio para produzir cada tonelada adicional: 


Custo y (dólares) 


Coeficiente angular = 
custo marginal da 
produção 


y=c(x) 


' 
! 
! 
! 
! 
1 
! 
! 
l 


- >x 
0 x x+h 


Produção (toneladas por semana) 


FIGURA 3.19 Produção semanal de aço: 
c(x) é o custo para produzir x toneladas por 
semana. О custo para produzir Л toneladas 
adicionais é de c(x + h) — c(x). 


FIGURA 3.20 О custo marginal dc/dx é 
aproximadamente o custo adicional Ac 
para produzir Ax — 1 unidade a mais. 
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c(x + А) — c(x) | custo médio de cada tonelada 
h 7 de ago adicional Л produzida. 


O limite dessa razào quando Л — 0 é o custo marginal para produzir mais ago 
por semana quando a produção semanal atual de ago é de x toneladas (Figura 3.19): 
de _ „ clx + h) — cx) 


de Es h 


custo marginal da produção. 


As vezes, o custo marginal da produção é definido vagamente como o custo 
extra para produzir uma unidade adicional: 


Ac c(x + 1) — с(х) 
Ax ` 1 


que é aproximado pelo valor de dc/dx em x. Essa aproximagáo será aceitável se o coe- 
ficiente angular do gráfico de c náo variar rapidamente próximo de x. Entáo, a razáo 
incremental estará próxima de seu limite dc/dx, que é a inclinação da reta tangente, 
se Ах = 1 (Figura 3.20). A aproximação funciona melhor para valores maiores de х. 

Os economistas muitas vezes representam uma fungáo de custo total com um 
polinómio cúbico 

c(x) = ах? + Вх?+ yx + 6 

onde ó representa os custos fixos, como aluguel, aquecimento central, capitalização 
de equipamentos e gestáo de custos. Os outros termos representam custos variáveis, 
como aqueles com matéria-prima, impostos e máo de obra. Os custos fixos sáo 
independentes do número de unidades produzidas, enquanto os custos variáveis de- 
pendem da quantidade produzida. Em geral, um polinómio cúbico é indicado para 
captar o comportamento de custos em um intervalo de valores realistas. 


EXEMPLO 5 Suponha que o custo seja 


с(х) =x — 6x? + 15x 
dólares para produzir x aquecedores quando são produzidas de 8 a 30 unidades e que 
r(x) = х — 3x2 + 12x 


represente a receita da venda de х aquecedores. Sua loja produz 10 aquecedores por dia. 
Qual será o custo adicional aproximado para produzir um aquecedor a mais por dia e qual 
será o aumento estimado no rendimento da venda de 11 aquecedores por dia? 


Solução О custo para produzir um aquecedor a mais por dia, quando são produzidos 
10 nesse período, é de aproximadamente c'(10): 


(xy = 4 (3 6? =32 — 
ск) = ¿(e — 6x2 + 15x) = 3x? — 12x + 15 
с'(10) = 3(100) — 12(10) + 15 = 195. 
O custo adicional será de aproximadamente $195. O rendimento marginal é 
r(x) = “з — 3x? + 12x) = 3x? — бх + 12. 


A fungáo rendimento marginal estima o aumento no rendimento como resul- 
tado da venda de uma unidade adicional. Se vocé vende atualmente 10 aquecedores 
por dia, pode esperar que seu rendimento aumente para em torno de 


r'(10) = 3(100) — 6(10) + 12 = $ 252 
se a venda aumentar para 11 aquecedores por dia. 
EXEMPLO 6 Para uma melhor compreensáo das taxas marginais, veremos um 


exemplo com taxas de imposto marginal. Se a taxa de imposto de renda marginal 
for de 28% e sua renda aumentar em $ 1000, vocé pagará $ 280 a mais em impostos. 
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dy/dp 


N 


(b) 


FIGURA 3.21 (a) Gráfico de y = 2p — p? 
que descreve a proporção de ervilhas de 
casca lisa na próxima geração. (b) Gráfico 
de dy/dp (Exemplo 7). 


Exercícios 3.4 


Movimento ao longo de uma reta coordenada 


Nos Exercícios 1-6, dé as posições s = /(t) de um corpo que se des- 


Isso não significa que você pagará 28% de toda a renda em impostos. Significa ape- 
nas que, em seu atual nível de renda R, a taxa de aumento de impostos / em relação 
à renda é 4/4К = 0,28. Você pagará $0,28 de imposto para cada dólar extra que 
receber. É claro que, se você ganhar muito mais, poderá enquadrar em uma faixa 
maior de imposto e sua taxa de imposto marginal aumentará. 


Sensibilidade à variação 


Quando uma pequena variação em x provoca uma grande variação no valor de 
um f(x), dizemos que a função é relativamente sensível à variação em x. A derivada 
f'(x) é uma medida dessa sensibilidade. 


EXEMPLO 7 Dados genéticos e sensibilidade à variação 


O monge austríaco Gregor Johann Mendel (1822-1884), ao trabalhar com er- 
vilhas e outras plantas, apresentou a primeira explicação científica para hibridação. 
Suas anotações cuidadosas demostraram que, se p (um número entre 0 e 1) ба 
frequência do gene para ervilhas de casca lisa (dominante) e (1 — р), a frequência do 
gene para ervilhas de casca rugosa, a proporção de ervilhas de casca lisa na próxima 
geração será de 
у=2р(1-р)+р?=2р-р?. 

O gráfico de y em função de p na Figura 3.21a sugere que o valor de y é mais 
sensível à variagáo em p quando p é pequeno do que quando p 6 grande. Na verdade, 
esse fato é confirmado pelo gráfico da derivada da Figura 3.21b, que mostra que 
dy/dp está próximo de 2 quando p está próximo de 0, e perto de 0 quando p está 
próximo de 1. 

A implicação disso para a genética é que a introdução de mais alguns genes de 
casca lisa em uma populacào em que a frequéncia de ervilhas de casca enrugada 
é grande terá um efeito mais dramático sobre as gerações posteriores do que uma 
introdução em uma população com grande proporção de ervilhas de casca lisa. 


8. Movimento de uma partícula No instante / = 0, a ve- 
locidade de um corpo que se desloca ao longo do eixo s é 
v=2-4t+3. 


loca em um eixo, sendo s dado em metros e t em segundos. 


a. Determine o deslocamento do corpo e a velocidade média 


para o intervalo dado. 


b. Determine o módulo de velocidade e a aceleração do corpo 


nas extremidades do intervalo. 


e. Quando, se de fato acontece, o corpo muda de direção du- 


rante o intervalo? 
1. s=2-3t+2,0=1=2 
3. s=-P+3P-3t,0=1=3 


25 5 
S pers qub tes 


2. s-6t- 2,016 
4. s- (/4)- P P,0x t3 


S rt peg 


a. Determine a aceleragáo do corpo cada vez que a velocidade 
for nula. 

b. Quando o corpo se desloca para a frente? E para trás? 

€. Quando a velocidade do corpo aumenta? E diminui? 


Aplicacóes em queda livre 


9. Queda livre em Marte e Júpiter As equagóes para queda 
livre nas superfícies de Marte e Júpiter (sendo s dado em me- 
tros e t em segundos) são s = 1,861? em Marte e s= 11,44? em 

25_ _ 4=1=0 Júpiter. Quanto tempo uma pedra leva, а partir do repouso, 

para atingir a velocidade de 27,8 m/s (cerca de 100 km/h) em 


7. Movimento de uma partícula NOo instante /, a posigáo de um 

corpo que se desloca ao longo do eixo s é s = P — 62 + 9t m. 

a. Determine a aceleração do corpo cada vez que a velocidade 
for nula. 

b. Determine o módulo da velocidade do corpo cada vez que 
a aceleraçào for nula. 

c. Determine a distância total percorrida pelo corpo de t= 0 a 
t=2. 


10. 


cada planeta? 

Movimento de um projétil na Lua Uma pedra atirada ver- 

ticalmente para cima a partir da superfície da Lua com ve- 

locidade de 24 m/s (cerca de 86 km/h) atinge uma altura de 

s = 24t — 0,82 metros em / segundos. 

a. Determine a velocidade e a aceleragáo da pedra no instante /. 
(Nesse caso, a aceleração é a aceleração da gravidade na Lua.) 

b. Quanto tempo a pedra leva para atingir o ponto mais alto? 


11. 


12. 


13. 


14. 


9 


€. Qual a altura atingida pela pedra? 

d. Quanto tempo a pedra leva para atingir a metade de sua 
altura máxima? 

e. Por quanto tempo a pedra fica no ar? 


Cálculo de g em um pequeno planeta sem ar Ма superfície 
de um pequeno planeta sem ar, exploradores usaram um esti- 
lingue para atirar uma esfera metálica verticalmente para cima 
com uma velocidade de langamento de 15 m/s. Como a acele- 
ração da gravidade nesse planeta era g, m/s?, os exploradores 
esperavam que a esfera atingisse uma altura de s = 157 — (1/2) g 
metros após / segundos. A esfera atingiu sua altura máxima 20 s 
depois do lançamento. Qual era o valor de g ? 


Altura de uma bala disparada Ао ser disparada para cima 
a partir da superfície da Lua, uma bala calibre 45 atingiria uma 
altura de s = 8321 — 2,6% após t segundos. Na Terra, na ausén- 
cia de ar, sua altura seria de s= 8321 —16£? pés após t segundos. 
Por quanto tempo a bala ficaria по ar em cada caso? Que altura 
a bala atingiria em cada caso? 


Queda livre da Torre de Pisa Se Galileu tivesse deixado cair 

uma bala de canháo da Torre de Pisa, 179 pés acima do solo, sua 

altura £ segundos depois de cair teria sido s = 179 — 162. 

a. Quais teriam sido a velocidade, o módulo da velocidade e a 
aceleração da bala no instante 1? 

b. Quanto tempo a bala teria levado, aproximadamente, para 
atingir o cháo? 

€. Qual teria sido a velocidade da bala no momento do impacto? 


Fórmula de Galileu para queda livre Galileu desenvol- 
veu uma fórmula para calcular a velocidade de um corpo em 
queda livre ao rolar bolas a partir do repouso sobre pranchas 
inclinadas e procurar por uma fórmula limite para prever o 
comportamento da bola quando a prancha estivesse na vertical 
e a bola estivesse caindo livremente; veja o item (a) da figura 
a seguir. Ele descobriu que, para qualquer ángulo da prancha, 
a velocidade da bola em queda durante / segundos era um mül- 
tiplo constante de /. Ou seja, a velocidade era dada por uma 
fórmula da forma v = kt. O valor da constante k dependia da 
inclinagáo da prancha. 

Em notação moderna — a parte (b) da figura — o que os experi- 
mentos de Galileu determinaram foi que a velocidade da bola, 
com distáncia em metros e tempo em segundos, para qualquer 
ángulo Ө e com / segundos de rolagem, era 


v = 9,8(sen 0)t m/s. 


Posição de 
queda livre 


өөө , 
ае ИР 


(а) (b) 


a. Qual ба equação para a velocidade da bola durante a queda 
livre? 

b. Usando os dados do item (a), qual é a aceleragáo constan- 
te que um corpo em queda livre experimenta quando está 
próximo da superfície da Terra? 


Compreensáo de movimento a partir de gráficos 


15. 


A figura mostra a velocidade v = ds/dt = f(t) (m/s) de um cor- 
po que se desloca ao longo de um eixo coordenado. 


16. 


17. 
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a. Quando o corpo muda de sentido? 

b. Quando (aproximadamente) o corpo passa a se deslocar 
com um módulo de velocidade constante? 

с. Represente graficamente o módulo da velocidade do corpo 
para 0 < /= 10. 

d. Represente graficamente a aceleraçào, onde ela estiver de- 
finida. 

Uma partícula P se desloca na reta coordenada mostrada no 

item (a) da figura a seguir. O item (b) mostra a posigáo de P 

em função do tempo r. 


P 
с е —— 


(а) 


> s (cm) 


a. Quando P se desloca para a esquerda? E para a direita? E 
quando permanece parado? 

b. Faça o gráfico do módulo da velocidade e da velocidade da 
partícula (onde estiverem definidos). 


Lançamento de um foguete Quando um foguete em mi- 
niatura é langado, os propulsores queimam combustível por 
alguns segundos, acelerando o foguete para cima. Terminada 
a combustáo, o foguete ainda sobe um pouco e depois comega 
a cair. Em seguida, uma pequena carga de explosivos abre um 
paraquedas, que diminui a velocidade do foguete, impedindo 
que ele seja danificado durante o pouso. 

A figura a seguir mostra os dados de velocidade da trajetória 
de um foguete em miniatura. Use-os para responder ás seguin- 
tes questões: 

a. A que velocidade o foguete subia quando o motor parou? 


b. Durante quantos segundos o propulsor queimou com- 


bustível? 


Velocidade (pés/s) 


0 2 4 6 8 10 12 
Tempo após o lançamento (s) 
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18. 


19. 


с. Quando o foguete atingiu sua altura máxima? Опа! era a 
sua velocidade nesse momento? 

d. Quando o paraquedas se abriu? Qual era a velocidade do 
foguete nesse momento? 

e. Quanto tempo levou para o foguete cair antes de o paraque- 
das abrir? 

f. Quando a aceleragáo do foguete foi máxima? 

g. Quando sua aceleragáo se tornou constante? Qual era seu 
valor (o inteiro mais próximo)? 

A figura a seguir mostra a velocidade v = f(t) de uma par- 

tícula que se movimenta ao longo de uma reta coordenada 

horizontal. 


a. Quando a partícula se move para a frente? E para trás? 
Quando acelera? Quando desacelera? 

b. Quando a aceleração da partícula é positiva? E quando é 
negativa? E nula? 

€. Quando a partícula se move à velocidade máxima? 

d. Quando a partícula permanece parada por mais de um 
instante? 

Queda de duas bolas А ilustração de múltiplas exposições 

à seguir mostra duas bolas que caem a partir do repouso. As 

escalas verticais estáo marcadas em centímetros. Use a equa- 

ção s = 490? (equação da queda livre, sendo s dado em centí- 

metros e t em segundos) para responder às seguintes questões. 


20. 


21. 


a. Quanto tempo as bolas levaram para cair os primeiros 
160 cm? Qual era a velocidade média de ambas nesse 
intervalo? 

b. A que velocidade as bolas caíam ao atingirem a marca de 
160 cm? Qual era a aceleragáo de ambas nesse momento? 


с. Qual era a velocidade aproximada dos flashes de luz (fla- 
shes por segundo)? 

Caminháo па estrada O gráfico a seguir mostra a posigáo 

de um caminháo que percorre uma estrada. O caminháo parte 

em #=0 e retorna 15 h mais tarde, em г = 15. 

a. Use a técnica descrita no Exemplo 3 da Segáo 3.2 para 
fazer o gráfico da velocidade do caminháo v = ds/dt 
para 0 = 1 = 15. Em seguida, repita o procedimento, 
com a curva da velocidade, para fazer o gráfico de ace- 
leragáo dv/dt. 

b. Suponha que s = 152 — ñ. Faça o gráfico de ds/dt e de 5/42, 
comparando-o com aquele no item (a). 


Posição, s (km) 
u 
El 


ГООО ОГТ ОГ 
0 š 10 15 


Tempo transcorrido, / (h) 


Os gráficos na figura a seguir mostram a posiçào s, a velo- 
cidade v = ds/dt е a aceleração а = d?s/d de um corpo que 
se desloca ao longo de uma reta coordenada em funçào do 
tempo /. А qual gráfico corresponde cada fungáo? Justifique 
suas respostas. 


& б) 


22. Os gráficos na figura a seguir mostram a posição s, a veloci- 


dade v = ds/dt e a aceleração a = 45/4? de um corpo que se 
desloca ao longo de uma reta coordenada como funções do 
tempo г. A qual gráfico corresponde cada função? Justifique 
suas respostas. 


Economia 


23. 


24. 


Custo marginal Suponha que o custo em dólares para рго- 
duzir х máquinas de lavar seja с(х) = 2000 + 100x — 0,1x?. 

a. Determine o custo médio por máquina durante a produgáo 
das 100 primeiras máquinas. 

Calcule o custo marginal quando a produgáo é de 100 
máquinas. 

Mostre que, quando a produção é de 100 máquinas, o custo 
marginal é aproximadamente o custo para a produgáo de 
uma máquina a mais depois da fabricagáo das 100 primei- 
ras, calculando diretamente o ültimo custo citado. 


b. 


c. 


Rendimento marginal Suponha que o rendimento da venda 
de x máquinas de lavar seja 


rx) = 20000 1 - 1) 


dólares. 

a. Determine o rendimento marginal para a produção de 100 
máquinas. 

b. Use a função 7'(x) para estimar o aumento resultante do 
rendimento caso a produgáo aumente de 100 para 101 má- 
quinas por semana. 

с. Calcule o limite de (х) quando x — oo. Como você inter- 
pretaria esse nümero? 


Aplicacóes adicionais 


25. 


26. 


Populacáo de bactérias Ao adicionar um bactericida a um 
meio nutritivo em que bactérias cresciam, a população de bac- 
térias continuou a crescer por um tempo, mas depois parou 
de aumentar e passou a diminuir. O tamanho da população 
no instante / (em horas) era dado por b = 105 + 10% — 103. 
Determine as taxas de crescimento para 

а. 1=0 hora. 

b. 1=5 horas. 

€. 1=10 horas. 

Esvaziamento de um tanque O número de galões de água 
em um tanque, / minutos após o início de seu esvaziamento, 
é dado por Q(t) = 200(30 — £)?. A que taxa a água escoará ao 
final de 10 minutos? Qual é a taxa média de saída da água 
durante os 10 primeiros minutos? 

Esvaziamento de um tanque Depois de aberta a válvula na 
parte inferior de um tanque de armazenamento, são necessá- 
rias 12 horas até que ele seja esvaziado. A profundidade y do 


28. 


29. 


30. 
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líquido no tanque, / horas depois de a válvula ter sido aberta, 


ё dada por 
mc 
4-1) 


a. Determine a taxa dy/dt (m/h) do esvaziamento do tanque no 
instante /. 

b. Quando o nível de líquido no tanque diminuirá mais rapi- 
damente? E mais lentamente? Quais são os valores de dy/dt 
nesses instantes? 


у= т. 


c. Faça um único gráfico рага y e Фу/а e discuta o comporta- 
mento de y em relacào aos sinais e aos valores de dy/dt. 


Enchendo um balão О volume V = (4/3)zrr? de um balão 

esférico muda de acordo com o valor do raio. 

a Qual é a taxa (em pés*/pés) de variação do volume em rela- 
ção ao raio quando r = 2 pés? 

b. Quanto, aproximadamente, o volume do baláo aumenta 
quando o raio muda de 2 para 2,2 pés? 


Decolagem de um avião Suponha que a distância percorri- 
da por uma aeronave na pista antes da decolagem seja dada por 
D = (10/9)2, em que D é medido em metros a partir do ponto 
de partida e гё medido em segundos a partir do momento em 
que os freios são liberados. A aeronave começa a planar quan- 
do a velocidade atinge 200 km/h. Quanto tempo levará para a 
aeronave planar e que distância ela percorrerá nesse tempo? 


Fontes de lava vulcânicas Embora a erupção do Kilauea Iki 
no Havaí, em novembro de 1959, tenha começado com jorros 
pela parede da cratera, a atividade ficou depois restrita a uma 
única abertura no fundo da cratera, que em certo momento 
lançou lava a 1.900 pés de altura (um recorde havaiano). Qual 
foi a velocidade de saída da lava em pés por segundo? E em 
milhas por hora? (Dica: se u, é a velocidade de saída de uma 
partícula de lava, sua altura no instante / segundos mais tarde 
será de s= v,f — 162 pés. Comece determinando o instante em 
que ds/dt = 0. Despreze a resistência do ar.) 


Análise do movimento por meio de gráficos 


Ехо Exercícios 31-34, forneça a função da posição s = f(t) de um 
objeto que se desloca ao longo de um eixo s em função do tempo /. 
Esboce, em um único gráfico, f e as fungóes velocidade v(r) = 
ds/dt = f (t) e aceleração a(t) = s/d = f" (t). Comente o comporta- 
mento do objeto em relação aos sinais e valores de v e a, incluindo 
08 seguintes tópicos: 


31. 


32. 
33. 
34. 


a. Em que instante o objeto está momentaneamente em re- 
pouso? 

b. Em que instante ele se move para a esquerda (para baixo) 
ou para a direita (para cima)? 


c. Em que instante ele muda de sentido? 
d. Em que instante acelera ou desacelera? 


e. Em que instante se desloca mais rapidamente (módulo da 
velocidade mais alto)? E de maneira mais lenta? 


f. Em que instante está mais afastado da origem do eixo? 

s = 200t — 162, 0 = t = 12,5 (objeto pesado lançado vertical- 
mente a partir da superfície da Terra com velocidade de 200 
pés/s) 

5=2-3+2,0=1=5 

8-0-62-7,051:4 

s-4-7tt 62 -P,0xtzx4 
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3 5 | Derivadas de funções trigonométricas 


Muitos fenômenos da natureza são mais ou menos periódicos (campos eletro- 
magnéticos, ritmo cardíaco, marés, previsão do tempo). As derivadas de senos e 
cossenos desempenham um papel fundamental na descrição de variações periódi- 
cas. Esta seção mostra como derivar as seis funções trigonométricas básicas. 


Derivada da função seno 


Para calcular a derivada de f(x) = sen x, sendo x medido em radianos, combi- 
namos os limites do Exemplo Sa e do Teorema 7 na Seção 2.4 com a identidade do 
seno da soma dos ângulos: 


sen (x + h) = sen x cos Л + cos x sen Л. 
Se f(x) = sen х, entáo 


fx+h)- f(x) . sen(x+h)-— senx 
m — = lim —— 


'(x) = li Definiçào de derivada 
/ h—0 h h—0 h 
(senx cos h + cos x senh) — senx li senx (cos Л — 1) + cos x senh 
= = lim 
h=0 h h=0 h 
: cosh — 1 : sen h 
= lim [senx *-———T | + lim | cosx*—— 
л—0 Л h—0 h 
. cosh— 1 .. senh 
= senx* lim — —,—— + cosx* lim —— = senx*0 + cosx* 1 = cosx. 
Л-»0 Л h>0 h š 
_— r—Óá — sp Exemplo 5a e 
limite 0 limite 1 Teorema 7, Seção 2.4 


A derivada da funcáo de seno é a funcáo cosseno: 


É гад х) = cosx 
ах ` 1 


EXEMPLO 1  Determinamos as derivadas da função seno envolvendo diferenças, 
produtos e quocientes. 


EP . dy = 2x — a. (sen x) Regra da diferença 
(а) y=x?-sen x: & dx 4 ы uU 
= 2x — cosx 
E" . dy = ë 4 (senx) + d (е*) senx Regra do produto 
(b) y=e'senx: dx dx dx dii " 


= е соѕх + e'senx 


е“ (cosx + ѕепх) 


dy x: É (sena) — senx»1 


sen x š 
с) у - Regra do quociente 
(c) j X di E gra do q 
= xcosx — seny 
x 
Derivada da funcáo cosseno 


Com a ajuda da fórmula da soma dos ángulos para a função cosseno, 


cos (x + h) = cos x cos h — sen x sen Л, 
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podemos calcular o limite da razáo incremental: 


d (cos x) lim cos(x + h) — cosx Definição de derivada 
dx h—0 h 


(cosxcosh — senx senh) — cosx Identidade do cosseno da 


ari h soma dos ângulos 
. Cosx(cosh — 1) — senxsenh 
= lim 
h—0 h 
ud cosh — 1 А senh 
= lim cosx-—— — lim senx* 
Л-»0 Л h=0 h 
. cosh— I .. senh 
= cosx* lim — —,——- — senx* lim —— 
h—0 h ләб h 
= cosx*0 — senx* 1 Exemplo 5a e Teorema 7, 
Seção 2.4 
— —senx. 


A derivada da funcáo cosseno é o oposto da funcáo seno: 


d 
FIGURA 3.22 Curva y' =-sen x como dx (cosx) — —senx. 
o gráfico dos coeficientes angulares das 
tangentes à curva y = cos x. 


A Figura 3.22 mostra um modo de visualizar esse resultado da mesma forma 
que fizemos para representar graficamente as derivadas na Figura 3.6 da Segáo 3.2. 


EXEMPLO 2  Determinaremos derivadas da função cosseno em combinações com 
outras funções. 


(а) у= 5e* + cos x: 
dy 


Te £ (5е*) + £ (cos x) Regra da soma 


= 5e* — senx 
(b) у = sen x cos x: 
2 - senx-2- (ugs x) + cr Regra do produto 
dx dx dx 
= senx(—senx) + cos x(cos x) 


2 2 
COS x — sen x 


атг; 
а а 
dy _ (1 — senx) dx (COS x) cos x dx senx) Mico 
dx (1 = senx)? 
(1 — senx)(—senx) — cosx(0 — cosx) 
(1 — senx)? 
_ .l-senx sem х + соз? х = 1 
Е (1 — senx)? 
э DA 
1 — senx 
Movimento harmónico simples 


O movimento de um objeto ou peso que balanga livremente para cima e para 
baixo, sem resisténcia, na extremidade de uma mola, é um exemplo de um movi- 
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Posicáo 
de repouso 


Posigáo em 
1=0 


FIGURA 3.23 От peso que pende de 
uma mola vertical e em seguida é 
deslocado oscila para cima e para baixo 
de sua posigáo de repouso (Exemplo 3). 


FIGURA 3.24 Gráficos de posigáo e 
velocidade do peso no Exemplo 3. 


mento harmónico simples. O movimento é periódico e se repete indefinidamente, 
por isso o representamos por meio de funções trigonométricas. O exemplo a seguir 
descreve um caso em que náo existem forgas opostas como atrito ou empuxo para 
retardar o movimento. 


EXEMPLO 3 Um peso pendurado em uma mola (Figura 3.23) é puxado para baixo 
a 5 unidades da posicào de repouso e liberado no instante / — 0 para que oscile para 
cima e para baixo. Sua posigáo em qualquer instante / posterior é 


5 = cost. 


Quais 840 a velocidade е a aceleraçào do peso no instante 1? 


Solução Temos 
Posição: s=5cost 
Velocidade: u ds d (5 cos t) 5 sent 
` dt dt 
Aceleração: а ао = A 5$еп!) = —5 cost. 


Observe o que podemos aprender com essas equações: 


1. Com o passar do tempo, o peso se desloca para cima e para baixo entre s = —5 e 
s = 5 no eixo s. A amplitude do movimento é 5. O período do movimento é 27, 
o período da função cosseno. 


2. A velocidade v =—5 sen t atinge sua maior magnitude, 5, quando cos / = 0, como 
mostra o gráfico da Figura 3.24. Assim, o módulo da velocidade do peso, |u| = 
5 |sen 1], é máximo quando cos / = 0, isto é, quando s = 0 (a posição de repouso). 
O módulo da velocidade do peso é zero quando sen / = 0. Isso ocorre quando 
5 = 5 cos t = +5, nas extremidades do intervalo do movimento. 


3. O valor da aceleragáo é sempre o oposto exato do valor da posigáo. Quando o 
peso está acima da posigáo de repouso, a gravidade o puxa para baixo; quando 
о peso está abaixo, a mola o puxa para cima. 


4. A aceleração, а = —5 cos t, é zero apenas na posição de repouso, em que cos t = 
0 ea forca da gravidade anula a Гогса da mola. Quando o peso está em qualquer 
outro lugar, as duas forgas sào desiguais e a aceleragáo é diferente de zero. A 
aceleração é máxima em magnitude nos pontos mais distantes da posição de 
repouso, em que cos / = +1. à 


EXEMPLO 4 А sobreaceleração associada com o movimento harmônico simples 
no Exemplo 3 é 


„ da 
J^ а 


4 - 
p Scost) = 5sent. 


Sua magnitude é máxima quando sen / = +1, nào nos extremos do desloca- 
mento, mas na posição de repouso, em que a aceleração muda de sentido e de sinal. . 


Derivadas de outras funções trigonométricas básicas 


Como sen x e cos x são funções deriváveis de x, as funções relacionadas 


1 
= ; cotgx = == secx = e cossecx = — 

COS X 8 senx? cos x seny 
são deriváveis para qualquer valor de x no qual elas são definidas. Suas derivadas, 
calculadas pela regra do quociente, são dadas pelas fórmulas a seguir. Observe os 
sinais negativos nas fórmulas das derivadas para as cofunções. 
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Derivadas de outras funções trigonométricas: 


d oa? d LÍ 2 
3 (tg x) = sec” x dx (cotg x) соѕѕес x 


4 (secx) = secxtg x 4 (cossec x) = —cossec x cotg x 
dx dx 


Para mostrar um cálculo típico, obtivemos a derivada da função tangente. As 
outras derivadas foram deixadas para o Exercício 60. 


EXEMPLO5 Determine d(tg x)/dx. 
Solução Usamos a regra da derivada do quociente para calcular a derivada: 
cosx 4 (senx) — senx 4 (cos x) 
dx dx 


d а [senx š 
(tg x) ( ) Regra do quociente 
dx “S dx NCosx cos?x 


cosxcosx — ѕепх (—ѕепх) 


cos? x 
= cos? х + sen? x 


cos? х 


= ай 
= ——— = sec? x. 
cos? х 


EXEMPLO 6 Determine y” se y = sec x. 


Solucáo Encontrar a segunda derivada envolve uma combinagáo de derivadas tri- 
gonométricas. 


у = secx 


y' = sec xtg x Regra da derivada para a funçào secante 


2-4 
y = qu (sec xtg x) 


= sec x £ (tgx) + tg x É (sec x) Regra da derivada do produto 


= sec x(sec? x) + tg x(sec x tg x) Regras das derivadas 
= sec x + sec x tg? x 


A diferenciabilidade das funções trigonométricas em todas as partes de seus 
domínios dá outra prova de sua continuidade em qualquer ponto de seus domínios 
(Teorema 1 da Seção 3.2). Assim, podemos calcular os limites de combinações al- 
gébricas e composições de funções trigonométricas por substituição direta. 


EXEMPLO 7 Podemos usar substituição direta em cálculo de limites desde que 
não haja divisão por zero, o que é algebricamente indefinido. 


li м + secx v2 + sec 0 V2+1 v3 МЗ 
im —V3 


x0 cos(z — tg x) cos(z — tg 0) cos(m — 0) =] 
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Derivadas 
Nos Exercícios 1-18, determine dy/dx. 
1. y 2-10x + 3cos x — — Cotgx 
11. y 
3 1 + cotg x 
2. у= >= + 5senx | совх 
12. у= — 
3. у= xi cos x ! Ч пу 1 
4. у = Vrsecx + 3 13. y = cosx + tg x 
5. у = cossec x — 4Vx + 7 14, y = 85x х 
1 e) x cos x 
6. y = x2cotg x — + 15. y = х2 sen x + 2x cos x — 
7. fo) Р * 2 sen x 
. f(x) = sen x tg x 
proe 5 16. y = x! cos x - 2x sen x — 
8. g(x) = cossec x cotg x 9 ¿08% 
9. y = (sec x + tg x)(sec x — 17. 


f(x) = x° sen x cos x 


tgx) 18. g(x) = (2-х) tg? x 


10. у = (sen x + cos x) sec x 


Nos Exercícios 19-22, determine ds/dt. 


19. s=tgt-e* 
20. 5 = Ë —sec t + 5e 
5i = 1 + cossec t 
1 — cossec t 
sent 
da £ = 1 = cost 


Nos exercícios 23-26, determine dr/d0. 
23. r- 4 — 0? sen Ө. 25. r= sec 0 cossec 0 
24. г= 0 sen 0 + cos 0 26. = (1 + sec 0) sen 0 


Nos Exercícios 27-32, determine dp/dq. 
_ 1 
27, р:=5 + ород 


otg q 
28. р= (1 + cossec q) cos q 
29. p= EE 24 
30. p = Tis 
qseng 
31, p= EA 
32. p= — = 


33. Determine y” se 
a. y = cossec x. 
b. y = sec x. 
34. Determine y? = d*y/dx? se 
а. y ——2 sen x. 
b. y = 9 cos x. 


Retas tangentes 


Nos Exercícios 35-38, represente graficamente as curvas nos inter- 
valos dados e suas respectivas tangentes para os valores dados de 
x. Identifique cada curva e tangente com a sua equaçào respectiva. 
35. у= sen х, —37/2 < x < 2c 
х=-т,0,3т/2 
36. y 2 tgx, 1/2 € x < т/2 
=-11/3, п/3 


37. y = sec x, —7/2 € x «a2 
хээ-т/3, m/4 

38. у= 1 + cos x, —37/2 < x < 2m 
x=-1113, 37/2 


Os gráficos das funções nos Exercícios 39-42 possuem alguma tan- 


gente horizontal no intervalo 0 = x = 27? Se sim, onde? Se não, 
por qué? Visualize os resultados representando as fungóes com uma 
ferramenta gráfica. 
39. y=x+senx 
40. y=2x+senx 
4l. y=x-cotgx 
42. у=х +2 cosx 
43. Determine todos os pontos da curva у = tg x, para 7/2 < х < 
7/2, em que a tangente é paralela à reta у = 2x. Esboce a curva 
e a(s) tangente(s) no mesmo gráfico, identificando cada uma 
com sua equação. 
44. Determine todos os pontos da curva y = cotg x, para 0 < x < т, 
em que a tangente é paralela à reta у = —x. Esboce a curva 
e a(s) tangente(s) no mesmo gráfico, identificando cada uma 
com sua equação. 
Nos Exercícios 45 e 46, determine as equações para (a) a tan- 
gente à curva em Р e (b) a tangente horizontal à curva em О. 
45. 46. 


y = 4 + cotg x — 2 cossec x 


у = 1 + V2 cossec x  cotg x 


Limites trigonométricos 


Calcule os limites nos Exercícios 47-54. 


" 1 1 
47. lim sen € 1) 
V 1 + cos (7 cossec x) 
/6 


sen Ө -1 


48. lim 


49. 
(ж 9-2 
50. lim 4g0 = 1 


0/4 0-1 


ri 54 тоо - 
51 tim secfe + melZ) 1 


52. lim sen (e) 
х0 tgx — 2secx 


Teoria e exemplos 


As equações dos Exercícios 55 e 56 dão a posição s = f(t) de um 
corpo que se desloca em uma reta coordenada (s em metros, / em 
segundos). Determine a velocidade, o módulo da velocidade, a ace- 
leração e a sobreaceleragáo do corpo no instante / = 77/4 s. 


55. 5=2 – 2 sent 56. s=sent+cost 


57. Existe algum valor де с que torne Elos 
2 
Sen de T 
yG) = é xj 


contínua em x — 0? Justifique sua resposta. 


58. Existe algum valor de b que torne 


X5 
COS X, 
contínua em x — 0? Derivável em x — 0? Justifique sua resposta. 


Determine d?99/dx?9? (cos х). 


Determine a fórmula para a derivada em relagáo a x de 
a. 


x«0 
xz 


g(x) 


59. 
60. 
sec х. 
b. cossec х. 
с. cotg x. 


61. Um peso está ligado a uma mola e atinge a sua posigáo de 


equilíbrio (x = 0). Em seguida, ele é posto em movimento, o 
que resulta em um deslocamento de 


x = 10 cos f, 


em que x é medido em centímetros e / é medido em segundos. 
Veja a figura a seguir. 


Posição de 
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a. Determine a posição da partícula quando 1 = 0, t = 7/2 е 
t= т. 
b. Determine a velocidade da partícula quando t = 0, t = z/2 e 
t= т. 
Represente graficamente у = cos x para -m =x = 27. Na mes- 
ma tela, esboce o gráfico de 
ú sen(x + h) — senx 
h 


para Л =1; 0,5; 0,3 e 0,1. Entáo, em uma nova janela, tente 
h=-1;-0,5 e -0,3. O que acontece quando h — 072 E quando 
Л-» 077 Que fenómeno está sendo ilustrado aqui? 


. Represente graficamente y = —sen x para —7 = x = 27. Na 


mesma tela, esboce o gráfico de 
cos(x + h) — cosx 
у= — сант 
ý h 
para h =1; 0,5; 0,3 e 0,1. Então, em uma nova janela, tente 


h=-1;-0,5 e —0,3. O que acontece quando h — 072 E quando 
h — 07? Que fenómeno está sendo ilustrado aqui? 


. Quociente de diferença centrada O quociente de diferença 


centrada 


f(x + h) — f(x — h) 
2h 


é usado para aproximar f'(x) no cálculo numérico porque (1) 
seu limite, quando Л — 0, iguala-se a f'(x) quando f'(x) existe, 
e (2) geralmente fornece melhor aproximação de f'(x), para 
dado valor de h, do que o da diferença do quociente 
Хх + h) — fx) 
h ` 


Veja a figura a seguir. 


Coeficiente angular = f'(x) 


Coeficiente angular — 
Jh) — f(x) 


fxh) = fix - В) 
2h 


O equilíbrio 0 
етх=0 


a. Determine o deslocamento da mola quando t = 0, = 7/3 e 


155314. 
b. Determine a velocidade da mola quando / = 0, г = 7/3 е 
t=37/4. 
62. Suponha que a posição de uma partícula no eixo x seja dada 
por 


x=3 cos t+ 4 sen t, 


em que х é medido em pés e / é medido em segundos. 


| 
l 
! 
! 
I 
! 
I 
| эу 
x-h x x+h 
a. Para ver com que rapidez o quociente da diferenga centrada 
para f(x) = sen x converge para f'(x) = cos х, esboce em um 
só gráfico y = cos x e 
sen(x + h) — sen(x — h) 
2h 


y= 


no intervalo [—7, 27] para h = 1; 0,5 е 0,3. Compare es- 
ses resultados com aqueles obtidos no Exercício 63 para os 
mesmos valores de Л. 

Para ver com que rapidez o quociente da diferenga centrada 
para f(x) = cos x converge para f'(x)= —sen х, esboce um 
único gráfico para у = -sen x e 


cos(x + А) — cos(x — b) 
2h 
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no intervalo [—7, 27] para Л = 1; 0,5 e 0,3. Compare esses re- 
sultados com aqueles obtidos no Exercício 64 para os mesmos 
valores de Л. 


Elos. 


Precaução com o quociente da diferença centrada (Conti- 
nuação do Exercício 65.) O quociente 


Jx + h) — f(x — В) 
2h 


pode ter um limite como Л — 0 quando f nào possui derivada 
em x. Para exemplificar, considere f(x) = |х| e calcule 


. Jo+hA|-|0-— ^| 
Бал 2Л ° 


Vocë verá que o limite existe, embora /(x) = |x| nào possua 
derivada em x = 0. Conclusáo: antes de usar um quociente de 
diferenga centrada, certifique-se de que a derivada existe. 


Coeficientes angulares no gráfico da funcào tangente 
Esboce em apenas um gráfico y = tg x e sua derivada em 
(77/2, 7/2). O gráfico da função tangente parece ter um coe- 
ficiente angular mínimo? E máximo? Em algum momento o 
coeficiente angular é negativo? Justifique suas respostas. 


Ho”. 


Coeficientes angulares no gráfico da função cotangente 
Esboce em apenas um gráfico y = cotg x e sua derivada em 
0 « x < т. O gráfico da função cotangente parece ter um coe- 
ficiente angular mínimo? E máximo? Em algum momento o 
coeficiente angular é positivo? Justifique suas respostas. 


. Explorando (sen kx)/x Esboce em um único gráfico y = 
(sen x)/x, y = (sen 2x)/x e y = (sen 4x)/x no intervalo -2 < x < 2. 
Onde cada gráfico parece cruzar o eixo у? Os gráficos real- 


Regra da cadeia 


70. 


mente cortam os eixos? O que vocé espera dos gráficos de 
у= (sen 5x)/x e y = (sen (-3x))/x quando x — 0? Por qué? E do 
gráfico de у = (sen kx)/x para outros valores de k? Justifique 
suas respostas. 


Radianos versus graus: derivadas no modo grau О que 

aconteceria com as derivadas de sen x e cos x se x fosse medi- 

do em graus em vez de radianos? Para descobrir isso, siga os 

seguintes passos: 

a. Selecione o modo grau da calculadora gráfica ou computa- 
dor e faca o gráfico de 


senh 


Аһ) = h 


e estime lim, ,, /(//. Compare sua estimativa com 7/180. 
Existe alguma razáo para acreditar que o limite deveria ser 
7/180? 
b. Ainda no modo grau da calculadora gráfica, estime 
..cosh-1 
lim ==>. 
h—0 h 


с. Agora volte para a deduçào da fórmula para a derivada de 
Sen x no texto е siga os passos da derivaçào usando limites 
no modo grau. Que fórmula vocé obtém para a derivada? 

d. Acompanhe a dedução da fórmula para a derivada de cos x 
usando limites no modo grau. Que fórmula vocé obtém 
para a derivada? 

e. As desvantagens das fórmulas no modo grau se tornam 
evidentes quando vocé comega a lidar com derivadas de 
ordem superior. Tente. No modo grau, quais sáo a segunda 
e a terceira derivadas de sen x e cos x? 


Como podemos derivar F(x) = sen (x? — 4)? Essa função é a composta f ° g de 
duas funções y = f(u) = sen и e u = g(x) = x? — 4, que sabemos como derivar. A 
resposta, dada pela regra da cadeia, diz que a derivada é o produto das derivadas de 


- 
С: y voltas B: и voltas A: x voltas 


FIGURA 3.25 Quando a engrenagem A dá 
x voltas, a B dá u voltas e a C dá y voltas. 
Comparando circunferéncias ou contando 
os dentes, notamos que y = u/2 (C dá meia- 
-volta a cada volta inteira de B) e u = 3x 
(B dá trés voltas a cada volta dada por A), 
entáo y = 3x/2. Assim, dy/dx = 3/2 = (1/2) 
(3) = (dy/du)(du/dx). 


/ е g. Desenvolveremos a regra nesta segáo. 


Derivada de uma funcáo composta 


A função y = Эх = 3 (3х) é a fungáo composta de у = iu еи = Зх. 
Тетоѕ 

Жэ Л du _ 4 

dx 2 du 2 ge v 
Como Bude 3, vemos nesse caso que 


2-2 
ау = dy „du 
dx du ах! 


Se pensarmos na derivada como uma taxa de variação, a intuição nos permite 
ver que essa relação é razoável. Se y = f(u) varia com a metade da rapidez de u e 
u = g(x) varia três vezes mais rapidamente do que x, então esperamos que y varie 
3/2 vezes mais rapidamente do que x. Esse efeito é bem parecido com um trem de 
múltiplas engrenagens (Figura 3.25). Vejamos outro exemplo. 


EXEMPLO 1 A função 


у= (3? + 1)? 
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é a composta dey=f(u)=u? e u = g(x)= 3x? + 1. Calculando a derivada, vemos que 


dy du 
du dx 


= Que 6x 


= 2(3x2 + 1)-6x 
= 368 + 12x. 
O cálculo da derivada a partir da fórmula expandida (3х2 + 1? = 9x! + 62 + 1 
fornece o mesmo resultado: 


dy dia 2 
de qe Ox + 6xº + 1) 
= 36x) + 12x. 

A derivada de uma função composta f(g(x)) em x é a derivada de fem g(x) 
multiplicada pela derivada de g em x. Essa observação é conhecida como regra da 
cadeia (Figura 3.26). 


Função composta fo g 


Taxa de variação em 
x é f'(g(x)) ° g'Q). 


8 
Таха de variação O Trade vto У 
em xé g'(x). š em (3) 6/(8(0).---“--- 
х и = g(x) y = f(u) = f(g(x)) 


FIGURA 3.26 As taxas de variação se multiplicam: a derivada de fo g em x é a derivada de 
fem g(x) multiplicada pela derivada de g em x. 


TEOREMA 2 — Regra da cadeia Se f(u) é derivável no ponto u = g(x) e g(x) 

é derivável em x, então a função composta (f ° g)(x) =/(g(x)) é derivável em x e: 
(f° g)'(x) = gl) ` g'). 

Na notação de Leibniz, se у = f(u) е u = g(x), então: 


dy _ dy ш 


dx du dx” 


em que dy/du 6 calculada ет и = g(x). 


“Prova” intuitiva da regra da cadeia: 
Seja Au a variação em и quando х varia em Ax, de forma que 


Au = g(x + Ax) — g(x). 
Entáo, a variagáo correspondente em y é 
Ay — fu + Au) — f(u). 
Se Au * 0, podemos escrever a fração Ay/Ax como o produto 


Ay _ Аў Ай (1) 


Ax Au Ах 


e obter o limite quando Ах — 0: 
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ау. Ay 
de оду 
= lim Ay Au 
Ax>0 Au Ax 
im A. tim Аш 
= lim 1 


. y 1 Аи (Observe que Au — 0 quan- 
lim Agr lim Ау doAx— 0, uma vez que g é 
Au—0 Аи Ax—0 АХ contínua.) 
dy du 


du ах! 


lI 


O problema com esse argumento é que poderia ser verdade que Ан = 0, mes- 
mo quando Ах % 0, então a eliminação de Au na Equação 1 seria inválida. A prova 
requer uma abordagem diferente para evitar esse problema, e apresentaremos tal 
prova na Segáo 3.11. 

EXEMPLO 2 Um objeto se desloca ao longo do eixo х, de modo que sua posigáo 
em qualquer instante / > 0 é dada por x(t) = cos (? + 1). Determine a velocidade do 
objeto em função de /. 


Solução Sabemos que a velocidade é dx/dt. Nesse exemplo, x é uma função com- 
posta: x = cos (и) e и = Ë + 1. Temos 


dx 


=- х= cos (u) 
du sen (u) x = cos (u 
e = 2t. и=+1 
Pela regra da cadeia, 
de _ dx du 
dt du dt 
= —sen (u) ° 2t m calculado em u 
= —sen (£? + 1)-21 
= —21 sen (i? + 1). 
Regra do “de fora para dentro” 


Uma das dificuldades com a notaçào de Leibniz é que ela nào estabelece espe- 
cificamente em que ponto as derivadas devem ser calculadas na regra da cadeia. Por 
isso, às vezes é mais fácil usar a notação funcional. Se y = f(g(x)), então 


Nou ; 
dx © 10800) g). 
Ou seja, derive a função “externa” (de fora) f, calculando-a na função g(x) 


“interna” (de dentro) intocada, e a seguir multiplique-a pela derivada da “fungáo 
interna". 


EXEMPLO 3 Derive sen (x? + е") com relação a x. 


Solução Aplicamos diretamente a regra da cadeia e temos 


Eat + ех) = cos (x? + ех): (2х + e”). 
dx — === 


d LEA ER 
interna interna derivada da 
intocada função interna 
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EXEMPLO 4 Derive y = ес, 
Solução Aqui, a função interna é u = g(x) = cos x, e a externa é a função exponen- 
cial f(x) = е". Aplicando a regra da cadeia, temos 


d : 
У A eon) etA (сох) e*95* (—senx) e*95* sen x. 


Generalizando o Exemplo 4, vemos que a regra da cadeia nos fornece a fórmula 


d du 
Le" = Qu 


dx dx 


Assim, por exemplo, 


4 (e^) = et. 4 (kx) = ke, para uma constante k 


e 
4 (e) - e. e?) = 2xe* 
Uso repetido da regra da cadeia 


Às vezes, precisamos usar a regra da cadeia duas ou mais vezes para obtermos 
uma derivada. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


EXEMPLO 5 Encontre a derivada de g(t) = tg (5 — sen 21). 


Johann Bernoulli 
(1667-1748) = Solucáo Veja que, nesse caso, a tangente é uma funçào de 5 — sen 2/, enquanto o 
seno é uma função de 2/, que é uma função de г. Portanto, pela regra da cadeia, 
q Derivada de tg w c 
, — ШЕ. e rivada de tg u com 
800 а (REUS — жад) u — 5 —sen 2t 


Derivada de 5 — sen w 
com u = 2t 


= sec?(5 sen21)- (5 ѕеп 2/) 


= sec? (5 — sen21)- (o — cos 212 


= sec? (5 — sen21) - (—cos 21) - 2 
= —2(cos 21) sec? (5 — sen21). 


Regra da cadeia com as poténcias de uma funcáo 


Se f é uma função derivável de и, e se и é uma função derivável de x, então 
substituir y = /(u) na fórmula da regra da cadeia 
Y Y du 
dx аи dx 


nos leva à fórmula 
d _ pr du 
270) = fu) ах” 


Se n é qualquer número real e f é uma função de potência, /(и) = u”, а regra 
da potência nos diz que f'(u) = mu” 1. Se и é uma função derivável de х, podemos 
aplicar a regra da cadeia, ampliando-a para a regra da cadeia para poténcias: 

d =] du 


СЭ КИЙЕ 
de de зы ) = nu 


(и”) = nu” 
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EXEMPLO 6 А regra da cadeia para potências simplifica o cálculo da derivada de 
uma poténcia de uma expressáo. 


d 3 4ү? 3 aod 3 4 Regra da cadeia para potências 
9) ах ox x) 16% x) di ОХ 2) comu = 50-33, n7 7 


= 7(5x3 — x*y(5-3x? — 4х5) 
= «(58 — x)(15x? — 4х?) 


afi A ss 
O 7- ES = (3х — 2) ! 
= р 2)? 4 (x - 2) 


= —1(3x — 2) (3) 
EN еи 
(3x — 2)? 


Regra da cadeia para poténcias 
comu=3x-2,n=-1 


No item (b), poderíamos ter usado a regra do quociente para determinar a derivada. 


(с) 4 (ser? х) = 5 sen! x- d senx Regra da cadeia para potências com и = sen x, п = 5, 
dx dx porque sen" x é o mesmo que (sen x)", n 7-1. 
= Ssen'xcosx 


(d) 4 (еМ) = NE + 1) 


= HL (зу 4 192.3 Regra da cadeia para poténcias 
2 com u — 3x + 1,n— 1/2 


3 "EE 
2V3x +1 


EXEMPLO7 Na Seção 3.2, vimos que a função valor absoluto y = |x| não é derivável 
em x = 0. No entanto, como mostraremos agora, a funçào é derivável para todos os 


outros números reais. Uma vez que|x| = Vx? podemos deduzir a seguinte fórmula: 


| Derivada da fungáo valor absoluto 4. (Ix) = iv? 


Р ах ах 
ax D = BT x*0 - 1 d оо) Regra da сайеїа para poténcias 
ave dx ^ com u =x, п = 1/2, x #0 
1 rã 
= «Эх уй. 
2|x| Fl 
= x x # 0 
|x] 


EXEMPLO 8 Mostre que o coeficiente angular de toda reta tangente à curva 
у= 1/(1 — 2x) é positivo. 


Solução Encontramos a derivada: 


dy d 3 
dx дү 2x) 


= -4, d Regra da cadeia para poténcias 
3(1 2x) ax 2x) com u — (1 – 2х), n 7 -3 


-3(1 — 2x) *-(-2) 
-—— 
(1-23 


Exercícios 3.6 
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Em qualquer ponto (x, y) na curva, x % 1/2, e o coeficiente angular da reta 
tangente é 


dy _ 6 


dx (1 — 2x)? 


o quociente de dois números positivos. E 


EXEMPLO 9 Tanto as fórmulas para as derivadas de sen x quanto para as de cos x 
foram obtidas com x medido em radianos, e não em graus. A regra da cadeia fornece 
uma nova visão sobre a diferença entre os dois. Uma vez que 180º = z radianos, 
x° = тх/180 radianos, em que x° é o tamanho do ângulo x medido em graus. 

Pela regra da cadeia, 


d өү — d TX) т TX) 07 " 
dg nin) = дегеп 386 | 77189 95 TED) = Tgo eos@°). 
Veja a Figura 3.27. Do mesmo modo, a derivada de cos (x°) é — (7/180) sen (x°). 


O fator 7/180 seria composto com derivações seguidas. Percebemos aqui a 
vantagem de usar a unidade radiano em cálculos. 


= о) = sen HE 
у = sen (x°) Sen (80 


AA 
(ҮЙҮ 


I 
у = senx 


FIGURA 3.27 О sen (x°) oscila apenas 7/180 vezes, o número de vezes que sen x oscila. 
Seu coeficiente angular máximo é 7/180 em x= 0 (Exemplo 9). 


Cálculo de derivadas 21. y=e 7% 22. у= eV) 
Nos Exercícios 1-8, dados y = f(u) е и = g(x), determine dy/dx = Nos Exercícios 23-50, determine as derivadas das funções. 
J'(e(x))g'(x). 23. p=V3-1 27. r= (cossec 0 + cotg 0)! 
1. у=би-9, и = (1/2)х* 24. а= Var = r? 28. r=6(sec 0 — tg 0? 
2 p= = 0-1 25. s = _4-сеп3г + Hcoss1 29. у = 22 sen! x + x cos?x 
. у= епи, и = 3х + 1 37 Sm 
. y = COS u, u = —x/3 26. s = sen (E) dcos (Ex) 30. y = Les x = 3 cosx 


NANA U 


8. 
Nos Exercícios 9-22, escreva as funções na forma y = f(u) e u = g(x). 


. y= COS u, u = SEN x 


. y= sen u, u = x — COS x 


. у=їри,и=10х-5 


y=-secu,u=x?+7x 


Em seguida, determine dy/dx em função de x. 
9. у= (2х+ 1) 


14. 


4 7 L N 
31. у= sy (x — 2) + (a 55) 


_ "EDI P N 
2 у-(5-25/544(2 Fi 


33. y = (4x + 3)! (z + 1)? 41. f(x) 2 V7 + xsecx 


у = V3x2 — 4х + 6 34. y = (2x - 5) (2 — 5x)° 201 3х 
42. g(x) = n 
. у= sec (tg x) 35. у = xe* + e* (x + 7) 
= E 36. у = (1 +2x)e > seno V 
. у= соф (s 1) 37, y (P 2e dt 43. f(0) — TERG 
өвд ? 
фАй-ийн 38. y = (92 — 6x + 2)? " ( Ахай аан 
i йс х 39. Mx) =xtg(2Vx) +7 Ег 
. y=e>* 
ym 40. k(x) = x? (1) 45. r= sen (02) cos (20) 
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46. 


47. 


r= sec VO tg (1) 


sent 
q — cotg (enc) 


у= cos (e?) 
у= 0?е720 cos 50 


¿= sen( t ) 49. 
Vt+I 50. 


Nos Exercícios 51-70 determine dy/dt. 


eni 3 

So sen iris) 62. y = cos (s sen (9) 
52. y=sec? mt 

РЕР -4 3 
53. y=(1 + cos 21) : 44, yo (1 -— (4)) 
54. у= (1 cotg (//2)) 2 12 

= 10 
55. у= (ttg?) 64. у= eli + cos? (71) P 
56. у= (г sen r)'? 
57. у= eos (m-1) 65. y = МІ + cos (i?) 
58. у = (e «y 66. у= Asen( V1 + vi) 
3 
59. y — (229) 67. у= tg? (sen? 1) 
D — 4 
68. у = cos* (sec? 31) 

60. у= з – 4y* 9. у= 3022 4 

. y 5+ 2 69. у= 31(21° – 5) 
61. y= sen (cos (21— 5)) 70. у= V3 + V2 + 
Segundas derivadas 
Calcule y” nos Exercícios 71-78. 

3 

7. у= ( + 1) 75. y=x(2x+ 1) 
72. y=(1- va)! 76. у= xo? - 15 
73, у= у cotg (3x =Ü 17. y= +5x 
74. y = 9tg G) 78. y= sen (ce) 


Determinação dos valores das derivadas 


Nos Exercícios 79-84, determine o valor de (f ° g) no valor forne- 


cido de x. 

79. f(u) = и +1, и= g(x) = Vx, x=1 
1 1 

80. f(u) = 1— y, u=g(x) Гу * exi 

81. f(u) = сор 105 w=yb)=5YV%, x=1 

82. f(u) = и + L ‚ u= glx) = пх, x = 1/4 
cos” u 

83. f(u) pe u (x) = 10x? +x+1, x= O 

А "m 80 л 2 y 2 


84. 


85. 


86. 


87. 


=f 


Suponha que //(3) =-1, g'(2) = 5, g(2) = 3 e y = f(g(x)). Qual 
o valor de y' quando x = 2? 

Se ғ = sen (f(t)), /(0) = 7/3 e f'(0) = 4, então qual é o valor de 
ана em t = 0? 

Suponha que as funções fe g e suas derivadas em relação a x 
tenham os seguintes valores em x =2 e x=3. 


x fe se) fe zw 
2 8 2 1/3 3 
3 3 -4 2т 5 


= 


89. 
90. 


Determine as derivadas das seguintes combinações em relação 
a x usando os valores dados de x: 


а. 2f(x), x=2 е. f(g(x)), x=2 
b. f(x) +ga), 1=3 f. VI), х-2 
c. Гох) go), x=3 в. lg(x, x=3 
d. falo), x=2 h. М(х) + 220), х-2 


Suponha que as funções f e g e suas derivadas em relação a x 
tenham os seguintes valores em x= 0e x= 1. 


х fŒ 80) FU) ЁО) 
0 1 1 5 1/3 
1 3 -4 -1/3 -8/3 


Determine as derivadas em relagáo a х das seguintes combina- 
ções usando o valor dado de x. 


a. Sf(x) - а(х), x71 e. g(fx). x=0 

b. fg), x=0 f. QUA), х=1 
c. aT х= g. f(x + g(x)), х= 

d. /(е(х), х=0 


Determine ds/dt quando Ө = 37/2 se s = cos 0 e d0/dt = 5. 
Determine dy/dt quando x = | se y=x2 + 7x — 5 e dx/dt = 1/3. 


Teoria e exemplos 

O que aconteceria se vocé pudesse escrever uma fungáo composta 
de diferentes maneiras? Уосё obteria sempre a mesma derivada? А 
regra da cadeia diz que sim. Tente fazer isso com as funções nos 
Exercícios 91 e 92. 


91. 


92. 


93. 
94. 
95. 


96. 


Se y = x, determine dy/dx usando a regra da cadeia, sendo y 
uma fungáo composta de 


a. y=(u/5)+7 e u=5x-35 
b. y=1+(l/u) e u=1/(x-1). 


Se у = x??, determine dy/dx usando a regra da cadeia, sendo y 


uma fungáo composta de 

ay= e u= Vx 

b у=Ми e u-x. 

Determine a tangente de y = ((x — 1)/(х + 1)? em x = 0. 


Determine a tangente de y = Vx? — x 7 emx = 2. 


a. Determine a tangente à curva y = 2 tg (7x/4) em x = 1. 


b. Coeficientes angulares de uma curva tangente Qual o 
menor valor de coeficiente angular que a curva pode ter no 
intervalo —2 < x < 2? Justifique sua resposta. 

Coeficientes angulares de senoides 

a. Determine as equações para as tangentes às curvas y = 
sen 2x e y = —sen (x/2) na origem. Existe algum aspecto di- 
ferente no modo como essas tangentes estáo relacionadas? 
Justifique sua resposta. 

b. O que se pode dizer sobre as tangentes às curvas y — 
sen mx e y ——sen (х/т) na origem (m é uma constante # 0)? 
Justifique sua resposta. 

c. Para dado т, quais sào os maiores valores de coeficiente 
angular que as curvas y — sen mx e y — -sen (x/m) podem 
ter? Justifique sua resposta. 

d. A fungáo y = sen x completa um período no intervalo 
10, 27], a função у = sen 2x, dois períodos, a função у = 
(sen x/2), meio período, e assim por diante. Existe alguma 
relação entre o número de períodos que y = sen mx comple- 
ta em (0, 27] e o coeficiente angular da curva y = sen mx 
na origem? Justifique sua resposta. 


97. 


98. 


99. 


100. 


101. 


102. 


103. 


Temperatura (°Е) 
S 


Funcionamento muito rápido de maquinário Suponha 
que um pistão se desloque para cima e para baixo e que a sua 
posição no instante / segundos seja dada por 


s = А соз (27bt). 


com А e b positivos. O valor de А é a amplitude do movimen- 
to, e de b é a frequéncia (número de vezes que o pistáo se 
desloca para cima e para baixo a cada segundo). Que efeito a 
duplicação da frequência tem sobre a velocidade, a aceleração 
e a sobreaceleração do pistão? (Ao descobrir a resposta, você 
entenderá por que uma máquina quebra quando funciona rá- 
pido demais.) 

Temperaturas em Fairbanks, Alaska O gráfico a seguir 
mostra a temperatura média em Fahrenheit em Fairbanks, 
Alaska, durante um ano típico de 365 dias. A equação que for- 
nece a temperatura aproximada no dia x é 

27 


y= эмн ас - Ly + 25 


е é representada na figura a seguir. 


a. Em que dia a temperatura aumenta mais rapidamente? 


b. Quantos graus por dia, aproximadamente, a temperatura 
sobe quando aumenta mais rapidamente? 


8 


o 


-20 2 | 
a 5 d 50 Sy £ 
SE гаж оа у 0 


Movimento de uma partícula A posigáo de uma partícula 
que se desloca ao longo de uma reta coordenada é dada por 
М1 + 4t, com s em metros e / em segundos. Determine 
a velocidade e a aceleragáo da partícula em t — 6 s. 


5 = 


Aceleração constante Suponha que a velocidade de um 
corpo em queda seja u = kVs m/s (com k uma constante) no 
instante em que o corpo caiu s metros do ponto de partida. 
Mostre que a aceleragáo do corpo é constante. 


Meteorito em queda Quando um meteorito pesado está a s 
quilómetros do centro da Terra, sua velocidade de entrada na 
atmosfera terrestre é inversamente proporcional a Vs. Mostre 
que a aceleração do meteorito é inversamente proporcional а 87. 


Aceleração de uma partícula Uma partícula se desloca ao 
longo do eixo x com velocidade dx/dt = f(x). Mostre que sua 
aceleração é f(x) f (x). 

Temperatura e o período de um pêndulo Para oscilações 
de pequena amplitude (balanços curtos), é seguro modelar a 
relação entre o período 7 e o comprimento L de um péndulo 
simples com a equação 


r= 24|}, 


em que g é a aceleração constante da gravidade no local em 
que o péndulo se encontra. Se medirmos g em cm/s?, devemos 
usar L em centímetros e 7 em segundos. Se o péndulo for de 
metal, seu comprimento variará de acordo com a temperatura, 


104. 


105. 


106. 
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aumentando ou diminuindo a uma taxa aproximadamente pro- 
porcional a L. Usando os símbolos u para temperatura e k para 
a constante de proporcionalidade, temos 
dl _ 
du 
Considerando que esse seja o caso, mostre que a taxa de varia- 
ção do período em relação à temperatura é К7/2. 


kL. 


Regra da cadeia Suponha que f(x) = x? e g(x) = |x|. Então, 
as funções compostas 


(ege)-h'-x e (е0) = |= 2 


são ambas deriváveis em x = 0, muito embora g em si nào seja 
derivável ет х = 0). Isso contradiz а regra da cadeia? Explique. 
Derivada de sen 2x Represente graficamente a função у = 
2 cos 2x para -2 = x = 3,5. Depois, na mesma tela, faça o 
gráfico de 

sen 2(x + h) — sen 2x 
р-н om 
ы Л 
para h = 1,0; 0,5 e 0,2. Experimente outros valores de A, in- 
cluindo valores negativos. O que acontece quando л — 0? Ех- 
plique esse comportamento. 


Derivada de cos (х2) Represente graficamente a função y 
= —2х sen (x?) para -2 = x = 3. Depois, na mesma tela, faça о 
gráfico de 
cos ((x + h)?) — cos (x?) 

h 


para Л = 1,0; 0,7 e 0,3. Experimente outros valores de Л. O que 
acontece quando Л — 0? Explique esse comportamento. 


Usando a regra da cadeia, mostre que a regra da poténcia (d/dx)x" = 


nx" ! vale para as funções x” nos Exercícios 107 e 108. 


107. х!/% = V Vx 108. 4 = Ухух 

USO DO COMPUTADOR 

Polinómios trigonométricos 

109. Como vemos na figura a seguir, o “polinómio” trigonométrico 


s = f(t) = 0,78540 — 0,63662 cos 2t — 0,07074 cos 6t 
— 0,02546 cos 101 — 0,01299 cos 14t 


permite uma boa aproximação da função dente de serra s = 

g(t) no intervalo [—7r, 7]. Até que ponto a derivada de f se 

aproxima da derivada de g nos pontos em que dg/dt está defi- 

nida? Para descobrir, siga os seguintes passos: 

a. Faça o gráfico de dg/dt (onde for definida) em [-7, т]. 

b. Determine df/dt. 

c. Faça o gráfico de d//dt. Em que ponto a aproximação de 
dg/dt por df/dt parece ser maior? E menor? As aproxima- 
ções por polinômios trigonométricos são importantes nas 
teorias de calor e oscilação, mas, como veremos no próxi- 
mo exercício, não devemos esperar muito delas. 


5 


8-80) 
аг 
тоо 


= т 
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110. (Continuagáo do Exercício 109.) No Exercício 109, o poli- 
nómio trigonométrico /(/) que se aproximou da fungáo den- 
te de serra g(t) no intervalo [—7, т] apresentou uma deriva- 
da que se aproximou da derivada da função dente de serra. 
Entretanto, é possível que um polinómio trigonométrico se 
aproxime de modo razoável de uma fungáo sem que sua 
derivada se aproxime da derivada da fungáo. Nesse caso, o 


“polinómio” 
s = h(t) = 1,2732 sen21 + 0,4244 sen 61 + 0,25465 sen 10r a. Faça o gráfico de dk/dt (no ponto em que ela é definida) em 
+ 0,18189 sen 144 + 0,14147 sen 181 [—т, 7]. 
representado graficamente na figura ao lado se aproxima da b. Determine dh/dt, 
função escada s = k(t) apresentada. No entanto, a derivada de c. Faça o gráfico de dh/dt para ver como ele não se ajusta bem 


h em nada se parece com a derivada de k. 


3.7 


(x9 Y) У = ЛО) 


FIGURA 3.28 А curva х? + y? – 9ху= 0 
náo ёо gráfico de nenhuma fungáo de х. 
Entretanto, ela pode ser dividida em arcos 
separados, que são os gráficos de funções 
de х. Essa curva específica, chamada de 
fólio, remonta a Descartes, em 1638. 


Derivacáo implícita 


ao gráfico de dk/dt. Comente a esse respeito. 


A maioria das fungóes com as quais lidamos até agora foi descrita por uma 
equação com a forma y = f(x), que expressa y explicitamente em termos da variável 
x. Aprendemos regras para derivar funções definidas dessa maneira. Outra situação 
ocorre quando nos deparamos com equações como 


x*y3-9xp20, y-x-0 ou x2+)2-25=0. 


(Veja as Figuras 3.28, 3.29 e 3.30.) Essas equações definem uma relação impli- 
cita entre as variáveis x e y. Em alguns casos, somos capazes de resolver tal equagáo 
para y como uma função explícita (ou mesmo várias funções) de x. Quando não po- 
demos colocar uma equação F(x, у) = 0 na forma y = f(x) para derivá-la da maneira 
usual, podemos ainda determinar dy/dx por intermédio da derivagdo implícita. Esta 
seção descreve a técnica. 


Funcóes definidas implicitamente 


Para iniciar, apresentaremos dois exemplos que envolvem equagóes familiares 
que podem ser resolvidas para y como função de x para calcular dy/dx da maneira 
usual. Então, derivaremos as equações implicitamente e determinaremos a derivada 
para comparar os dois métodos. Após apresentarmos os exemplos, resumiremos as 
etapas envolvidas no novo método. Nos exemplos e nos exercícios, sempre supomos 
que a equação dada determina y implicitamente como uma função derivável de х, 
de modo que dy/dx exista. 


EXEMPLO 1 Determine dy/dx se y? — x. 


Solucáo А equagáo y = x define duas funções deriváveis de x, que, na verdade, 


podemos determinar com y; = Vx e y, = — Vx (Figura 3.29). Sabemos como 
calcular a derivada de cada uma delas para x > 0: 
di _ |] da 1] 


d 2ух ° d a: 


No entanto, suponha que soubéssemos apenas que a equação y? = x define y 
como uma ou mais funções deriváveis de x para x > 0, sem saber exatamente quais 
seriam essas funções. Ainda seria possível determinar dy/dx? 

A resposta é sim. Para determinar dy/dx, simplesmente derivamos os dois lados da 
equação у? = x em relação a x, considerando у = f(x) como uma função derivável de x: 


у? ныг Pela regra da cadeia, temos zo) = 
Е. e oy = ananta : 
д, dE a 122) = 2/(х)/'(х) = re 
dy | 
ёс 2 


2 
y =x 


¿coeficiente | 1 
angular = —— = —— 


FIGURA 3.29 А equação y?—x=0 ou 
y? = x, como geralmente é escrita, define 
duas funções deriváveis de x no intervalo 
x > 0. O Exemplo 1 mostra como 
determinar as derivadas dessas fungóes 
sem resolver y na equação y? = x. 


` 


у = V25 — x? 
Y 


у = -V25 — х? coeficiente 


angular = — š = 


FIGURA3.30 О círculo combina os 
gráficos de duas funções. O gráfico de y, é 
o semicírculo inferior que passa por (3, —4). 


FIGURA 3.31 Gráfico de y? =x? + sen xy 
no Exemplo 3. 
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Essa é a fórmula que fornece as derivadas que calculamos para ambas as solu- 
ções explícitas y, = Vx ey,= -МХ: 
dr l 1 a Bole l l 


dx 2» ух de ж (м) 2vx i 


EXEMPLO 2 Determine o coeficiente angular do círculo x? + y? = 25 no ponto (3, 4). 


Solução О círculo nào é o gráfico de uma única função de x, pelo contrário. 
Ele é a combinação dos gráficos de duas funções deriváveis, у = V25 — x? e 
y2 = — V25 — x? (Figura 3.30). O ponto (3, —4) está no gráfico de y,, portanto 
podemos determinar o coeficiente angular pelo cálculo direto da derivada usando a 
regra da cadeia para poténcias: 


dy» 
dx 


d MIR = 
-6 3 zx 5-9) = 


ш EM v» 
3  21W25-x les  2V25-9 4 05 - y a) 


Podemos resolver esse problema com mais facilidade ao derivar implicitamen- 
te a equação dada do círculo com relação a x: 


da $92) = S Qs) 


d 
2х + у= 0 


4: 
4у аж 
de 
ЯС : 2 __ 3 _3 
O coeficiente angular em (3, -4) é- y A T 
2 1(3,-4) 


Observe que, diferentemente da fórmula do coeficiente angular para dy,/dx, que 
se aplica apenas a pontos abaixo do eixo x, a fórmula dy/dx = —х/у se aplica a qual- 
quer ponto do círculo que apresente um coeficiente angular. Observe também que a 
derivada envolve ambas as variáveis x e y, e náo apenas a variável independente x. 

Para calcular as derivadas de outras funções definidas implicitamente, procede- 
remos como nos Exemplos 1 e 2: trataremos y como uma função derivável implícita 
de x e aplicaremos as regras usuais para derivar os dois lados da equação de definição. 


Derivacáo implícita 


1. Derive os dois lados da equagáo em relagáo a x, considerando y como uma 
função derivável de x. 


2. Agrupe os termos que contêm dy/dx em um lado da equação e determine dy/dx. 


EXEMPLO 3 Determine dy/dx se у? = x? + sen xy (Figura 3.31). 


Solução Derivamos a equação implicitamente. 


y? =x? + senxy 


d (92) 24 (x2) + £ (senxy) Derive os dois lados 


dx dx em relagáo a х... 

dy d ... considerando y como 

2y— = 2x + (cosxy)— [x uma função de x e usando 

е ах ») dx ( x a regra da cadeia. 

dy dy 

Wi = 2x + (cosxy)| y + x Considere xy como um produto. 

dy d 
Y — (cos xy) ( 2) = 2x + (cos xy)y Agrupe os termos com dy/dx. 


dy 
(2y — x соз ху) 26 = 2x + y cos xy 
lx 


dy _ 2х + ycosxy 


= Determine dy/dx. 
dx 2y — xcosxy 
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Observe que a fórmula para dy/dx se aplica a qualquer ponto em que a curva 
definida implicitamente tenha um coeficiente angular. Note ainda que a derivada 
envolve ambas as variáveis x e y, e náo apenas a variável independente x. 
Derivadas de ordem superior 


A derivação implícita também pode ser usada para determinar derivadas de 
ordem superior. 


EXEMPLO 4 Determine d?y/dx? se 2x3 – 3y?=8. 


Solução Para começar, diferencie ambos os lados da equação em relação a x para 
determinar y' = dy/dx. 


Lor Е зу?) = 4 (8) Considere y como função de x. 
6x? — буу = 0 
¿2 
у = Су, quando y*+0 Determine y”. 


Aplicaremos agora a regra do quociente para determinar y”. 


2 
T d (x? 2xy — xy! 2x x , 
y? y 2 2 


Finalmente, substituiremos y' = x2/y para expressar y" em termos de x e y. 


2 07.0 
y" B 5 (5) a =, quando y + 0 
y y 
Tangente 
Curva da Lentes, tangentes e retas normais 
Reta normal жээ E Na lei que descreve como a luz muda de diregáo ao passar por uma lente, os án- 
EL gulos importantes 880 aqueles que a luz forma com a reta perpendicular à superfície 
Ponto de incidéncia da lente no ponto de incidéncia (ángulos А e В na Figura 3.32). Essa reta é chamada 
, de normal à superfície no ponto de incidéncia. Em uma vista de perfil de uma lente 
ka como a da Figura 3.32, a normal é a reta perpendicular àquela que tangencia a 
curva no ponto de incidëncia. 
FIGURA3.32 Perfil де uma lente que EXEMPLO 5 Mostre que o ponto (2, 4) está na curva x? + у? — 9xy = 0. Em seguida, 
mostra a refraçào de um raio de luz à determine a tangente e a normal à curva nesse ponto (Figura 3.33). 
medida que este passa através da 
superfície da lente. Solução O ponto (2, 4) está na curva porque suas coordenadas satisfazem a equação 
dada para a curva: 23 + 43 — 9(2)(4) = 8 + 64 — 72 = 0. 
y Para determinar o coeficiente angular da curva em (2, 4), primeiro usamos a 
e 


derivação implícita para chegar à fórmula para dy/dx: 
x + y? - 9xy = 0 


E: EE. d 
400 + О? ON = 30 


x +y — 9ху=0 


y dx " Derive os dois lados 
dx dx 


3х? + 3y? Ф 9 ( d +y em relação a х. 
А ee i 


2 dy 4 Considere ху como шт produto 
(Зу 9х) dx + Зх” 9y 0 € y como uma função de х. 
dy 
307^ — Зх) == = 9y — 3x? 


FIGURA 3.33 О Exemplo 5 mostra como " 
determinar equações para a tangente e a dy = Зу-х Determine dy/dx. 
normal para o fólio de Descartes em (2, 4). dx y? — 3х’ 
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Derivacáo implícita 


Use a derivação implícita para determinar dy/dx nos Exercícios 1-16. 


1. 


ху+ху?=6 


2. 34? = 18ху 
3, 
4. 


2xy + y? =x + y 


x-xyty-l 
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Entáo, calculamos a derivada em (x, y) = (2,4): 


dy 2 


ах 


34-2 8 4 
ea 44-30) 10 5 


3 2 


(2,4) y? = 2х 


A tangente em (2, 4) é a reta que passa por (2, 4) com coeficiente angular 4/5: 


— A = 
у 4t*tsG 2) 
4 12 

y=sx+- 


A normal à curva em (2, 4) é a reta perpendicular à tangente nesse ponto, a reta | 
que passa por (2, 4) com coeficiente angular —5/4: 


у=4-3(х-2) 


1 


221 


= 2 
у= 157 


S| 


A fórmula quadrática permite calcular uma equaçào de segundo grau 
como y? — 2xy + 3x2 = 0 para y em termos de x. Existe uma fórmula para as 
trés raízes de uma equagáo cúbica similar á fórmula quadrática, só que muito 
mais complicada. Se essa fórmula for usada para resolver a equação x? + y? = 
9xy para y em termos de x no Exemplo 5, então as trés funções determinadas 
pela equação serão 


3 6 3 6 
у = f(x) = 1-5 ЫГ ги + e ar 
e 
xL. jx xe y _ 3|_ S x 3 
y =P eso + V (2. É 27x 7 4-29 ||. 


Usar a derivacáo implícita no Exemplo 5 é muito mais simples do que calcu- 
lar dy/dx diretamente a partir de qualquer uma das duas fórmulas anteriores. Para 
determinar coeficientes angulares em curvas definidas por equações de grau mais 
elevado, geralmente é necessário recorrer à derivação implícita. 


5 
6. 


7. 


2=у2—_ = , 
SO ES 9. x=18) юү" () 34-08 
» (3xy + 7; = 6v - Я г 
Pd ы НЫ 10. ху = cotg (ху) 14. x cos (2х + Зу) = y sen x 
Y EX +1 11. x+tg(xy)=0 15. e? =sen (x + Зу) 
¿is 2E= y 12. х* + sen y= xy? 16. еУ=2х+2у 
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Determine dr/d0 nos Exercícios 17-20. 
17. 012 + pl2= 1 


19. sen(r8) = 


4 


18. r - 2 V8 = Sen + j^ 20. cos r + cotg 0 = e 


Ф N 


Segundas derivadas 


Nos Ехегсїсїоз 21-26, use derivagáo implícita para determinar 
dyldx e depois d?y/dx?. 

21. 2+)=1 24. y) -2r=1-2y 

22. х23--у 25. 2Уу-х-у 

23. y =e*+2x 26. xy+y=1 

27. Sex? + y? = 16, determine o valor de d?y/dx? no ponto (2, 2). 

28. Sexy + y? = 1, determine o valor de d?y/dx? no ponto (0, -1) 
Nos Exercícios 29 e 30, determine o coeficiente angular da curva 
nos pontos indicados. 


29. y? +x? = y! - 2x, em (2, 1) e (2, -1) 
30. (х2 + у2)2 = (x - y, em (1, 0) e (1, -1) 
Coeficientes angulares, tangentes e normais 


Nos Exercícios 31-40, verifique se o ponto dado faz parte da curva 
e determine as retas que sào (a) tangentes e (b) normais à curva no 
ponto dado. 


31, 24xy-y!-l, (2,3) 33. 35-9, (-1,3) 
32. 2+y=25, (3,-4) 34. y?-2x-4y-1=0, 
35. G2 + 3xy + 2у2+ 17у-6=0, (71,0) 


36. х?— МЗху + 2у2 = 5, (V3,2) 


(2,1) 


37. 2xy + m ѕепу= 27, (1,7/2) 
38. хѕеп 2у = у соѕ 2х, (7/4, 7/2) 
39. у= 2 sen (пх – у), (1, 0) 

40. x? соѕ у – ѕепу= 0, (0, т) 


41. Tangentes paralelas Determine os dois pontos ет que a 
curva x? + ху + y? = 7 cruza o eixo x e mostre que as tangentes 
à curva nesses pontos sáo paralelas. Qual é o coeficiente angu- 
lar comum dessas tangentes? 

42. Normais paralelas a uma reta Determine as normais à cur- 
va xy + 2x — y = 0 que sejam paralelas à reta 2x + y — 0. 


43. Curva do oito Determine os coeficientes angulares da curva 
y! = y? — x? nos dois pontos mostrados aqui. 


-1 


44. Cissoide de Diocles (de cerca de 200 a.C.) Determine as 
equagóes para a tangente e a normal á cissoide de Diocles 
202 - х) =х3ет (1, 1). 


45. Curva do diabo (Gabriel Cramer, 1750) Determine os 
coeficientes angulares para a curva do diabo y^- 4y?=x*- 9x? 


nos quatro pontos indicados. 
y 


46. Fólio de Descartes (Veja a Figura 3.28.) 
a. Determine o coeficiente angular do fólio de Descartes x? + 
y? — 9xy = 0 nos pontos (4, 2) e (2, 4). 
b. Em qual ponto, além da origem, o fólio tem uma tangente 
horizontal? 
с. Determine as coordenadas do ponto А na Figura 3.28 em 
que o fólio possui uma tangente vertical. 


Teoria e exemplos 

47. Normal que cruza Em que outro ponto a reta normal à cur- 
va x? + 2xy — Зу? = 0 em (1, 1) cruza a curva em outro ponto? 
Regra da potência para expoentes racionais Sejam p e q 
inteiros com q > 0. Se у = x^, derive implicitamente a equa- 
ção equivalente y? = x" e mostre que, para y £ 0, 


A pla = P pj 
p = Gx A 


48. 


49. Normais a uma parábola Mostre que se é possível dese- 
nhar três normais a partir do ponto (a, 0) até a parábola x = y2, 
apresentada no diagrama a seguir; então a deve ser maior que 
1/2. Uma das normais é o eixo x. Para que valor de a as outras 


duas normais são perpendiculares? 


y 
A 

2 
х= у“ 


0 (a.0) 1 


50. Existe algo especial em relação às tangentes das curvas y? = х? 
e 2x? + 3y? = 5 nos pontos (1, +1)? Justifique sua resposta. 


51. Verifique que os seguintes pares de curvas se encontrem ог- b. 


togonalmente. 


а. х2+у2=4, х2=3у? 
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Nos Ехегсісіоѕ 53 е 54, determine dy/dx (considerando y como uma 
função derivável de x) e dx/dy (considerando x como uma função 
derivável de y). Como dy/dx e dx/dy parecem estar relacionados? 
Explique a relagáo geometricamente, em termos de gráficos. 

53. ху +x)y=6 
54. xš + у? =еп? y 


USO DO COMPUTADOR 


Use um SAC para seguir os passos indicados nos Exercícios 55-62. 
a. Esboce o gráfico da equação com o їгасадог de gráfico 

implícito do SAC. Verifique se o ponto dado P satisfaz a 

equaçào. 

Usando a derivaçào implícita, obtenha uma fórmula para a 

derivada dy/dx e calcule-a no ponto dado P. 


c. Use o coeficiente angular encontrado no item (b) para de- 


busi- eel terminar a equação da reta que tangencia a curva em P. Em 
o Cria seguida, trace a curva implícita e a reta tangente no mesmo 
52. O gráfico de y? = x°, mostrado na figura a seguir, é chamado de gráfico. 
parábola semicúbica. Determine a constante b, de modo que 55. X -xy +y =7, P(2,1) 
areta y = -$x + b intercepte esse gráfico ortogonalmente. 56. х5 + у?х+ух?+у%=4, Р(1,1) 
57. у}+у= z == P(0,1) 


58. y +cosxy=x?, Р(1, 0) 


x+tg G) =2, 203) 


60. ху? + tg(x + y) = 1, r(%.0) 


61. 2? + (ху)! =х2+2, P(1,1) 


л 
е 


62. xV1 + 2у + y =x), Р(1, 0) 


FIGURA 3.34 А representação gráfica 
conjunta de uma reta e sua inversa mostra 
a simetria dos gráficos em relagáo а 

reta y — x. Os coeficientes angulares sáo 
recíprocos entre si. 


Na Seção 1.6, vimos como a inversa de uma função desfaz ou inverte o efeito 
dessa função. Além disso, definimos a função logaritmo natural f'(x) = In x como 
a inversa da função exponencial natural f(x) = е". Esse é um dos pares de função 
inversa mais importantes na matemática e na ciência. Na Seção 3.3, aprendemos 
como derivar a função exponencial. Aqui, aprenderemos uma regra para derivar a 
inversa de uma função derivável e aplicaremos tal regra para determinar a derivada 
da função logaritmo natural. 


Derivadas de inversas de funções deriváveis 


No Exemplo 3 da Seção 1.6, calculamos a inversa da função f(x) = (1/2)x + 1 
como f(x) = 2х – 2. A Figura 3.34 mostra novamente os gráficos das duas funções. 
Se calcularmos suas derivadas, veremos que 


d а (1 | 
de 10) 21) 2 


Dans Š _ 
Af) -4-0х-2)-2. 


As derivadas são recíprocas entre si, de modo que o coeficiente angular de uma 
reta é a recíproca do coeficiente angular de sua reta inversa. (Veja a Figura 3.34.) 
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Мао se trata de um caso especial. Ao refletir qualquer reta náo horizontal ou 
nào vertical em torno da reta y = x, sempre teremos o inverso do coeficiente angular 
da reta. Se o coeficiente angular da reta original é m 7 0, a reta refletida tem coefi- 
ciente angular 1/m. 


š Я : ак, ñ A 1 EN? 1 

Os coeficientes angulares são recíprocos: (777) (5) =—— ou (771) (6) 2 ————— 
Fa) F'O) 

FIGURA 3.35 Os gráficos de funções inversas têm coeficientes angulares 

recíprocos em pontos correspondentes. 


A relação de reciprocidade entre os coeficientes angulares de f e f `! se aplica 
a outras funções, mas precisamos tomar o cuidado de comparar coeficientes an- 
gulares em pontos correspondentes. Se o coeficiente angular de y = f(x) no ponto 
(a, f(a)) € f'(a) e f'(a) * 0, então o coeficiente angular de y = f~! (x) no ponto (f(a), a) 
é o recíproco 1/f'(a) (Figura 3.35). Se escrevermos b = f(a), então 


Е 1 1 
129100 = uL. 
T f) fü 0» 
Se у=/(х) apresenta uma tangente horizontal em (a, f(a)), então a função inversa 
Г! apresentará uma tangente vertical em (f(a), a), e esse coeficiente angular infi- 
nito implica que f `! não é derivável em f(a). O Teorema 3 apresenta as condições 
sob as quais f `! é derivável em seu domínio (que é o mesmo que a imagem de f). 


TEOREMA 3 — Regra da derivada para funções inversas Se f tiver um in- 
tervalo Z como domínio e f(x) existe e nunca é nula em /, então f `! é derivável 
em qualquer ponto de seu domínio (a imagem de f). O valor de (/ `!) no ponto 
b do domínio de f `! é a recíproca do valor de f” no ponto а = f (b): 


1 


“ү, Эн — 
(f (b) = PUTO) (1) 
ou 
4| 1 
dx |, Л 
dx | ү=ү-чь) 


O Teorema 3 faz duas afirmações. A primeira tem a ver com as condições sob 
as quais f `! é derivável; a segunda é uma fórmula da derivada de f `! quando esta 
existe. Enquanto omitimos a prova da primeira afirmação, a segunda é provada da 
seguinte maneira: 


Kf x) = х Relação da função inversa 
e fü 1(х)) = 1 Derivagáo de ambos os lados 
f o) £7) = 1 Regra da cadeia 
d ed 1 4 : 
dx FU) = fü -i y Resolução da derivada 


! 
¡Coeficiente angular H 


FIGURA 3.36 А derivada de f(x) = Vx 
no ponto (4, 2) é a recíproca da derivada de 
f(x) = x? em (2, 4) (Exemplo 1). 


^ y=x -2 
Coeficiente angular 
Зх? = 3(2)? = 12 


Coeficiente А 


angular recíproco: 12 


-2 


FIGURA 3.37 A derivada de 
f(x) = xš - 2 em x = 2 fornece a derivada 
de f~! em x = 6 (Exemplo 2). 
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EXEMPLO 1 А função f(x)= x2, x = 0, e sua inversa f(x) = Vx possuem as 
derivadas f'(x) = 2x e (f 1)'(x) = 1/(2Vx). 


Verificaremos que o Teorema 3 fornece a mesma fórmula da derivada de f^ (x): 


earum. do o 
(f ) (x) FUND) 
= 1 f'(x) = 2х com x 
Af (Q9) substituído por f(x) 
Sl 
Uva) 


O Teorema 3 fornece uma derivada que está de acordo com a derivada conhe- 
cida da função raiz quadrada. 

Examinemos o Teorema 3 em um ponto específico. Escolhemos x = 2 (o núme- 
ro a) e f(2) = 4 (o valor b). O Teorema 3 diz que a derivada de fem 2, f'(2)=4,ea 
derivada de f `! em /(2), (f !)'(4), são recíprocas. Ele afirma que 


1 1 1 


1 
FUMA) FO) ZU 4 


(/7!)'(4) = 


Veja a Figura 3.36. 


Utilizaremos o procedimento ilustrado no Exemplo 1 para calcular fórmulas 
para as derivadas de muitas funções inversas ao longo deste capítulo. A Equação 1, 
por vezes, permite que determinemos valores específicos de df '/dx sem conhecer 
a fórmula para f !. 


EXEMPLO 2 Seja f(x) =xº – 2. Determine o valor de df !/dx em x = 6 = /(2) sem 
determinar uma fórmula para f(x). 


Solução Aplicamos o Teorema 3 para obter o valor da derivada de /7! em x = 6: 


df 
—| 230 | -12 
dx x-2 x=2 
am = : = : Equação 1 
dx lui df 12 х. 
ах х=2 
Veja a Figura 3.37. š 


Derivada da funcáo logaritmo natural 


Uma vez que sabemos que a função exponencial f(x) = е* é derivável em toda раг- 
te, podemos aplicar o Teorema 3 para determinar a derivada de sua inversa f(x) = In x: 


уб = = Teorema 3 
= 1 pase 
el A 
E! 
етх 


= =, Relação da função inversa 
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Coeficiente angular = 1 


N 
wr 


4 5 


y-lnx 


FIGURA 3.38 A reta tangente corta a 
curva em um ponto (a, In a), em que 
о coeficiente angular da curva é 1/а 
(Exemplo 4). 


> 


Derivacáo alternativa Em vez de aplicar diretamente o Teorema 3, podemos de- 
terminar a derivada de y = In x usando a derivagáo implícita, como segue: 


y7lnx 

e'-—x Relação da função inversa 
d ж d 
Ea (е?) = dx (x) Derivar implicitamente 

y dv 
e 1 Regra da cadeia 
йу ]| 1| 
Er тэ 


Independentemente da derivagáo que usarmos, a derivada de y = In x em rela- 
gáo a x será 


d = 
qe (nx) = E L2 


A regra da cadeia estende essa fórmula às funções positivas u(x) : 


4 нь, - A үү, E 
ах du dx 
d _1du 


poi Хайрст, u > 0. (2) 


EXEMPLO 3 Usamos a Equação 2 para determinar as derivadas. 
1 1 


4 2 d 21 
(а) qx мэх 2x dy (25) эх (2) х x0 
(b) A equação 2 com u — x? + 3 resulta em 
d 2 ld l . 2x 
pU. ауе ал Br иар” өөг 


Observe a peculiaridade do que ocorre по Exemplo За. A fungáo y = In 2x 
possui a mesma derivada que a função y = In х. Isso é verdadeiro em y = In bx para 
qualquer constante b, desde que bx > 0. 


4 га l | 
¿ASAS үн (3) 


Sex «0 e b < 0, então bx > 0, e a Equação 3 ainda se aplica. Em particular, se 
x<0eb=-1, teremos 


d 1 
a САХ) =% parax < 0. 


Uma vez que |x| = x quando x > 0 e |х| = — quando x < 0, obtemos o importante 
resultado a seguir. 


d = < 
дт |х| = x= 0 (4) 


EXEMPLO 4 Uma reta cujo coeficiente angular m passa pela origem é tangente à 
curva y = In x. Qual ёо valor de т? 


Solução Suponha que o ponto de tangência ocorra em um ponto desconhecido x = 
a > 0. Logo, sabemos que o ponto (a, In a) faz parte da curva, e que a reta tangente 
а esse ponto apresenta um coeficiente angular т = 1/а (Figura 3.38). Como a reta 
tangente passa pela origem, seu coeficiente angular é 
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Igualando as duas fórmulas a m, temos 


Ina 1 
aa 
Ina = 1 
ета = е! 
а=е 

21 
me 


Derivadas de a“ e log,u 
Começamos com a equação а" = el^ (4) = exlna apresentada na Seção 1.6: 
d DE qu d xlna — „xina d Oa) 
dia KE e qx Ina) ее 
=a'lna. 
Se a> 0, então 
d s : 
dx a* = a vna. 


Essa equação mostra por que e" é a função exponencial preferida em cálculo. Se 
a= e, então In a = 1, e a derivada de a” pode ser simplificada a 


d x x U 
e = e“lne = e“. 
dx 
Com a regra da cadeia, obtemos uma forma mais geral da derivada de uma 
função exponencial geral. 


Se a > 0 e u é uma função derivável de x, então а“ é uma função derivável de x e: 


d du 
" — ачпа ^. 


ах“ ах 


EXEMPLO 5 Segue um exemplo em que usamos a Equação 5. 


(a) 2 3" = 3"]n3 Equação 5 com a =3, u =x 
(b) 4 3* = 3 *(In 3) 4. (—x) = -3*In3 Equação 5 com a = 3, u= — 
dx dx wm š 
(су) D ysnz = 35enx(103) À (senx) = 39% (03) cosx ...u=senx 
dx dx m Ш К 


Na Seção 3.3, examinamos a derivada f'(0) para as funções exponenciais f(x) = 
a“ com diversos valores рага a base а. O número / (0) é o limite, lim, у (a^ — 1)/h, e 
nos fornece o coeficiente angular da curva de a* quando ela cruza o eixo y no ponto 
(0, 1). Agora, vemos que o valor desse coeficiente angular é 


h 
ы Де 1], _. 
Да гэмийн In a. (6) 
Em particular, quando a = e, obtemos 
h 
no € =”. _. _ 
Jim, £ = Ine = 1. 
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No entanto, ainda náo provamos totalmente que esses limites realmente exis- 
tem. Embora todos os argumentos apresentados durante o cálculo das derivadas das 
funções exponenciais e logarítmicas estejam corretos, eles pressupõem a existência 
de tais limites. No Capítulo 7, apresentaremos outro desdobramento da teoria das 
funções logarítmicas e exponenciais que prova a existência de ambos os limites e 
que eles têm os valores obtidos anteriormente. 

Para determinar a derivada de Іор ш com uma base arbitrária (a > 0, a # 1), 
сотес̧агетоѕ сот a fórmula para mudanga de base dos logaritmos (estudada na 
Seção 1.6) para expressar log и em termos de logaritmos naturais, 


Calculando as derivadas, temos 
d ço d (mx 
dx 8а dx Nina 


In x In а é uma constante. 


“ха! 


Se u é uma função derivável de x e u > 0, a regra da cadeia nos leva à seguinte 
fórmula: 


Paraa>0ear 1, 
1 du 


d = 
log, u = —— =, 


dx ulna dx 


Derivacáo logarítmica 


As derivadas de funções positivas dadas por fórmulas que envolvem produtos, 
quocientes e poténcias podem, muitas vezes, ser encontradas mais rapidamente se 
calcularmos o logaritmo natural dos dois lados da equação antes de fazer a deri- 
vação. Isso nos permite usar as leis dos logaritmos para simplificar as fórmulas 
antes da derivação. Tal processo, denominado derivação logarítmica, é ilustrado 
no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 6 Determine dy/dx se 


OQ + 1)(x 3)? 
у= CO ss a 3 T. 
Solução Calculamos os logaritmos naturais dos dois lados da equação e simplifi- | 
camos o resultado usando as propriedades algébricas dos logaritmos do Teorema 1 
na Seção 1.6: 


(x? + DG + 3)2 
x-l 


In y = In 
= In ((x2 + Dx + 3)'2) — In (x — 1) Regra 2 


= In (x2 + 1) + In (x + 3)? — In (x — 1) Regra 1 


=m(2 + 1) + 2 In(x + 3) — In( 1). бари 
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Então, calculamos as derivadas dos dois lados da equação em relação a х, usan- 
do a Equação 2 à esquerda: 


1 dy 1 1 11 
Уах >x ++ 1 2 FB х-1 


Em seguida, calculamos dy/dx: 

dy 2 Q1 21 

dx ?\ +1 2x46 х-1/ 
Finalmente, substituímos por y: 


dy (х2 + Deta 2x 1 1 ) 
ES 


de FEX 241 2x46 x-1 


Prova da regra da poténcia (forma geral) 


A definição da função exponencial geral permite que faça sentido elevar qual- 
quer nümero positivo a uma poténcia real л, racional ou irracional. Ou seja, pode- 
mos definir a fungáo poténcia y = x" para qualquer expoente л. 


DEFINIÇÃO Рага qualquer x > 0 e para qualquer número real n: 


х" = е" In x 


Como as funções exponenciais e logarítmicas são inversas umas das outras, а 
definigáo resulta em 


In x" = л In x, para todos os números reais л. 


Isto é, a regra da poténcia para o logaritmo natural 6 válida para todos 08 expo- 
entes reais », e náo apenas para os expoentes racionais. 

A definição da função de potência também permite estabelecer a regra da deri- 
vada da poténcia para qualquer poténcia real n, como indica a Segáo 3.3. 


Regra geral da poténcia para derivadas 
Para qualquer x > 0 e qualquer nümero real n: 


An = п-1 
ах : 


Se x 0, entáo a fórmula é válida sempre que a derivada, x", e x" ~! existirem. 


Prova BDerivar x" em relação a x resulta em 


d d " 
гийг liy Definição de x^, x> 0 
ein, É (уйи) Керга да сай е" 
du 3 egra da cadeia para 
n A сад : 
—-X*x Definigáo e derivada de In x 
= nx" l, ponia 
Em resumo, sempre que х > 0, 
d ai 
Pd = nx" l 


Para x < 0, se y = х", у ех"! existirem, então 


In |у|=1п|х|"=л1п|х|. 


176 Cálculo 


Usando a derivação implícita (que supõe a existência da derivada у”) e a Equa- 
gáo 4, temos 


Resolvendo a derivada, 


, 


y ар” 
ў —Aupenu =. 


A partir da definigáo da derivada, pode ser demonstrado diretamente que a 
derivada é igual a 0 quando х = 0 e n= 1. Isso completa a prova da forma geral da 
regra da poténcia para todos os valores de x. 


EXEMPLO 7 Derive f(x)=x",x>0. 
Solução Observamos que f(x) = x" = ех", e, portanto, a derivação resulta em 


Го) = 4 (gris) 


= eid х In x) Le, и = хіх 
= prinx 1 

= e (m+ Р 2) 

= x' (Inx + 1). x0 


Nümero e expresso como um limite 


Na Segáo 1.5, definimos o número e como o valor da base para o qual a fungáo 
exponencial y = a* apresenta um coeficiente angular 1 ao cruzar o eixo y em (0, 1). 
Logo, e é a constante que satisfaz a equagáo 


h 
a 8 1 O coeficiente angular é 
li = Ine = 1. 9 Ë 
Du h 5 igual a In e da Equação 6 


Também afirmamos que e poderia ser definido como lim, , (1 + 1/y) ou, 


substituindo y = 1/х, como lim, ,((1 + x)!^. Provaremos agora esse resultado. 


TEOREMA 4 — Número e como um limite O número e pode ser definido 
como o limite 


e= lim (1 + x)! 
x0 


Prova Se f(x) = In x, então f'(x) = 1/x e, portanto, f'(1) = 1. Mas, pela definição 
de derivada, 


farm O К+) Д) 
p lim x 


x0 


ra= р 


. h(l *x)—- Inl zd 
lim X lim x (1 + x) ш1=0 
In é inuo, Т 10 
= lim In(1 + x)!" = In [ + 99| GCI em 
A X 


Uma vez que /'(1) = 1, obtemos 


In [ima + »"| = 1 
x0 
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Assim, fazendo a exponenciação em ambos os lados, temos 


lim (1 + x)!/x = e. 
x—0 


Ao aproximar o limite do Teorema 4 com valores muito pequenos de x, conse- 
guimos aproximar e. Seu valor é e = 2,718281828459045 com 15 casas decimais. 


Exercícios 3.8 


Derivadas de funções inversas 


Nos Exercícios 1-4: 


neto 5 = 


10. 


a. Determine f(x). 
b. Esboce em um único gráfico f ef !. 


c. Calcule df/dx em x = a e df ах em x = f(a) para mostrar 
que nesses pontos df /dx = 1/(df/dx). 


. f(x) 22x *3,a7-1 

‚ /(х)=(1/5)х+7,а=-1 
‚ Г) = 5 – 4х, а = 1/2 

. Дх) = 252, х20,а=5 


a. Mostre que f(x) = x° e g(x) = Vx sáo inversas uma da 
outra. 

b. Esboce em um único gráfico fe g em um intervalo de x 
suficientemente grande para mostrar o cruzamento de am- 
bos em (1, 1) e (-1, —1). Certifique-se de que o gráfico 
apresenta a simetria necessária em relação à reta y = x. 

с. Determine os coeficientes angulares das tangentes aos gráfi- 
cos de fe g em (1, 1) e (—1,—1) (quatro tangentes no total). 

d. Quais retas tangenciam as curvas na origem? 


a. Mostre que A(x) =x%/4 e k(x) = (4x)!? são inversas uma da 
outra. 

b. Esboce h e k juntas em um intervalo de x suficientemente 
grande para mostrar o cruzamento de ambos em (2, 2) e 
(2, 2). Certifique-se de que o gráfico mostra а simetria 
necessária em relagáo à reta y = x. 

c. Determine os coeficientes angulares das tangentes aos grá- 
ficos de h e k em (2, 2) e (2, -2). 

d. Quais retas tangenciam a curva na origem? 


. Seja f(x) = х? - 32 — 1, x 2. Determine o valor de df '/dx no 


ponto x = –1 = f(3). 


. Seja f(x) = x? — 4x — 5, x > 2. Determine o valor de df !/dx по 


ponto x — 0 — f(5). 


. Suponha que a fungáo derivável у = f(x) tenha uma inversa e 


que o gráfico de f passe pelo ponto (2, 4) e tenha um coefi- 
ciente angular de 1/3 nesse ponto. Determine o valor de df `!/ 


dx em x — 4. 


Suponha que a função derivável y = g(x) tenha uma inversa 
e que o gráfico de g passe pela origem com um coeficiente 
angular de 2. Determine o coeficiente angular do gráfico de 


g ! na origem. 


Derivadas de logaritmos 


Nos Exercícios 11-40, determine as derivadas de y em relação a x, / 
ou Ө, conforme o caso. 


11. 
12. 
13. 


у= In 3х 14. у= In (22) 
у = In Ах, k constante 15. у = ng 
v=In(2) 


16. у= 20 24. у= (x? In x)* 
— 25. y = t 
17. y=In(0+1) P4 n 
18. у= In (20 + 2) 26. у= 1 + int 
19. у= ах lz 
É 21, 
20. у= (ах) У тж 1х 
21. y= (ln t? ; xInx 
| nd 1 + Inx 
22. y = Уг үзэсг 
E х 30. у=1п(1п(1пх)) 
23. у= 15-16 E А 


31. у= 0 (sen (In 0) + cos (In 0)) 
32. y = In (sec 0 + tg 0) 


1 37 
33. y = In ——— ^ 
xVx +1 
ii 38. 
нэ?! +х 
34. у= 2111 = 
39 
ЗБ у= ] * Int 


71-11 


36. y = VIn Vt 40. 


Derivacáo logarítmica 


у= In (sec (In 0)) 


s= lh ( eden) 


1 + 2In0 


(© + >) 
. y = In | ——— 


МЛ = 


ЭР | z +1) 
Y TET 


Nos Ехегсїс108 41-54, utilize a derivaçào logarítmica para determi- 
nar a derivada de y em relaçào à variável independente dada. 


41. y = Vx(x + 1) 49. y 


42. у= Ví? + 1)(х— 1)? 


Р lt 50. ) 
„з ЕТ 

[ 1 51. у= 
44. у = TES 


45. y = VO + 3sen0 52. 


46. y = (140) V20 + 1 


47. y=(t+ 1)(( + 2) 


53. ) 


48. y == 54. y 


7a 1)(t 2) 


Determinacáo de derivadas 


2975 
+ 0 cos 0 


_ ух + Di 2) 
Q + 1)Qx + 3) 


Nos Exercícios 55-62, determine a derivada de y em relação a x, t 


ou 6, conforme o caso. 
55. у= In (cos? 0) 
56. y = In (36e?) 
57. y= In (3te”) 
58. у = In (2e* sen f) 


60. 


59. 


y = n ( e ) 
4 1-6) 


ус (284) 
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61. у = ees reno 62. у= e (In + 1) 
Nos Exercícios 63-66, determine dy/dx. 

63. Iny — e" sen х 65. >= у 

64. Inxy=e"*" 66. 16 у=е +1 х 
Nos Exercícios 67-88, determine a derivada de у em relação à va- 
riável independente dada. 


j= 2х ШЕ] 
Ms Pu 79. y= (5 23 ) 
68. y=3* 
= sv je үе? 
69. y=5 = 
y : 80. y = logs E su 5) 
70. у=2%® 
81. y=0 sen (log, 0) 
71. y=x" 
82. у= log send cos 0 
72. y=t-e a APIS 
73. y= log, 50 83. у = Іор, е" 
74. у = 108; (1 +0 In 3) 84. у = log; (ке =) 
2 V x + 


75. y=1l0g,x + log, х? 


85. y = 300; 
76. y =1 =] л 
y = logos e” — logs Vx 86. y=3 log, 008, 
77. y=1l0g,r* log, r 87. y= log, (8882) 
78. y= log, r: logg” 88. у= log, (езеп Dn Зу 


Derivacáo logarítmica com exponenciais 


Nos Exercícios 89-96, utilize a derivagáo logarítmica para determi- 
nar a derivada de y em relação à variável independente dada. 


. у=(х+1)у 93. у = (sen х)" 
90. Цэрэг, 94. у у=) Sen Х 
91. у = (М) 95. у= хіп 
92. у= М 96. у= (In х)!" 
Teoria e aplicações 
97. Se escrevermos g(x) para f (х), a Equação 1 pode ser escrita 

como 

, = md , NR 
g'(f(a)) yu g' (fta): fa) = 1 


Se depois trocarmos x por a, temos 
EO) Ло) = 1. 


A última equaçào pode fazer com que уосё se lembre da regra 
da cadeia; de fato, existe uma corregáo entre elas. 

Suponha que f e g sejam funções deriváveis e uma seja 
a inversa da outra, de modo que (g o f)(x) = x. Derive os dois 
lados da equagáo em relagáo a x, usando a regra da cadeia para 
expressar (g о /У(х) como um produto das derivadas de ge f. 
O que vocé descobriu? (Isso nào é uma prova do Teorema 3, 
porque pressupomos aqui a conclusào do teorema, ou seja, que 
g—f `! é derivável.) 


3,9 


n 


98. Mostre que lim, ос ( + 5 = e”, para qualquer x > 0. 


99. Se y = A sen (In x) + В cos (In x), sendo А e В constantes, 
mostre que 


y ху +у=0. 
100. Usando a indução matemática, mostre que 


4" pro D: 


US0 D0 COMPUTADOR 


Nos Exercícios 101-108, vocé explorará algumas fungóes e suas 
inversas com suas derivadas e aproximações por reta tangente em 
pontos especificados. Execute as etapas a seguir usando SAC: 
a. Construa o gráfico da função y = f(x) junto a sua derivada 
no intervalo dado. Explique por que vocé sabe que / é inje- 
tora nesse intervalo. 


т 


Resolva a equagáo у = f(x) para х como uma fungáo de y e 
chame a função inversa resultante de g. 

e. Determine a equação para a reta tangente a f no ponto es- 

pecificado (xy, f(x,)). 

d. Determine a equação para a reta tangente a g no ponto (f(x,), 
Xp), localizado simetricamente em relação à reta de 45? y = х 
(que é o gráfico da função identidade). Use o Teorema 3 para 
determinar o coeficiente angular dessa reta tangente. 


е 


. Construa o gráfico das funções f e g, da função identidade, 
das duas retas tangentes e do segmento de reta que liga os 
pontos (xy, f(x)) e (f(x,), xp). Discuta as simetrias observa- 
das em relação à diagonal principal. 


101. у= Vix - 2, 2x €4, w=3 
3x +2 
102. »"AX- ip 25х52, ху-1/2 
103 у--25-, -15х:1, x-1/2 
t х? +1 
x 
104. y == y 12:51:51, x-1/2 
x^ +1 
5 27 


105. y = x3 — 3x 
106. y = 2 — x — >, 


107. y-&, -3=5х=5, x71 


108. y = sen x, 


Nos Exercícios 109 e 110, repita os passos anteriores para deter- 
minar as funções y = f(x) e x = f `1(y) definidas implicitamente no 
intervalo pelas equações dadas. 

109. y!B-1=(x+2P?, S=x=S, x =-3/2 

110. cosy=x!5, 0=х=1, x,=1/2 


Funcóes trigonométricas inversas 


Na Seção 1.6, apresentamos as seis funções trigonométricas inversas básicas, 
mas nos concentramos nas funções arco seno e arco cosseno. Aqui, completaremos 
o assunto explicando como as seis funções trigonométricas inversas são definidas, 
representadas graficamente e calculadas, e também como suas derivadas sáo deter- 


minadas. 


Domínio: |х| = 1 
Imagem: О=у=т, у= 7 


y 


FIGURA 3.40 Existem várias opções 
lógicas para o ramo esquerdo de y = 
sec”! x. Com a opção A, sec ! x ^ cos! 
(1/x), uma identidade útil empregada por 
muitas calculadoras. 
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Inversas de tg x, cotg x, sec x e cossec x 


Os gráficos das seis funções trigonométricas inversas básicas são mostrados 
na Figura 3.39. Obtemos esses gráficos ao refletir os gráficos das funções trigono- 
métricas restritas (conforme visto na Secào 1.6) em torno da reta y = x. Agora, exa- 
minaremos mais de perto as funções arco tangente, arco cotangente, arco secante e 
arco cossecante. 


Domínio: -1 = х= 1 Domínio:-oo < х <оо 
Imagem: О=у=т Imagem: E « y< 2 


(а) 


Domínio: x x -1 ou x= 1 Domínio: 
Imagem: 0S у= т,ужл Imagem: — 


1 Domínio: —oo < x < oo 
+0 Imagem: 0<у<т 


n/a 


(d) (e) 


FIGURA 3.39 Gráficos das seis funções trigonométricas inversas básicas. 


O arco tangente de x é um ángulo em radianos cuja tangente é x. O arco cotan- 
gente de x é um ángulo cuja cotangente é x. Os ángulos pertencem aos domínios 
restritos das funções tangente e cotangente. 


DEFINIÇÃO 


у= tg ! x é o número em (—7/2, 7/2) para o qual tg y = x. 
y = cotg ! x é o número em (0, 7) para o qual cotg y = x. 


Usamos intervalos abertos para evitar valores em que a tangente e a cotangente 
sejam indefinidas. 

O gráfico de y = tg ! x é simétrico em relação à origem, pois é um ramo do grá- 
fico x = tg y, que é simétrico em relagáo à origem (Figura 3.39c). Algebricamente, 
isso significa que 

tg! (x) tg 1 x; 


o arco tangente é uma função ímpar. O gráfico de у = cotg ! x não apresenta tal 
simetria (Figura 3.39f). Observe, na Figura 3.39c, que o gráfico da função arco tan- 
gente apresenta duas assíntotas horizontais, uma em y = 7/2 e a outra em y = —7/2. 

As funções inversas das formas restritas de sec x e cossec x foram escolhidas 
para serem aquelas apresentadas graficamente nas Figuras 3.39d e 3.39e. 


Atenção Não existe consenso sobre como definir sec”! x para valores negativos de 
x. Escolhemos ângulos no segundo quadrante entre 7/2 e т. Essa escolha implica 
sec”! x= cos ! (1/x). Também implica que sec”! x seja uma função crescente em cada 
intervalo de seu domínio. Algumas tabelas preferem colocar sec! x em [—т,—т/2) 
para x < 0, enquanto outros textos preferem colocá-la em [7r, 37/2) (Figura 3.40). 
Essas escolhas simplificam a fórmula para a derivada (nossa fórmula precisa de 
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valor absoluto), mas não satisfazem a equação computacional sec”? x = cos ! (1/x). 
A partir dela, podemos derivar a identidade 


= = {Л T -1(1 
sec !x = cos” (1) 2 7 Sen 3 (1) (1) 


pela aplicação da Equação 5 da Seção 1.6. 


EXEMPLO 1 Os gráficos a seguir mostram dois valores de tg! x. 


х | tg lx y ig! (3) = -$ 
v5 7/3 | 
1 т/4 
EIE т/6 х 
-V3/3 —m/6 
-1 —т/4 )=-мз 
—V3 —m/3 


Os ángulos vêm do primeiro e do quarto quadrantes, pois a imagem de tg”! x 
é (—7/2, 1/2). 


Derivada de у = sen"! u 


Sabemos que a função x = sen y é derivável no intervalo —7/2 < y < 7/2 e que 
sua derivada, o cosseno, é positiva nesse intervalo. Por essa razáo, o Teorema 3 da 
Seção 3.8 garante que a função inversa y = sen”! x é derivável no intervalo ^1 < x < 
1. Entretanto, nào podemos esperar que seja derivável em x= | ou x = –1, porque as 
tangentes do gráfico 840 verticais nesses pontos (veja a Figura 3.41). 

Encontramos a derivada de у = sen? x ao aplicar o Teorema 3 com f(x) = sen x 
ef (x) = sen! x: 


YN T A O 1 
MEET RA T a3 
(ye) fo)» 'corema 
= EN ES f'(u) = cos u 
cos (sen ! x) 
1 pes 
= cosu = VI — seu 


V 1 — sen? (sen! х) 


1 П 
= ——. sen (sen ! x) = x 
= 


Se u é uma função derivável de x com |u| < 1, aplicamos a regra da cadeia para 
obter 


|u| < 1. 


d (sem! u) " 1 du , 
| ах %Z] = и? ах 


у = еп х 
Domínio: -1=x=1 
Imagem: —7/2 = у = 7/2 


nia 


EXEMPLO 2 Usando a regra da cadeia, podemos calcular a derivada 


х 


d eii c = l T. (х2) = 2 . 
a VR do 1-3 
x Derivada de y - tg! и 
Encontramos a derivada de у = tg ! x ao aplicar o Teorema 3 com f(x) = tg x e 
FIGURA 3.41 O gráfico de y = sen! x f (x) = tg! x. O Teorema 3 pode ser aplicado porque a derivada de tg x é positiva 


possui tangentes verticaisemx=-1ex=1. para —7/2 «x < 7/2: 


FIGURA 3.42 О coeficiente angular da 
curva y = sec"! х é positivo para ambos 
galer 
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Ay) 2 ——1—— ma 
Qo) FETE) Teorema 3 

o — 
— see? (tg ! x) дасдаг 


2-4 
1 + te? (tg! x) 
1 


= Ы tg (tg! х) =х 
l +x? 


sec^u = | +tg?u 


A derivada é definida para qualquer número real. Se u é uma função derivável 
de x, então obtemos a forma da regra da cadeia: 


Derivada de y = sec! и 


Uma vez que a derivada de sec х é positiva para 0 < x < 7/2 e 7/2 < x < т, 
o Teorema 3 diz que a função inversa у = sec”! x é derivável. Em vez de aplicar a 
fórmula diretamente no Teorema 3, determinamos a derivada de y = sec lx, |x| > 1, 
usando derivação implícita e a regra da cadeia, como segue: 
1 


у = sec x 
secy = x Relaçào da funçào inversa 
4 (sec y) = dx Derive os dois lados. 
y 
sec y tg y di -1 Regra da cadeia 
dy 1 


—— = LLL, Como |x| > 1, y está em 
dx secytg y’ (0,7/2)U(m/2,)esecytgy%0. 


Para expressar o resultado em termos de x, usamos as relações 
secy=xetgy= +Vse2y — 1 = Мх? — 1 
dy _ 4 1 
dx Vx? – 1 
Podemos fazer algo sobre o sinal +? Basta olhar рага a Figura 3.42 para ver que 
o coeficiente angular do gráfico у = sec”! x é sempre positivo. Logo, 


para obter 


1 
q—— ЭНХ! 
d 00 xVx?— 1 
sec x= 
dx 1 
==——===== $ë < =]. 


xVx?-1 


Com o símbolo de valor absoluto, podemos escrever uma ünica expressào que 
elimina a ambiguidade do “+”: 


sec ly = 


d 1 
dx |х| Vx? — 1 ! 


Se и é uma fungáo derivável de х com |u| > 1, obtemos a fórmula 


1 


d = du 
ax (Sec l 4) = de Ju] > 1. 
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EXEMPLO 3 Usando a regra da cadeia e a derivada da função arco secante, en- 
contramos 


d A pe = 1 d ¿et 
ду ес (5x^) sel CI = dx (6x ) 
= —— (20х2) 542120 
5x*V25x* — 1 
4 


© x Vas = 


Derivadas das outras trés funcóes trigonométricas inversas 


Poderíamos usar as mesmas técnicas para obter as derivadas das outras trés 
funções trigonométricas inversas — arco cosseno, arco tangente e arco secante —, 
mas existe uma maneira muito mais fácil de obté-las, graças às identidades a seguir. 


Identidades da funcáo inversa — cofuncáo inversa 


1 1х=т/2—вес-!х 


x=m/2-senlx  cotglx=a/2-tglx — cossec 


cos. 


Vimos a primeira dessas identidades na Equação 5 da Seção 1.6. As outras são de- 
duzidas de modo semelhante. Partindo dessas identidades, é possível observar com faci- 
lidade que as derivadas das cofunções inversas são as opostas das derivadas das funções 
inversas correspondentes. Por exemplo, a derivada de cos! x é calculada como segue: 


d ЭСЭЭ [а Al 1 
ER (cos x) dx (2 sen x Identidade 
= -4 (sem 3) 


= CP. Derivada do arco seno 


As derivadas das funções trigonométricas inversas estão resumidas na Tabela 3.1. 


TABELA 3.1 Derivadas das funções trigonométricas inversas 
d(sen ! и) 1 du 
1. dx VA uide lu] «1 
d(cos™ u) 1 du 
2. Эн Уг Ju] «1 
3 d(tg' u) l du 
` ах 1 + u? dx 
„ d(cotg 'u) 1 du 
ü dx l+ dx 
d(sec ! 
5. ( d M : a Ju] > 1 
и |и| Vu? — 1 
d(cossec ! u) 1 du 
6. , Jul »1 
dx |и| Vu? — 1 dx 


Exercícios 3.9 
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Valores comuns 


Use triángulos de referéncia como no Exemplo 1 para determinar os 
ángulos nos Exercícios 1-8. 


Lad b, e (- V5) 
284301) Ьуз e g^ (=) 
з. a se (51) ms (a e sem! (233) 
em) эч) (9 
цөн) хн) cos 
6. a. соззеб! \/2 


7. a. sec! (-У2) b. sec ( 


b. cossec `! (2) €. cossec”! 2 


v3 


8. а. со 1(-1) b. cotg! (уз 


Avaliações 


Determine os valores nos Exercícios 9-12. 


DER) 
x 


Limites 


Nos Exercícios 13-20, determine os limites (se tiver düvidas, veja o 
gráfico da função.) 


13. lim sen x 17. lim sec! x 
х-» NX! 

14. lim cos!x 18. lim сс х 
х-»-17 x—>-00 

15. lim tg! x 19. lim cossec x 
Xx—00 x=>0 

16. lim tg lx 20. lim cossec ! x 
X—-—00 x—— 

Determinacáo de derivadas 


Nos Exercícios 21-42, determine a derivada de y em relação à va- 
riável apropriada. 


21. у= cos! (x?) 24. y=sen! (1-1) 
22. y=cos! (1/x) 25. y=sec'! (2s + 1) 
23. y = sen V2t 26. у= sen! 5s 
27. y=cossec ! (2 + 1), x>0 

1 
28. у = соѕѕес Ес 
29. у = sec"! d. 0<t<1 


Р 


30. у= smi 


31. y = cotg ! Vi 
32. y = cotg ! Vt — 1 


33. у= In (tg ! x) 36. у= cos'! (e?) 
34. y — tg! (In x) 37. y = sV 1 — s? + cos ! s 
35. у = cossec ! (е) 38. y = Vs?— 1 — sec! s 


39. Gb = 1 + cossec ix, x1 


40. у = cotg ! – tg |x 

41. y = хеп" m М1-х2 
42. y = In (x? + 4) — x tg! G) 
Teoria e exemplos 


43. Você está sentado em uma sala de aula, ao lado da parede que 
está de frente para a lousa, que fica na frente da sala. A lousa 
tem 12 pés de comprimento e começa a 3 pés da parede pró- 
xima à qual você está sentado. Demonstre que seu ângulo de 
visão é 


caso esteja a x pés da parede. 


45. Eis aqui uma prova informal de que tg | 1 +18712 * tg! 3— т. 
Explique o que acontece. 
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46. Duas deduções da identidade sec! (~x) = т — sec! x 
a. (Geométrica) Eis uma prova pictórica de que sec! (~x) = 
т — sec! x. Veja se você pode dizer o que está acontecendo. 


b. (Algébrica) Deduza a identidade sec”! (~x) = т — sec! x 
combinando as duas equacóes a seguir vistas neste capítulo: 


cost(-x)=7 —cos!x Equação 4, Seção 1.6 
seclx=cos!(1/x) Equação 1 


Quais das expressões nos Exercícios 47-50 são definidas e quais 
não são? Justifique sua resposta. 


47. a. tg!2 b. cos! 2 

48. a. cossec (1/2) b. cossec! 2 
49. a. sec ! 0 b. sen V2 
50. a. cotg ! (-1/2) b. cos”! (-5) 


51. Use a identidade 


cossec ! и = E. secu 
2 


para derivar a fórmula para a derivada de cossec ! и na Tabela 
3.1 a partir da fórmula para a derivada de sec”! и. 


52. Deduza a fórmula 
DA 
d qx 


para a derivada de у = tg ! x derivando os dois lados da equa- 
gáo equivalente tg y = x. 


53. Use a regra da derivada no Teorema 3 da Segáo 3.8 para deduzir 
d -1 1 
sec x » Ї > 1. 
dx lx] Vx? — 1 


54. Use a identidade 


5 т - 
cotg u = > —tglu 


para deduzir a fórmula рага a derivada de cotg ! и na Tabela 
3.1 a partir da fórmula para a derivada de tg ! u. 


Taxas relacionadas 


3.10 


55. O que há de especial nas funções 


zi m 1 


f(x) = sen zrl É >0, е g(x) = 2167! мх? 


Explique. 
56. O que há de especial nas funções 


f(x) = sen! = e g(x)= tg! 1) 
Explique. 
57. Determine os valores de 
a. sec! 1,5 b. cossec ! (-1,5) €. cotg ! 2 
iss. Determine os valores de 
a. sec! (-3) b. cossec! 1,7 c. соц ! (-2) 


[Nos Exercícios 59-61, determine o domínio e a imagem de cada 
uma das funções compostas. Em seguida, trace as funções compos- 
tas em telas separadas. Os gráficos fazem sentido em cada caso? 
Justifique sua resposta. Comente as diferengas observadas. 


59. a. y ^ tg (tg x) b. y —tg (tg ! x) 


60. a. y = sen! (sen x) b. у = sen (sen! x) 


61. a. у= cos”! (cos x) b. y = cos (cos! x) 


[Use uma ferramenta gráfica para resolver os Exercícios 62-66. 


62. Faça o gráfico de y = sec (sec! х) = sec (cos ! (1/x)). Explique 


о que vocé observa. 


63. Serpentina de Newton Trace a serpentina de Newton, y — 
4x/(x2 + 1). Depois, trace y = 2 sen (2 tg! x) no mesmo gráfi- 


co. O que vocé observa? Explique. 


Faça o gráfico da função racional у = (2 — х?)/х?. Depois, trace 
y = cos (2 sec! x) no mesmo gráfico. O que vocé observa? 
Explique. 

65. Esboce f(x) = sen! x e suas duas primeiras derivadas em um 
ünico gráfico. Comente o comportamento de f e a forma do 


gráfico em relação aos sinais e aos valores de /” e f". 


66. Esboce f(x) = tg! x e suas duas primeiras derivadas em um 
ünico gráfico. Comente o comportamento de f e a forma do 


gráfico em relação aos sinais e aos valores de f'e f”. 


Nesta segáo, veremos problemas em que temos de determinar a taxa de variagáo 
de uma variável, quando se sabe como a taxa de outra variável relacionada (ou talvez 
várias variáveis) varia. Denomina-se problema de taxas relacionadas o problema de 
determinação de uma taxa de variação a partir de outras taxas de variação conhecidas. 


Equações de taxas relacionadas 


Suponha que estejamos enchendo de ar um balão esférico. Tanto o volume 
como o raio do balão aumentam ao longo do tempo. Se V é o volume e r é o raio do 
balão em dado instante, então 


FIGURA 3.43 А geometria do tanque 
cónico e a taxa de preenchimento dele 
determina a velocidade de elevação do 
nível da água (Exemplol). 
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Usando a regra da cadeia, derivamos ambos os lados em relação a / para deter- 
minar uma equação que relacione as taxas de variação de V e r, 


dV _ dV dr Agr? dr 
dt dr dt аг 


Consequentemente, se conhecermos o raio r do baláo е a taxa dV/dt de aumento 
do volume em dado instante, podemos resolver dr/dt nessa última equação e, assim, 
determinar a velocidade com que o raio aumenta naquele instante. Observe que é 
mais fácil medir diretamente a taxa de aumento do volume (a taxa em que o ar é 
bombeado para dentro do balão) do que o aumento do raio. A equação das taxas 
relacionadas nos permite calcular dr/dt a partir de dV/dt. 

Muitas vezes, a chave para associar as variáveis em um problema de taxas rela- 
cionadas é fazer um desenho que mostre a relação geométrica entre elas, conforme 
ilustra o exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 Água entra em um tanque cônico a uma taxa de 9 pés*/min. O tanque 
tem o vértice voltado para baixo e altura de 10 pés, e o raio da base é de 5 pés. Qual 
será a taxa de aumento do nível da água quando a profundidade for de 6 pés? 


Solução А Figura 3.43 mostra um tanque cónico parcialmente cheio. As variáveis 
do problema sáo 


V = volume (pés?) de água no tanque no instante / (min) 
х = raio (pés) da superfície da água no instante г 
y = profundidade (pés) da água no tanque no instante t. 


Consideramos que V, x e y sejam funções deriváveis de /. As constantes são as 
dimensóes do tanque. Devemos determinar dy/dt quando 


y=6pés e E 9 pés?/min. 
dt 
A água forma um cone com volume de 
"P M 
И = z TXY. 


Essa equação envolve x, bem como V e y. Como no instante em questão não 
há informação sobre x e dx/dt, precisamos eliminar x. Os triângulos semelhantes na 
Figura 3.43 oferecem uma forma de expressar x em termos de y: 


dad ou x= > 
y 10 2” 
Portanto, determine 
2 
ІУ} ят з 
у-14(1)»-2» 
para obter a derivada 

dV | 76.24 24 т з dy 
а 12774 4? аг 


Finalmente, use у = 6 e dV/dt= 9 para determinar dy/dt. 


dy 
a HE $ >. 
dni iae 
2.21.0232 
а 7 ^ 


No momento em questão, o nível de água está aumentando cerca de 0,32 pé/min. ` 
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baláo К 


E 


40 


7 i 0,14 rad/min 
quando 0 = 7/4, dy 25 
2 yt o 
quando 0 = 7/4 
0 r3 
telémetro 500 pés B 


FIGURA 3.44 А taxa de variação da 
altura do balào está relacionada à taxa de 
variagáo do ángulo que o telémetro forma 
com o solo (Exemplo 2). 


Estratégia para problemas de taxas relacionadas 


1. Desenhe uma figura e identifique as variáveis e as constantes. Use t para 
tempo. Suponha que todas as variáveis sejam funções deriváveis de /. 


2. Anote as informações numéricas (em termos dos símbolos que você escolheu). 


3. Anote aquilo que você deve determinar (geralmente uma taxa, expressa em 
forma de derivada). 


4. Escreva uma equação que relacione as variáveis. Talvez você precisa com- 
binar duas ou mais equações para obter uma única, que relacione as variáveis 
cuja taxa você quer descobrir com as variáveis cujas taxas você conhece. 


5. Derive em relação a t. Em seguida, expresse a taxa que você quer em termos 
de taxas e variáveis cujos valores você conhece. 


6. Calcule. Use os valores conhecidos para determinar a taxa desconhecida. 


EXEMPLO 2 Um balão de ar quente, que sobe na vertical a partir do solo, é rastrea- 
do por um telêmetro colocado a 500 pés de distância do ponto da decolagem. No 
momento em que o ángulo de elevação do telêmetro é 7/4, o ángulo aumenta a uma 
taxa de 0,14 rad/min. A que velocidade o balão sobe nesse momento? 


Solução Responderemos à questão em seis etapas. 

1. Desenhe uma figura e identifique as variáveis e as constantes (Figura 3.44). As 
variáveis da figura são 
Ө = ângulo em radianos que o telêmetro forma com o solo. 
у = altitude do balão em pés. 


Utilizamos / para representar o tempo e consideramos que @ e у são funções 
deriváveis de £. 

A única constante da figura é a distáncia do telémetro ao ponto de decolagem 
(500 pés). Náo é preciso atribuir um símbolo especial para essa distáncia. 


2. Anote as informações numéricas adicionais. 


do _ . 
ЕТШЕ 0,14 rad/min 


quando 0 = T 


3. Anote o que queremos determinar. Queremos dy/dt quando 0 = 7/4. 
4. Escreva uma equação que relacione as variáveis y e Ө. 


y 
= 160 ou 


ES y = 500160 


5. Derive com relagáo a t, usando a regra da cadeia. O resultado mostra que dy/dt 
(que queremos obter) está relacionada a d0/dt (que conhecemos). 


dy _ 2 p) do 
Pis 500 (ѕес 0) Z 
6. Calcule usando Ө = 7/4 е d0/dt = 0,14 para determinar dy/dt. 
dy " 
лү = 500(%2)200,14) = 140 вес = VÀ 


No momento ет questáo, o baláo sobe a uma velocidade de 140 pés/min. 


EXEMPLO 3 Uma viatura de polícia, vindo do norte e se aproximando de um cru- 
zamento em ángulo reto, persegue um carro em alta velocidade, que no cruzamento 
toma a direcào leste. Quando a viatura está a 0,6 milha ao norte do cruzamento e o 
carro fugitivo a 0,8 milha a leste, o radar da polícia detecta que a distáncia entre a 
viatura e o fugitivo aumenta a 20 milhas/h. Se a viatura se desloca a 60 milhas/h no 
instante dessa medição, qual é a velocidade do fugitivo? 
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Solução Desenhamos o carro do fugitivo e a viatura no plano coordenado, usando o 
eixo x positivo como parte da estrada que vai para o leste e o eixo y positivo como 
parte da estrada que vem do norte (Figura 3.45). 

7 Usamos / para representar o tempo e 


Situação quando x = posição do carro do fugitivo no instante t 
х= 0,8,у = 0,6 | ñ | 
у = posição da viatura no instante t 


5 = distáncia entre o carro do fugitivo e a viatura no instante /. 


Consideramos que x, y e s são funções deriváveis de t. 
Queremos determinar dx/dt quando 


E : А ау : ds : 
x = 0,8 milha, у = 0,6 milha, = —60 milhas/h, — = 20 milhas/h. 


FIGURA 3.45 А velocidade do carro está de 4 
relacionada à velocidade da viatura policial Veja que dy/dt é negativo porque y está diminuindo. 
e à taxa de variação da distância entre eles 2 5 = As a 
Derivamos a equação da distância 
(Exemplo 3). 
s= +y 
(poderíamos usar também s = V х? + у?) е obtermos 
ds dx dy 
== — + 2р 
2% ET 2x p 2y di 
ds l(,dx , Y 
da SV de ad 


1 ах dy 
x +y 
VE + у? dt dt) 


Finalmente, usamos x = 0,8; y = 0,6; dy/dt = —60; ds/dt = 20 e determinamos dx/dt. 


20 = 1 (оз A + (0,60 2) 


(0,8)? + (0,6)? 
dx | 20V (0,8)? + (0,6)? + (0,6)(60) 20 


dt 0.8 


No momento em questào, a velocidade do carro é de 70 milhas/h. 1 


EXEMPLO 4 Uma partícula P se desloca no sentido horário, a uma taxa constante, | 
ao longo de um círculo de raio 10 pés, com o centro na origem. А posição inicial da | 
partícula é (0, 10) sobre o eixo y, e seu destino final é o ponto (10, 0) no eixo x. Uma 
vez que a partícula se encontra em movimento, a reta tangente em P cruza o eixo 
x no ponto О (que se desloca ao longo do tempo). Se a partícula leva 30 segundos | 
para se deslocar do início ao final, qual a velocidade de deslocamento do ponto О | 
ao longo do eixo х quando estiver а 20 pés do centro do círculo? | 


Solução Desenhamos a situação no plano de coordenadas com o círculo centrado na | 
origem (veja a Figura 3.46). O tempo é representado por t, e o ângulo, a partir do eixo | 
x à reta radial que liga a origem a Р, por Ө. Como a partícula se desloca do início ао | 
fim em 30 segundos, move-se ao longo do círculo a uma taxa constante de 7/2 ra- | 
dianos em 1/2 minuto, ou 7 rad/min. Em outras palavras, d0/dt = — т, com t medido 
em minutos. О sinal negativo aparece porque 0 está decrescendo ao longo do tempo. 

Sendo х(ї) a distáncia no tempo / do ponto О à origem, queremos determinar 
dx/dt quando 


do 
dt 


x=20pés e = —т rad/min. 


FIGURA 3.46 А partícula P se desloca | -—- | 
no sentido horário ao longo do círculo Para relacionar as variáveis x e 0, observamos па Figura 3.46 que x cos 0 =10 ` 


(Exemplo 4). ou x = 10 sec 0. A derivação dos dois lados dessa última equação resulta em 
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К 


FIGURA 3.47 Avião a jato A viajando 
a uma altitude constante em diregáo а 
estação de radar R (Exemplo 5). 


FIGURA 3.48 Um trabalhador em M 
caminha para a direita puxando o peso W 
para cima à medida que a corda se desloca 
através da roldana P (Exemplo 6). 


dx _ do __ 
de 10 sec 0 tg 0 gr 107 sec 0 tg 0. 

Observe que dx/dt 6 negativo porque x é decrescente (О se desloca em diregáo 
à origem). 

Quando x = 20, cos 0 = 1/2 e sec 0 = 2. Também tg 0 = V/sec20 — 1 = У. 
Segue que 


E = (-10m(2)(V3) = -20V3r. 


No momento em questáo, o ponto O se desloca para a origem á velocidade de 
20 V/3ar = 108,8 pés/min. 


EXEMPLO 5 Um avião a jato voa a uma altitude constante de 12.000 pés acima 
do nível do mar à medida que se aproxima de uma ilha do Pacífico. A aeronave 
se aproxima na linha direta de visáo de uma estagáo de radar localizada na ilha e 
o radar indica que o ángulo inicial entre o nível do mar e a sua reta de visào até a 
aeronave é de 30°. Qual a velocidade (em milhas por hora) do aviào ao se aproximar 
da ilha e ao ser detectado pela primeira vez pelo instrumento de radar, se ele gira 
para cima (sentido anti-horário) à taxa de 2/3 °/$ para manter a aeronave dentro de 
sua linha direta de visão? 


Solução A aeronave 4 e a estação de radar R são retratadas no plano de coordena- 
das, usando o eixo x positivo como distância horizontal ao nível do mar de R para 
A e o eixo y positivo como a altitude vertical acima do nível do mar. O tempo é 
representado por /, e observamos que у = 12.000 é uma constante. A situação geral 
e o ângulo 0 da linha de visão estão retratados na Figura 3.47. Queremos determinar 
dx/dt quando 0 = 77/6 rad e do/dt = 2/3 %/s. 

Na Figura 3.47, observamos que 


12.000 
x =tgô ou x — 12.000 cotg 0. 


Utilizando milhas em vez de pés como unidade de distáncia, a última equagáo 
se traduz em 


_ 12.000 А 
х= 5280 cotg Ө. 
Derivagáo com relacáo a / resulta em 
g. _120 sec? 0 g 
dt 528 аг 


Quando 0 = 7/6, sen? 0 = 1/4, então cossec? 0 = 4. Convertendo d0/dt = 2/3 °% 
em radianos por hora, encontramos 


e = 1322 rad/h 1 h=3600 s, 1°= 7/180 rad 


A substituição de dx/dt na equação então resulta em 


dx 1200 21 = 2 
й ( 528 Jol) Се 000) = 380. 


O sinal negativo aparece porque a distáncia х está diminuindo e, portanto, a 
aeronave se aproxima da ilha a uma velocidade de cerca de 380 milhas/h quando 
detectada pela primeira vez pelo radar. 


EXEMPLO 6 А Figura 3.48a mostra uma corda que passa através de uma roldana 
em P e sustenta um peso W em uma extremidade. A outra extremidade é mantida a 5 
pés acima do solo na máo M de um trabalhador. Suponha que a roldana esteja a 25 pés 
acima do cháo, que o comprimento da corda seja de 45 pés e que o trabalhador esteja se 
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afastando rapidamente da reta vertical PW, á taxa de 6 pés/s. Qual será a velocidade 
de elevagáo do peso quando a máo do trabalhador estiver 21 pés afastada de PW? 


Solução Seja OM a reta horizontal de comprimento x pés a partir de um ponto O, 
diretamente abaixo da roldana até a máo do trabalhador M a qualquer instante de 
tempo (Figura 3.48). Seja h a altura do peso W acima de O, e z o comprimento da 
corda da roldana P até a máo do trabalhador. Queremos determinar dh/dt quando 
x= 21, dado que dx/dt = 6. Observe que a altura de P acima de O é 20 pés porque 


O está 5 pés acima do cháo. Consideramos que o ángulo em O é um ángulo reto. 
Em qualquer instante de tempo t, temos as seguintes relações (veja a Figura 3.48b): 


20-7-2-45 


202 +x? = 22 


О comprimento total да согда ё 45 pés. 


O ángulo ет O 6 reto. 


Se calcularmos z = 25 + Л na primeira equação e substituirmos na segunda 


equação, teremos 


202 +x? = (25 + h}. (1) 


Derivando ambos os lados em relação a /, temos 


dx _ dh 
2x = 205 + h) de 


e, resolvendo essa última equação para dh/dt, encontramos 


dh _ x ах 
dt 25 + hdr (2) 


Uma vez que conhecemos dx/dt, falta apenas determinar 25 + h no instante em 


que x=21. Da Equação 1, 


202 + 212 = (25 + h}? 


de modo que 
(25 + л)2 = 841 ou 25+h=29. 
A Equação 2 agora resulta em 
dh _ 21 ¿ 126. ¿ 
dt 29 6- 29 ^ 4,3 pés/s 


que é a taxa em que o peso é levantado quando x — 21 pés. 


Exercícios 3.10 


. Área Suponha que o raio r e a área А = zr? de um círculo 
sejam funções deriváveis de /. Escreva uma equação que rela- 
cione dA/dt a dr/dt. 

. Área da superfície Suponha que o raio ғ e a área da super- 
ficie 5 = 4v? de uma esfera sejam funções deriváveis de 1. 
Escreva uma equação que relacione dS/dt а dr/dt. 

. Suponha que у = 5x e dx/dt = 2. Determine dy/dt. 

. Suponha que 2х + 3y = 12 e dy/dt = —2. Determine dx/dt. 

5. Se у = x? e dx/dt = 3, então qual será o valor de dy/dt quando 
x=-1? 

. Se x = y? — y e dy/dt = 5, então qual será o valor de dx/dt 
quando y — 2? 

. Sex? + y? = 25 e dx/dt = —2, então qual será o valor de dy/dt 
quando x 23e y =- 4? 

. Se x2y = 4/27 e dyldt = 1/2, então qual será o valor de dx/dt 
quando x = 2? 


10. 


11. 


. Se L = Vx? + y?, dx/dt = -1 e dyldt = 3, determine dL/dt 


quando x=5 e y = 12. 

Se r + s? + v? = 12, drídt = 4 e ds/dt = —3, determine dv/dt 
quando r-3es- 1. 

Se o comprimento original x do lado de um cubo de 24 m di- 
minui à taxa de 5 m/min quando x — 3, a que taxa 

a. aárea da superfície do cubo varia? 

b. o volume do cubo varia? 


. A área da superfície de um cubo aumenta à taxa de 72 pol?/s. 


A que taxa o volume do cubo varia quando o comprimento do 
lado é de x= 3 pol? 


. Volume Отаіо ге a altura h de um cilindro circular estão re- 


lacionados com o volume Y do cilindro pela fórmula V = zr?h. 

a. Como dV/dt está relacionada a dh/dt se r 6 constante? 

b. Como dV/dt está relacionada a dr/dt se h é constante? 

c. Como dV/dt está relacionada a dr/dt e dh/dt se nem r nem h 
sáo constantes? 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Cálculo 


Volume O raio r e a altura h de um cone circular reto estão re- 
lacionados com o volume J do cone pela equação V=(1/3) z2h. 
a. Como dV/dt está relacionada a dh/dt se r é constante? 

b. Como dV/dt está relacionada a dr/dt se h 6 constante? 

с. Como dV/dt está relacionada a dr/dt e dh/dt se nem r nem h 

sáo constantes? 

Variação da voltagem A voltagem V (volts), a corrente / 
(ampères) e a resistência R (ohms) de um circuito elétrico, 
como o mostrado aqui, estão relacionadas pela equação V = 
IR. Suponha que V aumente a uma taxa de 1 volt/s, enquanto 
1 diminui a uma taxa de 1/3 A/s. Represente o tempo / em 
segundos. 


au. 


R 


> 


. Qual ёо valor de dV/dt? 
. Qual é o valor de 41/4? 
Qual equação relaciona dR/dt a dV/dt e dl/dt? 


. Determine a taxa de variação de R quando V = 12V e7 —24A. 
R aumenta ou diminui? 


e ° = 


Potência elétrica А potência P (watts) de um circuito elétri- 
co está relacionada а resisténcia R (ohms) e а corrente / (em 
ampères) desse circuito pela equação P = RI2. 
а. Como estão relacionadas dP/dt, dR/dt e dl/dt se P, Re I nào 
sáo constantes? 
b. Como dR/dt está relacionada com 41/4: se P é constante? 
Distáncia Sejam x e y fungóes deriváveis de / e seja 
s= М2 + y a distáncia entre os pontos (x, 0) e (0, у) no 
plano xy. 
a. Como ds/dt está relacionada a dx/dt se y é constante? 
b. Como ds/dt está relacionada a dx/dt e dy/dt se nem x nem y 
sáo constantes? 
€. Como dx/dt está relacionada a dy/dt se s é constante? 
Diagonais Sex, у e z são os comprimentos dos lados de uma 
caixa retangular, o comprimento comum das diagonais da cai- 
хаёз = Vx? + y? + 22, 
a. Considerando que x, y e z sejam funções deriváveis de t, 
como ds/dt está relacionada a dx/dt, dy/dt e dz/dt? 
b. Como ds/dt está relacionada a dy/dt e dz/dt se х é constante? 
€. Como dx/dt, dy/dt e dz/dt estào relacionadas se s é constante? 
Área А área A de um triângulo, com lados de comprimento 
a e b formando um ángulo 0, é 
1 
А= 2 ab зеп Ө. 
a. Como dA/dt está relacionada а 40/4! se a e b são constantes? 
b. Сото dA/dt está relacionada а d0/dt e da/dt se somente b é 
constante? 
c. Como dA/dt está relacionada a d0/dt, da/dt e db/dt se nem 
a, nem b, nem 0 sáo constantes? 


Aquecimento de um prato Quando um prato circular de 
metal é aquecido em um forno, seu raio aumenta a uma taxa 
de 0,01 cm/min. A que taxa a área do prato aumenta quando 
seu raio for de 50 cm? 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


Mudando as dimensóes de um retángul O comprimento / 
de um retángulo diminui a uma taxa de 2 cm/s, enquanto a lar- 
gura w aumenta a uma taxa de 2 cm/s. Determine as taxas de 
variação para (a) a área, (b) o perímetro e (c) os comprimentos 
das diagonais do retángulo quando / = 12 cm e w = 5 cm. 
Quais medidas estáo diminuindo e quais estáo aumentando? 


Mudança nas dimensões de uma caixa retangular Supo- 
nha que as taxas de variagáo nos comprimentos dos lados x, y 
e z de uma caixa retangular sejam as seguintes: 

dx dy dz 


ш 1 ms, ш 2 m/s, ш b ms. 


Determine as taxas de variação de (a) volume, (b) área da su- 


perfície e (c) comprimento da diagonal s = Vx? + y? + 2? 
no instante em que x -4, y -3ez—2. 

Escada que escorrega Uma escada com 13 pés de compri- 
mento está apoiada verticalmente em uma casa quando sua 
base сотеса a escorregar (veja a figura a seguir), afastando-se 
da parede. No momento em que a base está a 12 pés da casa, 
ela escorrega a uma taxa de 5 pés/s. 


y 


xa) 


Escada com 13 pés 
de comprimento 


— X 


0 x(t) 


a. A que velocidade o topo da escada escorrega para baixo na 
parede? 

b. Qual a taxa de variação da área do triângulo formado pela 
escada, parede e solo? 

c. Qual a taxa de variação do ângulo Ө, formado pela escada е 
pelo solo? 


Tráfego aéreo comercial Dois aviões comerciais voam a 
40.000 pés em retas que se cruzam formando ângulos retos. O 
avião A se aproxima do ponto de interseção a uma velocidade 
de 442 nós (milhas náuticas por hora; uma milha náutica equi- 
vale a 2.000 jardas). O avião B se aproxima a 481 nós. Qual 
a taxa de variação da distância entre os aviões quando А está 
a 5 milhas náuticas do ponto de interseção e B, a 12 milhas 
náuticas do mesmo ponto? 


Empinando uma pipa Uma menina empina uma pipa a 
uma altura de 300 pés; o vento afasta a pipa horizontalmente 
em relação à menina a uma velocidade de 25 pés/s. Com que 
velocidade ela deve soltar a linha quando a pipa estiver a 500 
pés de distância? 

Torneando um cilindro Os mecánicos da automotiva Lin- 
coln estão torneando um cilindro de 6 polegadas de profundi- 
dade para receber um novo pistão. A máquina usada aumenta 
o raio do cilindro em 0,001 polegada a cada 3 minutos. Qual é 
a taxa de variação no aumento do volume do cilindro quando 
o diâmetro for de 3,8 polegadas? 


Crescimento de um monte de areia Areia cai de uma esteira 
transportadora a uma taxa de 10 m*/min no topo de um monte 
cônico. A altura do monte sempre tem três oitavos do diâmetro 
da base. Qual a taxa de variação da (a) altura e do (b) raio quan- 
do o monte tiver 4 m de altura? Responda em cm/min. 


28. Esvaziamento de um reservatório cónico Арпа escoa de 
um reservatório de concreto cónico (vértice para baixo), com 
raio da base de 45 m e altura de 6 m, a uma taxa de 50 m?/min. 
a. Qual a velocidade (cm/min) da diminuição do nível da água 

quando a profundidade for de 5 m? 
b. Qual a velocidade da variação do raio na superfície da água 
nesse momento? Use cm/min como unidade. 


29. Drenagem de um reservatório hemisférico Água escoa a 
uma taxa de 6 m*/min de um reservatório hemisférico com 
raio de 13 m, mostrado aqui em perfil. Responda às questões a 
seguir, sendo o volume de água em um recipiente hemisférico 
de raio R dado por V = (z/3)y2(3R — у), quando a água tiver y 


metros de profundidade. 


Centro da esfera 


13 
Nível da água 


a. Qual será a taxa de variação do nível da água quando a 
profundidade for de 8 m? 

b. Qual será o raio r na superfície da água quando ela tiver у 
metros de profundidade? 

€. Qual será a taxa de variação do raio r quando a profundi- 
dade da água for de 8 m? 


30. Aumento de uma gota Suponha que uma gota de orvalho seja 
uma esfera perfeita e que, por condensação, capte umidade a uma 
taxa proporcional à área de sua superfície. Mostre que, nessas 


circunstáncias, o raio da gota cresce a uma taxa constante. 


31. Raio de um baláo inflável Um baláo esférico é inflado com 
hélio a uma taxa de 10077 pés?/min. Quando o raio do balão for 
de 5 pés, qual será a taxa de seu aumento do raio? Qual será a 
taxa de aumento da área da superfície? 


Puxando um bote Um bote é puxado por uma corda, presa 

à proa, que passa por uma argola presa no cais a 6 pés acima 

da proa. A corda é puxada a uma taxa de 2 pés/s. 

а. A que velocidade o barco se aproxima do cais quando 10 
pés de corda foram puxados? 

b. A que taxa o ángulo 0 varia nesse instante (veja a figura)? 


32 


Argola na beira 
do cais 


33. Baláo e bicicleta Um baláo sobe verticalmente acima de 
uma estrada plana a uma velocidade constante de 1 pé/s. 
Quando está 65 pés acima do solo, uma bicicleta que se des- 
loca a uma velocidade constante de 17 pés/s passa sob ele. A 
que taxa a distáncia s(/) entre a bicicleta e o baláo aumentará 
3 segundos mais tarde? 
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0 х(ї) 
34. Fazendo café Café escoa de um filtro cônico para uma cafe- 
teira cilíndrica à taxa de 10 pol*/min. 


a. А que taxa o nível na cafeteira aumentará quando o café no 
filtro tiver 5 polegadas de profundidade? 


b. A que taxa o nível do filtro diminuirá nesse momento? 


A que taxa 
este nível 
diminui? 


A que taxa 
este nível 


E aumenta? 


35. Débito cardíaco No final de 1860, Adolf Fick, professor de 
fisiologia da Faculdade de Medicina de Würzberg, na Alemanha, 
desenvolveu um dos métodos usados até hoje para determinar a 
quantidade de sangue que o coração humano bombeia por minu- 
to. Enquanto vocé lé essa frase, é provável que seu débito cardíaco 
seja de 7 L/min. Em repouso, geralmente é um pouco menos do 
que 6 L/min. Se vocé for um atleta, seu débito cardíaco poderá 
atingir 30 L/min quando estiver participando de uma maratona. 


O débito cardíaco pode ser calculado pela fórmula 


= É 
У D’ 


Кы, 


em que О é o volume (mL) de СО, exalado por minuto e D é a 
diferença entre as concentrações de CO, (mL/L) no sangue bom- 
beadas para os pulmões e dos pulmões. Сот О = 233 mL/min e 
D=97-56=41 mL/L, 


_ 233 mL/min 


у= mL/L = 5,68 L/min, 
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37. 


38. 


39. 


poste de 


50 pés 


40. 


bem próximo a 6 L/min, valor que a maioria das pessoas apre- 
senta na condição basal (repouso). (Dados cedidos por J. Ken- 
neth Herd, M.D., Escola de Medicina de Quillan, Universidade 
do Leste do estado do Tennessee.) 

Suponha que, para О = 233 e D=41, D diminua a uma 
velocidade de 2 unidades por minuto, mas О permanega sem 
variação. O que acontecerá com o débito cardíaco? 


Movimento ao longo de uma parábola Uma partícula se 
desloca ao longo da parábola y = x? no primeiro quadrante, 
de modo que sua coordenada x (medida em metros) aumenta 
a uma taxa constante de 10 m/s. Qual a taxa de variação do 
ángulo de inclinação 0 da reta que liga a partícula à origem 
quando x=3 m? 

Movimento em um plano As coordenadas de uma partícula 
em um plano ху são funções deriváveis do instante / com dx/dt 
= —] m/s e dy/dt = —5 m/s. Qual a taxa de variação da distância 
entre a partícula e a origem quando esta passa pelo ponto (5, 12)? 


Filmagem de um carro em movimento Você está filmando 
uma corrida a uma distáncia de 132 pés da pista, seguindo um 
carro que se desloca a 180 milhas/h (264 pé/s), como mostra 
a figura a seguir. Quando o carro estiver exatamente na sua 
frente, a que velocidade o ángulo Ө de sua cámera variará? 
E meio segundo mais tarde? 


cámera 


carro 


Sombra em movimento Uma luz está acesa no topo de um 
poste de 50 pés de altura. Uma bola cai da mesma altura em 
um ponto situado a 30 pés de distáncia do poste. (Veja a fi- 
gura a seguir.) A que velocidade a sombra da bola se desloca 
no solo 1/2 s depois? (Considere que, durante a queda, a bola 
percorreu s = 16/2 pés em / segundos.) 


luz 


bola no instante г = O 


1/2 segundo depois 


w 
ap-------- 


FORA DE ESCALA 


Sombra de um prédio Em uma manhã, um prédio com 80 
pés de altura projeta uma sombra de 60 pés de comprimento. 
Nesse instante, o ángulo 0 que os raios solares projetam no 
solo aumenta a uma taxa de 0,27º/min. Qual a taxa de dimi- 


41. 


42. 


43. 


44. 


nuicào da sombra? (Lembre-se de usar radianos. Expresse sua 
resposta em polegadas por minuto, arredondando para a pri- 
meira casa decimal.) 


Derretimento de uma camada de gelo Uma bola de ferro 
esférica com 8 pol de diámetro está coberta por uma camada 
de gelo de espessura uniforme. Se o gelo derrete a uma taxa de 
10 poP/min, a que taxa a espessura do gelo diminuirá quando 
tiver 2 pol? A que taxa a área da superfície externa do gelo 
diminuirá? 

Polícia rodoviária Um helicóptero da polícia rodoviária 
sobrevoa uma autoestrada plana a 3 milhas do solo a uma ve- 
locidade constante de 120 milhas/h. O piloto vé um carro se 
aproximar e o radar assinala que no instante da observagáo a 
distáncia entre o carro e o helicóptero é de 5 milhas. A distán- 
cia entre eles diminui a uma taxa de 160 milhas/h. Calcule a 
velocidade do carro ao longo da rodovia. 


Jogadores de beisebol Um campo de beisebol é um quadra- 

do que mede 90 pés de um lado. Um jogador corre da primeira 

para a segunda base a uma velocidade de 16 pés/s. 

a. Qual a taxa de variação da distância entre o jogador e a 
terceira base quando ele está a 30 pés da primeira base? 

b. Qual a taxa de variacáo dos ángulos 6, e 0, (veja a figura) 
nesse momento? 

e. O jogador desliza para a segunda base a uma velocidade 
de 15 pés/s. Qual a taxa de variação dos ángulos 0, e Ө, 
quando o jogador toca a base? 


início 


Navios Dois navios a vapor navegam para longe de um pon- 
to О em rotas que formam um ángulo de 120°. О navio А se 
desloca a 14 nós (milhas náuticas por hora, uma milha náutica 
equivale a 2.000 jardas). O navio В se desloca a 21 nós. A 
que taxas os navios se afastam um do outro quando OA = 5 e 
OB = 3 milhas náuticas? 


3.11 


Coeficiente 
angular = f'(a) 


(a, f(a)) 


>X 
0| а 


FIGURA 3.50 Tangente à curva y = f(x) 
em x =a é a reta L(x) = f(a) + f'(a)(x — a). 


Linearização e diferenciais 
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Às vezes, podemos aproximar funções complicadas usando funções mais sim- 
ples, que, além de serem mais fáceis de trabalhar, fornecem a precisão desejada para 
aplicações específicas. As funções de aproximação discutidas nesta seção são deno- 
minadas linearizações e se baseiam em retas tangentes. Outras funções de aproxi- 
mação, como os polinômios, serão discutidas no Capítulo 10. 

Apresentamos as novas variáveis dx e dy, chamadas de diferenciais, e as de- 
finimos de um modo que transformará a notação de Leibniz da derivada dy/dx em 
uma razão verdadeira. Usaremos dy para estimar o erro da medida, que fornece uma 
prova precisa da regra da cadeia (Seção 3.6). 


Linearização 


Como você pode ver na Figura 3.49, a tangente à curva y =x? fica perto da cur- 
va próximo ao ponto de tangência. Para um breve intervalo de cada lado, os valores 
de y ao longo da reta tangente 


0 


Tangente e curva muito próximas, perto de (1, 1). 


1,003 


Tangente e curva muito próximas Tangente e curva ainda mais próximas. 
em todo o intervalo x mostrado. A tela do computador náo consegue distinguir 
a tangente da curva nesse intervalo de x. 


FIGURA 3.49 Quanto mais ampliamos o gráfico de uma função próximo a um ponto em 
que a função é derivável, mais reto o gráfico se torna e mais se assemelha à sua tangente. 


fornecem boas aproximações para os valores de y na curva. Observamos esse fenó- 
meno ampliando os dois gráficos no ponto de tangéncia ou analisando as tabelas de 
valores com valores da diferença entre f(x) e sua reta tangente próximo à coorde- 
nada x do ponto de tangéncia. O fenómeno é verdadeiro nào apenas para parábolas; 
cada curva derivável se comporta localmente como sua tangente. 

Em geral, a tangente a y — f(x) no ponto x — a, em que f é derivável (Figura 
3.50), passa pelo ponto (a, f(a)), entáo sua equaçào fundamental é 


y —f(a) + f (a) — а). 
Assim, essa reta tangente é o gráfico da funçào linear 
L(x) = Ка) + f (a) — a). 


Enquanto essa reta permanecer próximo ao gráfico de f, L(x) fornecerá uma 
boa aproximação de f(x). 
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DEFINIÇÕES Sef é derivável em x = a, então a função aproximadora 
Lo) = а) + f'(a)x — а) 
é a linearização de fem a. A aproximação: 
Јо) = LG) 


def por L é a aproximação linear padrão de f em a. O ponto x = a é o centro 
da aproximação. 


EXEMPLO 1 Determine a linearização de f(x) = V 1 + x quando x= 0 (Figura 3.51). 


09 1 
-0,1 0 0,1 02 
FIGURA 3.51 Gráfico de y = V1 + xe sua linearização FIGURA 3.52. Vista ampliada da janela 
quando x = 0 e x= 3. A Figura 3.52 apresenta uma vista na Figura 3.51. 


ampliada da pequena janela ao redor de 1 no eixo y. 


Solução Como 
го) 210 +3, 


temos que /(0) = 1, f'(0)= 1/2, o que leva à linearização 


LG) = Ја) + fla a) = 1 + 36-0) = 1 + Z, 
Veja a Figura 3.52. 


Na tabela a seguir, observe como a aproximação МІ + x = 1 + (x/2) do 
Exemplo 1 é precisa para valores de x próximos de 0. À medida que nos afastamos 
de zero, perdemos a precisáo. Por exemplo, para x = 2, a linearizaçào fornece 2 como 
aproximagáo de VA que náo é exata nem para uma casa decimal. 


Aproximacáo Valor real |Valor real — aproximação] 
Vl2z1- °з = 1,10 1,095445 «102 
У1,65 =1+ °з = 1,025 1,024695 < 103 
v1,005 = 1 + 0005 = 1,00250 102497 «105 


Nào se deixe enganar pelos cálculos anteriores, pensando que qualquer coisa 
feita por meio da linearização será melhor se feita com uma calculadora. Na práti- 
ca, nunca usaríamos a linearização para determinar uma raiz quadrada específica. 
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A utilidade da linearização está em sua capacidade de substituir uma fórmula com- 
plicada por uma mais simples ao longo de um intervalo de valores. Se precisásse- 
mos trabalhar com V 1 + x para х próximo a 0 e pudéssemos tolerar o pequeno 
erro envolvido, em vez disso, poderíamos trabalhar com 1 + (x/2). Obviamente, 
precisamos saber qual o tamanho do erro. Falaremos mais sobre estimativa de erro 
no Capítulo 10. 

Uma aproximação linear normalmente perde a precisão longe de seu centro. 
Como a Figura 3.51 sugere, a aproximação V 1 + x = 1 + (x/2) provavelmente é 
imprecisa para ser usada próximo a x = 3. Nessa região, precisamos da linearizagáo 
quando x =3. 


EXEMPLO 2 Determine a linearizagáo de f(x) = V1 + x em x = 3. 


Solução Calculamos a equação definindo L(x) em a = 3. Com 
= (3) = 1 ap 021 
f3-2 fG-530*x7 -; 


temos que 
- la зу= 5х 
Lx) =2 + G 3) =4+ 42: | 
Quando x = 3,2, а linearização do Exemplo 2 resulta em 


Vi+r=Vl+32=5 + 5, 


2 
4 


= 1,250 + 0,800 = 2,050, 


que difere do valor real V 4,2 = 2,04939 em menos de um milésimo. A lineariza- 
çào do Exemplo 1 resulta em 


Vl+x= М1+32=1+%®=1+ 1,6 =2,6, 


2 


um resultado cuja margem de erro é maior que 25%. 


EXEMPLO 3 Determine a linearizacào de f(x) = cos x quando x= 7/2 (Figura 3.53). 


Solução Como f(7/2) = cos (7/2) = 0, f'(x) =— sen x e f'(7/2) =— sen (7/2) = – 1, 
determinamos a linearizagáo em a = 7/2 como 


L(x) = fla) + fax — a) 


=0+ c - z) 
FIGURA 3.53 Gráfico de f(x) = cos x e 
sua linearizagáo em x = 7/2. Perto de зле ЫЙ т 
х= 7/2, cos x х + (7/2) (Exemplo 3). 2` 


Uma aproximação linear importante para raizes e potências é 
(1 + x)“ = 1 + Kx (x próximo de 0, sendo k qualquer número) 


(Exercício 15). Essa aproximação, boa para valores de x suficientemente próxi- 
mos de zero, tem uma ampla aplicação. Por exemplo, quando x é pequeno, 


М х1 +1 к= 1/2 


2 
Tes -ü-2's1*(-Do-2-21*x eN х. 
VA + S = (1 + SP ж + 1) = 1 + a A, 
uice (нее айхаа 
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Diferenciais 


Ás vezes, usamos a notacáo de Leibniz dy/dx para representar a derivada de y 
em relagáo a x. Ao contrário do que parece, náo se trata de uma razáo. Agora, in- 
troduziremos duas novas variáveis, dx e dy, com a propriedade de que, caso a razáo 
exista, ela será igual а derivada. 


DEFINIÇÃO Seja у = f(x) uma função derivável. A diferencial dx é uma 
variável independente. A diferencial dy é 


dy — f(x) dx. 


Ao contrário da variável independente dx, a variável dy é sempre dependente. 
Ela depende tanto de x como de dx. Se atribuirmos um valor específico a dx, e x for 
um número particular no domínio da função f, então esses valores determinam o 
valor numérico de dy. 


EXEMPLO 4 


(a) Determine dy se y = xŠ + 37x. 

(b) Determine o valor de dy quando x = 1 e dx = 0,2. 
Solução 

(a) ау = (5х* + 37)ах 

(b) Substituindo x = 1 e dx = 0,2 na expressão de dy, temos 


dy = (5 : 14+ 37)0,2 = 84. 


O significado geométrico das diferenciais é mostrado na Figura 3.54. Seja x = а 
e faça dx = Ax. A variação correspondente em y = f(x) é de 


Ay — а + dx) — f(a). 
A variação correspondente na tangente L é de 
AL = L(a + dx) — L(a) 
= fla) + f'(a)(a + dx) — a] — fa) 
— — oo ,¿W =  — 


Lía + dx) L(a) 
= f'(a) dx. 


< 


^ у=/0) 


(а + dx, fla + dx)) 
Ay = fía + dx) — fía) 


AL = f'(a)dx 


Quando dx for uma variação pequena 
de x, a variacáo correspondente na 
linearizagáo é exatamente dy. 


reta 
tangente 


0 a а + dx 


FIGURA 3.54  Geometricamente, a diferencial dy é a variação AL 
na linearizagáo de / quando х = a varia em uma quantidade dx = Ax. 


Isto é, a variação da linearização de f equivale justamente ao valor da dife- 
rencial dy quando x = a e dx = Ax. Portanto, dy representa a medida em que a reta 
tangente sobe ou desce quando x varia em uma quantidade dx — Ax. 
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Se ах = 0, então o quociente da diferencial dy pela diferencial dx é igual à de- 
rivada f'(x), pois 


: fold ss dy 
dy + dx de Р(х) de 
Às vezes, escrevemos 
df — f(x) dx 


no lugar de dy = f'(x) dx, denominando df a diferencial de f. Por exemplo, se f(x) 
= 3x? — 6, então 
df= d(3x? — 6) = 6x dx. 
Toda fórmula de diferenciagáo do tipo 


d(u-- v) du dv d(senu) 
— =+ ———=с 


, du 
ах d d 9 dx дыг 
tem uma forma diferencial do tipo 


d(u + u) = du + du ou d(sen и) = cos u du. 
EXEMPLO 5 Podemos usar a regra da cadeia e outras regras de derivação para 
determinar diferenciais de funções. 
(a) d(tg 2x) = sec? (2x) d(2x) = 2 sec? 2x dx 


à» 4( х ) _ (x + Ddx — xd(x + 1) _ xdx + ах — хах dx 


x+1 (x + 1)? (4192 — (xD 


Estimativa com diferenciais 

Suponha que saibamos o valor de uma fungáo derivável f(x) em um ponto a e 
que queiramos prever a variação que esse valor sofrerá se formos para um ponto 
а + dx próximo. Se dx = Ax for pequeno, entáo podemos ver na Figura 3.54 que Ay 
é aproximadamente igual à diferencial dy. Como 


Да + dx) = Ја) + Ay, Ax 7 ах 
a aproximagáo diferencial resulta em 
Да + dx) ~ f(a) + dy 


quando dx = Ax. Assim, a aproximação Ay = dy pode ser usada para calcular f(a + 
dx) quando f(a) é conhecido e dx é pequeno. 


EXEMPLO 6 O raio r de uma circunferência aumenta de a = 10 m para 10,1 m (Fi- | 
gura 3.55). Utilize dA para estimar o aumento na área da circunferência 4. Estime 
a área do círculo aumentado e compare essa estimativa com a área real encontrada 
por cálculo direto. 


Solução Como А = 7r»?, o aumento estimado é de 
dA = A'(a) dr = 2тта dr = 27(10)0,1) = 27 m?. 
ДА «dA = 2та аг Assim, como A(r + Ar) = A(r) + dA, temos 


FIGURA 3.55 Quando o valor de dr for ACIO + 0,1) = A(10) + 27 

pequeno em comparação a a, a diferencial = (10) + 27 = 1027. 
dA fornece a estimativa 
A(a + dr) = та? + dA 
(Exemplo 6). 


A área de um círculo de raio 10,1 m é de aproximadamente 1027 m?, 
A verdadeira área é 


A(10,1) = z(10,1) 
102,017 m?. 


O erro em nossa estimativa é de 0,0177 m?, que corresponde à diferenga AA — dA. | 
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Erro na aproximacáo diferencial 


Suponha que f(x) seja uma função derivável em x = a e que dx = Ax seja um 
incremento de x. Há duas maneiras de descrever a variação de f à medida que x 
varia de a para a + Ax: 


Variação real: Af = fla + Ax) -f(a) 
Estimativa diferencial: df = f'(a) Ax. 
Em que medida df se aproxima de A/? 
Medimos o erro de aproximação subtraindo df de Af: 
Erro de aproximação = Af — df 
= Af — f'(a)Àx 
= fía + Ax) — f(a) — f'(a)Àx 
Af 


_ E + ы = fa гө) a 


— 


Chame essa parte de e. 


= €* Ax. 


Quando Ax — 0, a razào incremental 


f(a * Ax) — f(a) 
Ax 


se aproxima de f'(a) (lembre-se da definição de /"(a)), então a quantidade entre 
parênteses se torna um número muito pequeno (daí a notação e). Na verdade, e — 0 
quando Ax > 0. Quando Ax é pequeno, o erro de aproximagáo e Ax é ainda menor. 
Af = f'(aJAx + e Ax 
Бо “Бос. x 
variação variação erro 
verdadeira estimada 


Embora não saibamos a magnitude do erro, ele é o produto є - Ax de duas pe- 
quenas quantidades que se aproximam de zero à medida que Ax — 0. Para muitas 
funções comuns, sempre que Ах for pequeno, o erro será ainda menor. 


Variação de y = f(x) próximo de x = a 


Se y = f(x) é derivável em x = a e x varia de a para a + Ax, então a variação de Ay 
em f é dada por uma equação na forma 

Ay — f'(a) Ax + e Ax (1) 
na qual e — 0 à medida que Ax — 0. 


No Exemplo 6, descobrimos que 
AA = т(10,1)? — z(10)? = (102,01 — 100)z = (27 + 0,017) m 
m "dili. mai 


dA erro 


Logo, o erro de aproximação é AA — dA = eAr = 0,017 e є = 0,0177/Ar = 
0,017/0,1 = 0,17 m. 


Prova da regra da cadeia 


A Equação 1 nos permite provar corretamente a regra da cadeia. Nosso objetivo é 
mostrar que se /(и) é uma função derivável de и, e и = g(x) é uma função derivável de 
x, então a função composta у = f(g(x)) é uma função derivável de x. Como uma função 
é derivável se, e somente se, ela tiver uma derivada em cada ponto de seu domínio, de- 
vemos mostrar que sempre que g for derivável em x, e f for derivável em g(x,), então a 
composta será derivável em x, e a derivada da composta satisfará a equação 
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Ф 
dx | эхо 


= /'(в(хо))° g' (xo). 


Seja Ax um incremento em x е Au е Ay os incrementos correspondentes em z e 
y. Aplicando a Equacáo 1, temos 


Au = (х/х + e, Ах = (g'(xy) + € JAx, 
em que €, > 0 à medida que Ax — 0. De modo similar, 
Ay — f'(uy)Au + e, Au = (/'(и,) + e,JAu, 


em que e, — 0 à medida que Au — 0. Observe também que Au — 0 à medida que 
Ax — 0. Combinando as equações para Au e Ay, temos 


Ay = /'(и,) + EME (х) + e )Ax, 
logo 


Ay 
Ау f'(uo)g'(xo) + es g'(xo) + f'(uy)ei + exei. 


Como e, e €, tendem a zero conforme Ах tende a zero, trés dos quatro termos 
da direita desaparecem no limite, restando 


dy Ay 


ele ^ ad AY У (ио)8' (хо) = f'(gGxo)) * ё (хо) 


Sensibilidade à уагїасао 


A equação df= f'(x) dx nos mostra o quanto o valor de f é sensível a uma varia- 
gáo de x. Quanto maior o valor de /” em x, maior o efeito de uma determinada va- 
riacào dx. Conforme nos deslocamos de a para um ponto próximo a + dx, podemos 
descrever a variagáo de f de trés maneiras: 


Real Estimada 
Variagáo absoluta Af f(a + dx) — f(a) df — f (a) dx 
A 4 
Variação relativa 55 o 
Variagá 1 А/ х 100 df x 100 
ri rcentu. —— NUM 
'ariação percentua fa) Ta) 


EXEMPLO 7 Você deseja calcular a profundidade de um poço a partir da equação 
s= 16? determinando quanto tempo uma pedra pesada que você joga na água levará 
para chegar lá embaixo. Qual será a sensibilidade de seus cálculos a um erro de 0,1 
s na medição do tempo? 
Solução O tamanho de ds na equação 

ds = 32t dt 
depende do tamanho de /. Se г = 2 s, a variação causada por dt = 0,1 é de cerca de 


ds = 32(2)(0,1) = 6,4 pés. 


Três segundos mais tarde em ż = 5 s, a variação causada pelo mesmo dt é de 
ds = 32(5)(0,1) = 16 pés. 


Para um erro fixo na medição do tempo, o erro na utilização de ds para estimar 
a profundidade é maior quando o tempo que a pedra leva até atingir a água é maior. | 
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EXEMPLO 8 Мо final da década de 1830, o fisiologista francés Jean Poiseuille 
descobriu a fórmula que hoje usamos para predizer o quanto o raio de uma artéria 
parcialmente obstruída diminui o volume normal do fluxo. Sua fórmula, 


V= kr, 


diz que o volume V de líquido que flui através de um pequeno vaso ou tubo por unida- 
de de tempo, sob pressáo constante, é uma constante multiplicada pela quarta poténcia 
do raio r do tubo. Como uma redução de 10% em r afeta V? (Veja a Figura 3.56.) 


Solucáo As diferenciais de r e V estáo relacionadas pela equagáo 


A variação relativa em V é de 
dV _ Ак ағ _ „аг 
цан шимж 


A variação relativa em V é quatro vezes a variação relativa em r, assim 10% da 
diminuição em r resultará em 40% da diminuição no fluxo. 


Angiografia Angioplastia 


FIGURA 3.56 Um corante é injetado em uma 
artéria parcialmente obstruída para tornar seu 
interior visível aos raios X. Entáo, um cateter 
balào é inflado dentro da artéria para ampliá-la 
no local da obstrugáo. 


EXEMPLO 9 A segunda lei de Newton, 


24 =m- 
F = q mu) = mj = ma, 


vale desde que suponhamos que a massa seja constante, mas sabemos que isso náo 
é rigorosamente verdadeiro, pois a massa de um corpo aumenta com a velocidade. 
Na fórmula corrigida de Einstein, a massa possui o valor 


mo 


MEA 2 
1 = а/е" 
em que a “massa de repouso” m, representa a massa de um corpo que não se desloca 
е с é а velocidade da luz, cerca de 300.000 km/s. Use a aproximação 
1 lo 

—————#& += 

NES o 
para estimar o aumento Am da massa resultante do aumento da velocidade v. 


Solução Quando v é muito pequena comparada a c, a razão v?/c? está próxima de 
zero, e é seguro utilizar a aproximação 


1 " 1 (a : _% 
- "TE =1+ 2 ( ) Equação 2 com x = < 
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para obter | 


ou 
m = т +1 v L (3) 
o + 4o 2) 


A Equação 3 expressa o aumento da massa que resulta do acréscimo da veloci- 
dade v. i 
Conversáo de massa em energia 

A Equação 3 deduzida no Exemplo 9 tem uma interpretação importante. Na fi- 


sica newtoniana, (1/2)myu2 é a Energia Cinética (EC) do corpo е, se reescrevermos 
a Equação 3 na forma 


1 
= 2 то, 


observamos que 


(т — mo)? = уто? ути? у mo(0)? = А(ЕС), 


ou 
(Am)c? = A(EC). 


Assim, a variagáo da energia cinética A(EC) ao ir da velocidade 0 para a ve- 
locidade v é de aproximadamente (Am)c?, a variação da massa pelo quadrado 
da velocidade da luz. Usando c = 3 X 10% m/s, vemos que uma pequena variação da 
massa pode causar uma grande variacào da energia. 


Exercícios 3.11 


Determinando linearizacóes 13. fo)=e*, ху=—0,1 
Nos Exercícios 1-5, determine a linearizagáo L(x) de f(x) em x = a. 14. f) =sen lx, x= 7/12 
1. f(x) 933-2x43, а=2 15. Mostre m a linearização de f(x) = (1 + x)“ em x = 0 é 
L(x) = 1 + kx. 
2. fa) = V +9, а--4 e ИНЕ | 
1 16. Utilize a aproximação linear (1 + х)‘ | + kx para determinar 
3, f(x) = Fo, a=1 uma aproximação para a função f(x) para valores de x próxi- 
i mos de zero. 
4 16) = Vs, ac -8 a. f(x) = (1.9 d. Јо) = V2 +x? 
S Poele a= b. f(x) = 1 E e. /@)= (4 + 3х)!З 
6. Aproximacóes lineares comuns em x — 0 Determine as li- Нь 2 
nearizações das seguintes funções em x = 0. с. f(x) = d f. f(x) = 3 ( = +) 
(a) sen x (b) cos x (с) tg x (d) e (e) In (1+ x) 1+х E 
Linearização para aproximação 17. Mais rápido que uma calculadora Use a aproximação (1 + x)* 
T + ЧӨМӨГ ЭНИ” "ЭН = | + kx para estimar o seguinte: 
Nos Exercícios 7-14, determine uma linearizagáo em um inteiro es- š$ 4 
colhido convenientemente próximo а x em que a fungáo dada e sua a. (1,0002) b. V1,009 
derivada sejam fáceis de calcular. 18. Determine а linearizagáo de f(x) = Vx + 1 + sen x em 
7. f(x) 33 2x, x,=0,1 x = 0. Como ela está relacionada com as linearizações indivi- 
8. f(x) 2x, x = 0,9 duais de Vx + 1 e sen x em x= 0? 
9. fg) =2 *4x-3, ху--09 Derivadas na forma diferencial 


10: fog d M. HES Nos Exercícios 19-38, determine dy. 

п. Јо) = Y, хо=8,5 nw à sa E 
Е E .) i 

D. 9 3 18 20. y=xV1-Y Dtx 
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22 y- 31. у= е 

3(1 + Vx) 32. у= хе“ 
23. 2? +ху-х=0 33. y- In (1432) 
24. ху? - 49? -y 20 х +1 
25. у = sen(5 VÀ) м. Дайн (AEL) 
26. у = cos (x?) 35. у= tg (e°) 


27. у= 4 tg (573) 
28. у= ѕес (х2 - 1) 
29. y = 3 соѕѕес (1 — 2Ух) 37, у= sec! (e?) 


30. y — 2cotg (2) 38. y = e 
Erro де aproximacáo 
Nos Exercícios 39-44, cada função f(x) varia quando x varia de х, 
para x, + dx. Determine 

a. a variação Af= f(x, + dx) — f(x); 

b. o valor da estimativa df= f'(x,) dx; e 

€. o erro de aproximação | Af- df |. 


де! Мх2+1 


y 


39. f(x) 2x2 * 2x, ху=1, dx=0,1 

40. f(x) =22 + 4x-3, х,--1, dx=0,1 

41. f)23-x, ху-1, dx=0,1 

42. f(x) = х^, ху-1, dx=0, 

43. f(x) = х, х,=0,5, dx=0,1 

44. f(x) »:x39 -2x +3, х,-2, dx=0,1 

Estimativas diferenciais de variacao 

Nos Exercícios 45-50, escreva uma fórmula diferencial que permita 


estimar a variacào dada do volume ou da área da superfície. 
45. A variação no volume V = (4/3)zr? de uma esfera quando o 
raio varia de r, para r, + dr. 
46. A variação no volume V = x? de um cubo quando o compri- 
mento das arestas varia de x, a x, + dx. 
47. A variação na área da superfície S = 6x? de um cubo quando o 
comprimento das arestas varia de x, a х, + dx. 


48. A variação na área da superficie lateral S = zr Vr? + h? de 
um cone circular reto quando o raio varia de rj a rọ + drea 
altura permanece a mesma. 

49. A variação no volume V = 72h de um cilindro circular reto 
quando o raio varia de r, a r + dr e a altura permanece a mesma. 


50. A variação na área da superfície lateral S = 2zrh de um cilin- 
dro circular reto quando a altura varia de h, ah, + dh e o raio 
permanece o mesmo. 


Aplicações 


51. O raio de uma circunferência aumentou de 2 m para 2,02 m. 
a. Estime a variação resultante na área. 


b. Expresse a estimativa como uma porcentagem da área ini- 
cial da circunferência. 


36. y = сор! (5) + соз !2х 
АГ 


52. 


54. 


55. 


56. 


51. 


58. 


60. 


61. 


O diámetro de uma árvore era de 10 polegadas. No ano se- 
guinte, a circunferéncia aumentou 2 polegadas. Qual foi a va- 
riagáo aproximada do diámetro da árvore? E da área da segáo 
transversal? 


Estimativa do volume Estime o volume do material presen- 
te em uma embalagem cilíndrica de 30 polegadas de altura, 
6 polegadas de raio e 0,5 polegada de espessura. 


0,5 pol 
6 pol | Ç 


¡|—— 30 pol — 


Estimativa da altura de um edifício Um agrimensor, a 30 
pés da base de um edifício, mede o ángulo de elevação até o 
topo do edifício como sendo de 75%. Quào exata deve ser a 
medição desse ángulo para que o erro percentual na estimativa 
da altura do edifício seja inferior a 4%? 


Tolerância О raio r de um círculo é medido com um erro de 
no máximo 2%. Qual é a porcentagem de erro máxima corres- 
pondente no cálculo da 

a. circunferéncia do círculo? 

b. área do círculo? 


Toleráncia O lado x de um cubo é medido com um erro de 
no máximo 0,5%. Qual é a porcentagem máxima de erro cor- 
respondente no cálculo 

a. da área de superfície? 

b. do volume? 


Toleráncia A altura e o raio de um cilindro circular reto sáo 

iguais, de modo que o volume desse cilindro é dado por V = 

тїї. O volume deve ser calculado com um erro menor que 1% 

em relação ao valor real. Determine aproximadamente o maior 

erro que pode ser tolerado па medigáo de Л, expressando-o 

como porcentagem de Л. 

Tolerância 

a. Quão exata deve ser a medição do diâmetro interno de um 
tanque cilíndrico de armazenagem com 10 m de altura para 
que o cálculo de seu volume fique a 1% do valor real? 

b. Quão exata deve ser a medição do diâmetro externo desse 
tanque para que o cálculo da quantidade de tinta para pintar 
sua parede fique no máximo 5% da quantidade real? 


O diámetro de uma esfera é medido сото 100 + 1 cm e o volu- 
me é calculado a partir dessa medição. Estime a porcentagem 
de erro no cálculo do volume. 


Estime a porcentagem de erro admissível para medir o diâme- 
tro D de uma esfera se o volume deve ser calculado correta- 
mente dentro de 3%. 


Efeito das manobras de voo sobre o coração А quantidade 
de trabalho realizado pela principal câmara de bombeamento 
do coração, o ventrículo esquerdo, é dada pela equação 


Vàv? 


W= РУ + 2, 


em que W é o trabalho por unidade de tempo, Р é a pressáo 
arterial média, V é o volume de sangue bombeado por unidade 
de tempo, ó (“delta”) é a densidade de peso do sangue, v é a velo- 
cidade média do sangue ejetado e g é a aceleração da gravidade. 

Enquanto P V, ô e v permanecem constantes, W se torna 
uma fungáo de g e a equacáo toma a forma de 


W=a+ 2 (a, b constantes) . 


Como membro da equipe médica da NASA, vocé quer saber 
qual é a sensibilidade de W às variações aparentes de g cau- 
sadas pelas manobras de voo, e isso depende do valor inicial 
de g. Como parte de sua investigação, você decide comparar o 
efeito em W causado por dada variação de dg na superficie da 
Lua, onde g = 5,2 pés/s?, com o efeito que a mesma variação 
dg teria na Terra, onde g = 32 pés/s?. Utilize a equacào simpli- 


ficada anterior para determinar a razão dW, ,,, sobre A ja 


62. Medição da aceleração da gravidade Quando o comprimen- 
to L do péndulo de um relógio é mantido constante por meio do 
controle de sua temperatura, o período 7 do péndulo depende 
da aceleração g da gravidade. O período variará um pouco à 
medida que o relógio for deslocado para diferentes posições na 
superfície da Terra, dependendo das variações de g. Acompa- 
nhando-se as variações de AT, podemos estimar a variação de g 
pela equação T= 27:(L/g)!?, que relaciona T, ge L. 

a. Mantendo-se L constante e sendo g a variável independen- 
te, calcule dT e use-o para responder os itens (b) e (c). 

b. Se g aumenta, 7 aumentará ou diminuirá? Um relógio de 
péndulo adiantará ou atrasará? Explique. 

c. Um relógio cujo péndulo mede 100 cm é deslocado de um 
lugar em que g = 980 cm/s? para um novo local. Isso au- 
menta o período em dT = 0,001 s. Determine dg e estime o 
valor de g nesse outro lugar. 


63. Linearizacáo é a melhor aproximagáo linear Suponha que 

y = f(x) seja derivável em x = a e que g(x) = m(x — a) + c seja 
uma fungáo linear, em que m e c sejam constantes. 
Se o erro E(x) = f(x) – g(x) for suficientemente pequeno perto 
de x = a, poderemos pensar em utilizar g como aproximação 
linear de f em vez da linearização L(x) = fla) + f'(a)(x — a). 
Demonstre que impondo a g as condigóes 


1. E(a)=0 O erro de aproximagáo é nulo quando x = a 
2. li E(x) — n О erro é desprezivel quando 
lim =7=0 4 
x>a comparado com x — a. 


então g(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Assim, a linearização L(x) 
fornece a única aproximagáo cujo erro é zero para x = a, sendo 
ainda desprezível em comparação com x — a. 


Linearização, L(x): Outra aproximação 
у = Да) + fax — а) linear, gx): 


\ у=т(х-а)+с 
sal 


(a, fla) | 


> X 
a 
64. Aproximacóes quadráticas 
a. Seja Q(x) = by + b (x — а) + b,(x — a)? uma aproximação 
quadrática de /(х) quando x = a, com as seguintes proprie- 
dades: 


i) О(а)-/(а) 
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ii) O'(a) = f'(a) 

iii) O"(a) = f"(a). 

Determine os coeficientes b}, b, e b,. 
b. Determine a aproximação quadrática para f(x) = 1/(1 — x) 
ет х= 0). 


ІЙ c. Esboce o gráfico de f(x) = 1/(1 — х) e sua aproximação qua- 
drática em x = 0. Depois, amplie os dois gráficos no ponto 
(0, 1). Comente o que vocé observa. 

d. Determine a aproximação quadrática para g(x) = 1/x em 
x= 1. Trace em um único gráfico g e sua aproximagáo qua- 
drática. Comente o que observa. 

ІЙ e. Determine a aproximação quadrática de A(x) = V1 + x 
em х = 0. Trace em um mesmo gráfico л e sua aproximação 
quadrática. Comente o que observa. 

f. Quais são as linearizagóes de f, g e h nos respectivos pontos 
dos itens (b), (d) e (e)? 

65. Linearização de 2* 

a. Determine a linearizagáo de f(x) = 2* em x = 0. Depois, 
arredonde seus coeficientes para duas casas decimais. 

b. Trace em um mesmo gráfico a linearizagáo e a fungáo para 
3=x=<3 е-1<х=1. 

66. Linearização de log, x 


a. Determine a linearização de f(x) = log, x em x = 3. Depois, 
arredonde seus coeficientes para duas casas decimais. 


b. Trace em um mesmo gráfico a linearização e a função para 
0=х=ёе2=х=4. 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 67-72, utilize um SAC para estimar a magnitude 
do erro no uso da linearizagáo em lugar da função ao longo de um 
intervalo / determinado. Siga as seguintes etapas. 


a. Esboce o gráfico da fungáo f ao longo de /. 

b. Determine a linearizagáo L da fungáo no ponto a. 

с. Trace f e L em um mesmo gráfico. 

d. Trace o erro absoluto |f(x) — L(x)| ao longo de / e determine 
о seu valor máximo. 

e. A partir do gráfico do item (d), estime o maior ó > 0 que 
puder satisfazer 


|к-а|<8 =» ро) - 2 (х) <є 


рага є = 0,5; 0,1 e 0,01. Verifique graficamente se а esti- 
mativa de ó continua verdadeira. 


67. /(х)= 2+ 2—-2х, [1,2], a-1 


х— 1 3 1 
т 1] “52 


69. f(x) = х23(х– 2), [2,3], 
70. /(х)=\/х —senx, [0,27], а-2 
71. f(x) = х2, [0,2], 


72. Јо) = Мхѕет!х, [0,1], а= 


а= 2 


а= 1 


1 
2 


Capítulo 


1. O que é a derivada de uma função f? Como o seu domínio está 
relacionado com o dominio da função /? Dé exemplos. 

2. Que papel a derivada tem na definigáo de coeficientes angula- 
res, tangentes e taxas de variação? 


Questões para guiar sua revisão 


3. Às vezes, como você pode fazer o gráfico da derivada da função 
quando tudo o que tem é uma tabela com os valores da função? 

4. O que significa para uma função ser derivável em um intervalo 
aberto? E em um intervalo fechado? 
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5. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 
17. 


18. 


19. 


Como as derivadas estáo relacionadas com as derivadas laterais? 


Descreva geometricamente quando uma função não tem uma 
derivada em um ponto. 

O fato de uma função ser derivável em um ponto está relacio- 
nado com a continuidade da fungáo nesse ponto? Como? 

Que regras vocé conhece para calcular derivadas? Dé alguns 
exemplos. 


Explique como as trés fórmulas 
d 


a. ne” = px"! 

d (uy = ди 
b. x (eu) e 

d _ duy, du du, 
e qe ln t u> ++ и) go Es gd 


permitem derivar qualquer polinômio. 


Além das três fórmulas apresentadas no Exercício 9, de que 
mais precisamos para derivar funções racionais? 

O que é uma segunda derivada? E uma terceira derivada? Quan- 
tas derivadas têm as funções que você conhece? Cite exemplos. 
Qual é a derivada da função exponencial е"? Compare o domí- 
nio dessa derivada com o domínio da função. 

Qual é a relação entre taxa de variação instantânea e média? 
Dê um exemplo. 

Como as derivadas aparecem no estudo do movimento? O que 
você pode aprender sobre o movimento de um corpo ao longo 
de uma reta, examinando as derivadas da função posição do 
corpo? Dê exemplos. 

Como as derivadas surgem em economia? 

Dê exemplos de outras aplicações da derivada. 

Como os limites lim, ,o((sen A)/h) e lim, ,¿((cos h — 1)/A) es- 
tão relacionados com as derivadas das funções seno e cosse- 
no? Quais são as derivadas dessas funções? 

Agora que você conhece as derivadas de sen x e cos x, como 
determinaria as derivadas de tg x, cotg x, sec x e cossec x? 
Quais são as derivadas dessas funções? 

Em quais pontos as seis funções trigonométricas básicas são 
contínuas? Como você sabe? 


Capítulo Exercícios práticos 
Derivadas das funções 
Determine as derivadas das funções dos Exercícios 1-64. 
1. y=xº-0,125x2 + 0,25x NIS 1 
2. у=3- 028 + 0,37 м-1 
3. y2x? - 392 4 a?) 11. y 22 tg? x - se x 
1 2 
1 „у= аа 
4. pede M Цай, sex  senx 
5. ys (x + 1202 + 2x) 13. s= соѕ (1— 21) 
6. у= Qx- 5)4 х)! T (2) 
7. у= (@? + sec 0 + 1)? 
зүг 15. s=(sec 1+tg 1) 
_ cossec0 0 5 
8. y-|-1- 2 4 16. 5 = соѕѕес5(1 t 32) 
Vi 17. r = V20 seno 
ДЕТЕ? 18. r = 20 V/cos 0 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 
27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Qual é a regra para calcular a derivada da composiçào de duas 
funções deriváveis? Como uma derivada desse tipo é calcula- 
da? Dë exemplos. 

Se u é uma funcáo derivável de x, como vocé determinaria 
(d/dx)(u") se n fosse um número inteiro? E se n fosse um nú- 
mero real? Dé exemplos. 

O que é derivagáo implícita? Quando ela é necessária? Dé 
exemplos. 

Qual ба derivada da função logaritmo natural In х? Compare o 
domínio dessa derivada com o domínio da função. 

Qual é a derivada da função exponencial a, a>0e a # 1? 
Qual é o significado geométrico do limite de (a — 1)/ quando 
h — 0? Qual é o limite quando a é o número e? 

Qual é a derivada de log, x? Existe alguma restrição para a? 
O que é a derivação logarítmica? Dé um exemplo. 

Como você poderia escrever qualquer potência real de x como 
uma potência de e? Há restrições para x? Como isso leva à 
regra para derivar potências reais arbitrárias? 

Qual é uma maneira de expressar o número especial e como 
um limite? Cite um valor numérico aproximado de e correto 
para sete casas decimais. 


Quais são as derivadas das funções trigonométricas inversas? 
Compare os domínios das derivadas com os domínios das 
funções. 

Quando surgem problemas de taxas relacionadas? Dê exem- 
plos. 

Delineie uma estratégia para resolver problemas de taxas rela- 
cionadas. Dê um exemplo. 

O que é a linearizagáo L(x) de uma função f(x) no ponto x = 
a? O que é requerido de f em a para que a linearizagáo exista? 
Como as linearizações são usadas? Dê exemplos. 

Se o valor de x se desloca de a para um valor próximo de a + 
dx, como estimamos a variação correspondente no valor da 
função derivável f(x)? Como estimamos a variação relativa? E 
a percentual? Dê um exemplo. 


r = sen 1727) 30. =] 


& m. — 
15(151 = 1)° 


20. r = sen(6 + Vo + 1) 
ух М 
21. y = qe соѕѕес2 31. y= G TII 
22. y = 2Vx sen Vx РОТ саа? 
23. у= x? sec (2x : 2Vx + 1 
24. у = Vxcossec (x + 1) "эрээ E += 
25. у= 5 cotg x? х 
26. у=? cotg 5х 34. y = Vy + МЕ 
2 
27. y = xi зеп? (2x?) as r= (seno _ 
со80-1 
28. y-x* sen? (x) 


(ay? 
d t+1 


_ Í l +sen@ Ч 
one ( - =) 


37. 
38. 


y= In (зеп? 0) 


y=(x+1)Vx+1 4 


yz 20(3x T 4) (3x = 4y-V5 46. у= In (sec? 0) 


A 3 47. y = log, 62/2) 
(5x? + sen 2x)3⁄2 48. y = log, (3x - 7) 

40. у= (3 + cos? 3x) 15 49. y - 8" 

41. у= 10e?5 50. у= 92 

"tns 51. у= 595 

43. I = ly = lea Lan Мх 
4 16 53. у=(х+2)°? 

44. у= xig? 54. у= 2(10 ху”? 

55. y = sen ! V1 — и, 0O<u<l 


56. 


57. 
58. 


59. 
60. 
61. 
62. 
63. 
64. 


шоо г.) 
у = ѕеп (2-). vl 
` Vu 


y=Incos!x 
y=zcosiz—- М1 — 2 
y=ttglt— И 
у= (1 + Ë) cotg! 21 


y=zseclz- VZ — 1, 2> 1 
у =2Vx- 1 sec! Мх 
y=cossec! (sec 0), 0<0<T/2 


у= (1+ х2) еж'х 


Derivacáo implícita 


Nos Exercícios 65-78, determine dy/dx por derivação implícita. 


65. 
66. 
67. 
68. 
69. 
70. 


71. 


Мов 
79. 


Мо: 


81. 
82. 
83. 


84. 


[2 


] +3 
xy+2x+3y=1 72. у? = гет 


х?+ху+у?—5х=2 


73. е**?У= | 

3-4 y 9 АЗ = 2x 
5 M Е "i 74. 2 =2e 14 

5x45 + 10y95— 15 75. In(x/y)=1 

Уху = 1 76. хѕеп! у= 1 ex? 
xy-i 77. yet :-2 

ds # 
yc 78. Y = V2 
Exercícios 79 e 80, determine dp/dq. 


р? + 4pq -3q?=2 80. q=(5p?+2py 3⁄2 
Exercícios 81 e 82, determine dr/ds. 

r cos 2s + sen? s= т 

2rs-r-sts$2-3 

Determine d?y/dx? por derivação implícita: 

а. x *y-1 
b. y?=1- 
a. Ao derivar x? — y? = 1 implicitamente, mostre que dy/dx = 

x/y. 
b. Depois mostre que dy/dx? = 1/2. 


Valores numéricos de derivadas 


85. 


Suponha que as funções f(x) e g(x) e suas primeiras derivadas 
tenham os valores a seguir em x 20 e x= 1. 


x fe) | 80) FS го) 
0 1 1 -3 12 
1 3 5 12 -4 


86. 


92 
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Encontre os valores das primeiras derivadas das combinações 
а seguir nos valores dados de x. 


a. б/х) — g(x), 
b. og), x=0 


х=1 х=0 


e. 0), 


f. (х+/(х)??, х=1 


f(x) 
c. p Tara Ta x=1 
ge) + g fate), x-0 
d. /0(х)), х=0 


Suponha que a função f(x) e sua primeira derivada tenham os 
valores a seguir em х= 0e x = 1. 

x Јо) Ше] 

0 9 -2 

1 3 1/5 


Encontre as primeiras derivadas das combinações a seguir nos 
valores dados de x. 


a. ЖЛ), x=1 


b. V/f(x), x-0 
с. ДМХ), x=1 
d. /(1-5tgx) x=0 
f(x) _ 
2 + cosx’ 
f. 10sen (Ex) f(x) x=1 


. Determine o valor de dy/dt em г= 0, se y=3 sen 2xex= 2 + т. 
. Determine o valor de ds/du em и = 2, se s = Ê + Ste t = 


(u? + 2и)!?. 


. Determine o valor de dw/ds ет 5 = 0, se w = sen (e?) er- 


3 sen (s + 7/6). 


. Determine o valor de dr/dt em t=0, se >= (0? +7)! e Ө?г+Ө=1. 
91. 


Se y? + y=2 cos x, determine o valor de 2y/dx?, no ponto (0, 1). 
Se х! + y!’ = 4, determine d2y/dx? no ponto (8, 8). 


Aplicacáo da definicáo de derivada 


Nos Exercícios 93 e 94, determine a derivada usando a definição. 


93. 


94. 
95. 


96. 


97. 


f0 = зт 


а(х) = 252+ 1 
а. Trace o gráfico da fungáo 


| a 
2 
m 


b. f é contínua em х = 0? 
c. fé derivável em х = 0? 


Хх) = 


Justifique suas respostas. 
a. Faga o gráfico da fungáo 


X; -15х«0 
fo) = is X 0 = x = 7/4. 


b. f é contínua em x = 0? 
c. f é derivável em x = 0? 
Justifique suas respostas. 

a. Еаса o gráfico da fungáo 


x; 0=<x=<1 
= [5 1<x=2. 
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b. f é contínua em x= 1? 
c. f é derivável em x= 1? 
Justifique sua resposta. 
98. Para qual (quais) valor(es) da constante m, se houver, a função, 


a. é contínua em х = 0? 
b. é derivável em x = 0? 
Justifique suas respostas. 


Coeficientes angulares, tangentes e normais 


99. Tangentes com coeficientes angulares especificados Há 
algum ponto na curva y = (x/2) + 1/(2x — 4) em que o coefi- 
ciente angular seja —3/2? Se houver, encontre-o. 


100. Tangentes com coeficientes angulares especificados На 
algum ponto na curva y = x — e ет que o coeficiente angular 
seja 2? Se houver, encontre-o. 


101. Tangentes horizontais Determine os pontos na curva y = 
2x) — 3x2— 12x + 20 em que a tangente seja paralela ao eixo x. 


102. Pontos de intersegáo de tangentes Determine os pontos de 
intersegáo com os eixos x e y com a reta que é tangente à curva 
y — xš no ponto (-2, —8). 

103. Tangentes perpendiculares ou paralelas a retas Deter- 
mine os pontos na curva у = 2x) — 332 — 12x + 20 em que a 
tangente seja 


a. perpendicular à reta y = 1 — (x/24). 
b. paralela à reta y — № - 12x. 


104. Intersecáo de tangentes Mostre que as tangentes à curva y = 
(т sen x)/x em x = 7 e x = —т se cruzam formando ángulos 
retos. 


105. Normais paralelas a uma reta  Encontre os pontos na curva 
y = tg x, —7/2 < x < 7/2, em que a normal seja paralela à reta 
y = —x/2. Esboce a curva e as normais juntas, identificando 


cada uma com sua respectiva equação. 


106. Retas tangentes e normais Encontre equações para a tan- 
gente e para a normal à curva у = 1 + cos x no ponto (7/2, 1). 
Esboce a curva, a tangente e a normal juntas, identificando 
cada uma com a sua respectiva equação. 


107. Parábola tangente А parábola y =x? + C deve ser tangente 
à reta y = x. Encontre C. 


108. Coeficiente angular da tangente Mostre que a tangente à 
curva y = x? em qualquer ponto (a, a*) intercepta a curva no- 
vamente em um ponto em que o coeficiente angular é quatro 
vezes o coeficiente angular em (a, a). 


109. Curva tangente Para qual valor de c a curva y = c/(x + 1) é 
tangente à reta que passa pelos pontos (0, 3) e (5, -2)? 

110. Normal a um círculo Mostre que a reta normal, em qual- 
quer ponto do círculo x? + у? = а? passa pela origem. 


Nos Exercícios 111-116, encontre as equações para as retas que se- 
jam tangentes e normais à curva no ponto dado. 


111. 12+2y?=9, (1,2) 


112. e*+y?=2, (0,1) 
113. xy+2x-5y=2, (3,2) 
114. (y-xy 22x *4, (6,2) 


115. x + Уу = 6, (4,1) 
116. х22+ 2у3°= 17, (1,4) 


117. Encontre o coeficiente angular da curva xy? + y? = x + y nos 
pontos (1, 1) e (1, —1). 

118. O gráfico apresentado sugere que a curva y = sen (x — sen x) 
tem tangentes horizontais no eixo x. Isso ocorre? Justifique 
sua resposta. 


y = sen (x — sen x) 


>x 


Análise de gráficos 


Nos Exercícios 119 e 120, cada uma das figuras mostra dois gráfi- 
cos, o de uma função у = f(x) е o de sua derivada f'(x). Identifique 
cada um. Como vocë pode saber? 


119. 120. 


@ 


121. Use as informagóes a seguir para fazer o gráfico da funçào 
y — f(x) para -1 < x « 6. 
i) O gráfico de f é formado por segmentos de reta unidos 
pelas extremidades. 
ii) О gráfico tem início no ponto (-1, 2). 
iii) A derivada de f, onde é definida, corresponde à função es- 
cada mostrada aqui. 


>x 


122. Repita o Exercício 121, supondo que o gráfico comece em 
(—1, 0) em vez de (-1, 2). 


Os Exercícios 123 e 124 estào relacionados com os gráficos a se- 
guir. Os do item (a) mostram o número de coelhos e de raposas em 
uma pequena роршасдо ártica, tracados em fungáo do tempo duran- 
te 200 dias. Inicialmente, o nümero de coelhos cresceu devido à sua 
reprodução. Mas as raposas caçam os coelhos e, como o número de 
raposas cresceu, o nível de coelhos estagnou, e entào caiu. O item 
(b) mostra o gráfico da derivada da população de coelhos, construí- 
do com o registro dos coeficientes angulares. 


123. a. Qual ёо valor da derivada da população de coelhos quando 
o número de coelhos é máximo? E mínimo? 
b. Qual é o tamanho da população de coelhos quando a sua 
derivada é máxima? E mínima (valor negativo)? 
124. Em que unidades os coeficientes angulares das curvas das po- 
pulações de coelhos e raposas deveriam ser medidos? 


número. 
de coelhos. 
2000 
número inicial de coelhos = 1000 
número inicial de raposa = 
1000 КЕЕН E 
| de raposas LL 
E------- L4 
0 50 100 150 200 
Tempo (dias) 
(a) 
+100 
sor 
0 
-50 
-100 
Tempo (dias) 
Derivada da populacáo de coelhos 
(b) 
Limites trigonométricos 
Nos Exercícios 125-132, encontre os limites. 
P senx .. senr 
125. lim 127. lim 
x>0 2x^ — x r>0 tg 2r 
> Зх = 16 7х . ѕеп (ѕепӨ 
126. lim E EM ii, їл Эл 
x0 x 0—0 


А 
: 20 + + 

129. tim 40 +10 + 1 
6—(7/2) tg^0 + 5 


t= 2 cotg? 0 


130. lim 
0—0' 5 cotg?0 — 7 cotg 0 — 8 
a x senx 1 — cos 0 
56 Bm 2 — 2cosx 132. Jim 2 


Mostre como estender as funções dos Exercicios 133 e 134 para que 
sejam contínuas na origem. 


tg (tg x) tg (tg x) 
133. g(x) = E - 134. f(x) = = = 
Derivacáo logarítmica 


Nos Exercícios 135-140, use derivagáo logarítmica para encontrar a 
derivada de y em relação à variável apropriada. 


202 + 1) 10/3x + 4 
а = 136. у= Y 
2 2х—4 


V cos 2x 


135. y 
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_ (G+ DG DS 
эт. (EA i2 


2u2" 
2 


и +1 
139. у = (seno) ^ 


138. у= 


140. у= (In JM 


Taxas relacionadas 


141. Cilindro circular reto A área total da superfície S de um 
cilindro circular reto está relacionada com o raio da base r e a 
altura h pela equação S = 2111? + 27rrh. 

а. Como dS/dt está relacionada com dr/dt se h é constante? 

b. Сото dS/dt está relacionada com dh/dt se r é constante? 

с. Como dS/dt está relacionada com dr/dt e dh/dt se nem r 
nem Л 840 constantes? 

d. Como dr/dt está relacionada com dh/dt se S é constante? 


142. Cone circular reto А área da superfície lateral 5 de um cone 
circular reto está relacionada com o raio de base r e altura h 
pela equação 5 = qr Vr? + А2. 

a. Como dS/dt está relacionada com dr/dt se h é constante? 
b. Como dS/dt está relacionada com dh/dt se r é constante? 


с. Como dS/dt está relacionada com dr/dt e dh/dt se nem r 
nem A são constantes? 


143. Variação na área de um círculo О raio de um círculo varia 
à taxa de -2/7 m/s. A que taxa a área do círculo varia quando 
r=10m? 

144. Variação nas arestas de um cubo О volume de um cubo 
aumenta a uma taxa de 1.200 cm?/min no instante em que suas 
arestas têm 20 ст de comprimento. A que taxa os comprimen- 
tos das arestas variam nesse momento? 


145. Resistências conectadas em paralelo Se duas resistências 
com A, e R, ohms estão conectadas em paralelo em um circui- 
to elétrico, resultando em uma resistência com R ohms, o valor 
de R será dado pela equação 


Se R, diminui a uma taxa de 1 ohm/s e R, aumenta a uma 
taxa de 0,5 ohms/s, a que taxa R varia quando R, = 75 ohms e 
К, = 50 ohms? 

146. Impedância de um circuito em ѕёгіе А impedância Z(ohms) 
de um circuito em série está relacionada com a resistência R 
(ohms) e a reatáncia X (ohms) pela equação Z = VR? + X2. 
Se R aumenta a 3 ohms/s e X diminui a 2 ohms/s, a que taxa Z 
varia quando R = 10 ohms e X= 20 ohms? 


147. Velocidade de uma partícula em movimento As coordenadas 
de uma partícula que se desloca no plano xy são funções derivá- 
veis do tempo 1, com dx/dt = 10 m/s e dy/dt — 5 m/s. A que veloci- 
dade a partícula se afasta da origem ao passar pelo ponto (3, -4)? 


148. Movimento de uma partícula Uma partícula se desloca ao 
longo da curva y = x?? no primeiro quadrante, de modo que 
sua distância em relação à origem aumenta a uma taxa de 11 


unidades por segundo. Determine dx/dt quando x = 3. 
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149. 


150. 


151. 


152. 


Drenagem de um tanque Água escoa do tanque cônico 
mostrado na figura a seguir a uma vazão de 5 pés*/min. 


a. Qual é a relação entre as variáveis / e r na figura? 
b. A que taxa o nível da água diminui quando Л = 6 pés? 


AÑ 
h 
Таха de vazáo: 5 pés?/min il | 


Carretel para cabos Um cabo de televisáo é puxado de 
um grande carretel para ser colocado nos postes telefónicos 
da rua. Ele é desenrolado do carretel, onde está disposto em 
camadas de raio constante (veja a figura a seguir). Se o cami- 
nháo que puxa o cabo se desloca a uma velocidade constante 
de 6 pés/s (pouco mais de 4 milhas/hora), use a equagáo s = 
r0 para determinar a que taxa (em radianos por segundo) o 
carretel gira enquanto a camada de raio 1,2 pé é desenrolada. 


Movimento do feixe de luz de um farol А figura mostra um 

barco a 1 km de distáncia da praia, varrendo a costa com um 

farolete. Este gira a uma taxa constante de d0/dt = —0,6 rad/s. 

a. Qual é a velocidade de deslocamento da luz ao longo da 
costa quando ela alcanga o ponto 4? 


b. Quantas rotações por minuto equivalem a 0,6 rad/s? 


Movimento ao longo dos eixos cartesianos Оз pontos Ае 
B se deslocam respectivamente ao longo dos eixos x e y, de 
modo que a distáncia r (em metros) ao longo da perpendicular, 
da origem à reta AB, é constante. A que taxa O4 varia quando 
OB = 2r e B se desloca em direção a O a uma taxa de 0,37 m/s? 
OA está aumentando ou diminuindo? 


Linearizacáo 


153. 


Encontre as linearizagóes de 
a. tgxemx=-7/4 b. sec x em x= —7/4. 


Trace as curvas e as linearizações em um único gráfico. 


154, 


155. 


156. 


Podemos obter uma aproximação útil linear da função f(x) = 
1/(1 + tg x) em х = 0 combinando as aproximações 


1 
1+x 


para obter 


51-х е tgx =x 


M аа, 
1 + tgx o 

Demonstre que esse resultado é a aproximação linear padrão 

de 1/(1 + tg x) em x= 0. 

Encontre a linearização de f(x) = МІ + x + senx — 0,5 

em x — 0. 

Encontre a linearização de f(x)=2/(1—x)+ V14x—3,l 

em x = 0. 


Diferenciais para estimativas de variacáo 


157. 


158. 


159. 


160. 


Área de superfície de um cone Escreva uma fórmula que 
estime a variacào que ocorre na área da superfície lateral de 
um cone circular reto quando a altura varia de / a Aj + dh e o 
raio nào se altera. 


Q 

em 

V-amrh 
5 = туг? + h? 


(Агеа да superfície lateral) 


Controle do erro 

a. Com que precisáo aproximada a aresta de um cubo deve ser 
medida para que seja razoavelmente seguro calcular a área 
de sua superfície dentro de uma margem de erro de 2%? 

b. Suponha que a aresta seja medida com a precisáo requerida 
no item (a). Com que precisáo se pode calcular o volume 
do cubo a partir da medida da aresta? Para descobrir, es- 
time o erro percentual no cálculo do volume que poderia 
resultar do uso da medida da aresta. 

Erro composto Determinou-se que a circunferência do 

equador de uma esfera é 10 cm, com um possível erro de 0,4 

cm. Essa medida é entào usada para calcular o raio. Depois é 

usado para calcular a área da superfície e o volume da esfera. 

Estime os erros percentuais nos valores calculados 

a. do raio. 

b. da área da superfície. 

e. do volume. 

Determinação da altura Para determinar a altura de um 

poste para iluminação (veja a figura), você coloca um mastro 

de 6 pés na posição vertical a 20 pés do poste e mede o com- 

primento da sombra, que é de 15 pés, com um erro de mais ou 

menos uma polegada. Calcule a altura do poste usando a = 15 

pés e estime o erro possível no resultado. 
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Uma equagáo como sen? 0 + cos? 0 = 1 é chamada de iden- 
tidade, porque vale para qualquer valor de 0. Uma equação 
como sen 0 — 0,5 nào é uma identidade, porque vale somente 
para valores selecionados de Ө, e nào para todos. Se vocé de- 
rivar os dois membros de uma identidade trigonométrica em Ө 
com relação a 0, terá como resultado uma nova equação que 
também será uma identidade. 

Derive as equações a seguir para mostrar que a equação 
resultante vale para qualquer valor de Ө. 
а. sen 20 —2 sen 0 cos 0 
b. cos 20 = cos? 0 — sen? 0 
Se a identidade sen (x + a) = sen x cos a + cos x sen a for de- 
rivada em relação a x, a equação resultante será também uma 
identidade? Esse princípio se aplica à equação x? - 2x — 8 = 
0? Explique. 
a. Encontre os valores das constantes a, Ь e c que farào 

fx)=cosx e g(x)ca- bx cx? 


satisfazer as condições 
HO) = (0), f'(0)=8g'(0) 


b. Encontre os valores para 5 e c que farão 


e /"(0)— g"(0). 


Јо) = ѕеп(х+а) e g(x)=bsenx+ccosx 


satisfazer as condições 
HO)=g(0) e /(0)-810). 


e. O que acontece com a terceira e a quarta derivadas de fe g 
nos itens (a) e (b) para os valores determinados de a, be c? 


Soluções para equações diferenciais 


a. Mostre que y = sen х, у = cos x e y =a cos x + b sen x (a e 
Ь constantes) satisfazem a equagáo 


y"+y=0. 


b. Como vocé modificaria a equagáo do item (a) para satisfa- 
zer a equagáo 


у" + 4у=0? 


Generalize o resultado. 


Círculo osculador Encontre os valores de Л, ke а que fazem 
o círculo (x — А)? + (y — k)? = à? ser tangente à parábola y —3? + 1 
no ponto (1, 2) e as segundas derivadas d?y/dx? terem o mesmo 
valor para as duas curvas naquele ponto. Círculos como esse, 
tangentes à curva e com a segunda derivada igual à da curva 
no ponto de tangéncia, sào chamados círculos osculadores (do 
latim osculari, que significa “beijar”). Seráo vistos novamente 
no Capítulo 13, Volume II. 


Rendimento marginal Um ónibus transporta 60 pessoas. 
O número x de pessoas por viagem que tomam o ónibus está 
relacionado com o preço cobrado (p dólares) pela lei p = [3 — 
(x/40)]?. Escreva uma expressáo para o retorno total /(х) rece- 
bido por viagem pela empresa de ónibus. Qual é o número de 
pessoas por viagem que tornará o retorno marginal dr/dx igual 
a zero? Qual é o ргесо correspondente? (Esse ргесо é o que 
maximiza o rendimento, portanto a empresa deveria provavel- 
mente repensar sua política de pregos.) 


Z; 


9; 


10. 


Exercícios adicionais e avançados 


Produçào industrial 
a. Os economistas usam frequentemente o termo “taxa de 
crescimento” em termos relativos e nào absolutos. Por 
exemplo, seja и = f(t) no instante г o número de pessoas 
na linha de produção em dada indústria. (Tratamos essa 
função como se fosse derivável, mesmo sendo uma função 
escada de valores inteiros.) 
Seja v = g(t) a produção média por pessoa no instante /. Por- 
tanto, a produção total é y = uv. Se a força de trabalho esti- 
ver crescendo a uma taxa de 4% ao ano (du/dt = 0,04u) e a 
produção por trabalhador a uma taxa de 5% por ano (dv/dt = 
0,05v), determine a taxa de crescimento da produção total, у. 
b. Suponha que a força de trabalho no item (a) diminua a uma 
taxa de 2% ao ano, enquanto a produção por pessoa au- 
mente 3% ao ano. А produção total está aumentando ou 
diminuindo? A que taxa? 
Projetando uma gôndola О projetista de um balão esféri- 
co de ar quente com 30 pés de diâmetro quer suspender uma 
gôndola que está 8 pés abaixo da parte inferior do balão, com 
cabos tangentes à superfície do balão, como mostra a figura 
a seguir. Existem dois cabos saindo das laterais superiores da 
gôndola e chegando aos pontos de tangência (-12, —9) (12, 
—9). Qual deve ser a largura da gôndola? 


Cabos de 

suspensão 
Gôndola 

—| 


|— Largura 


FORA DE ESCALA 


De paraquedas em Pisa Em 5 de agosto de 1988, Mike 
McCarthy, de Londres, pulou de cima da Torre de Pisa. Ele, en- 
tão, abriu o paraquedas e declarou o salto um recorde mundial 
em salto de baixa altitude — 179 pés — com paraquedas. Faça 
um esboço para mostrar a forma do gráfico de sua velocidade 
durante o salto. (Fonte: Boston Globe, 6 de agosto de 1988.) 


Movimento de uma partícula А posição de uma partícula, no 
instante / = 0, que se desloca ao longo de uma reta coordenada é 


s=10cos (t + 7/4) 


a. Qual é a posicào inicial da partícula (1= 0)? 

b. Quais sào os pontos mais distantes da origem, à esquerda e 
à direita, alcancados pela partícula? 

с. Calcule a velocidade e a aceleração da partícula nos pontos 
mencionados no item (b). 

d. Quando a partícula atinge a origem pela primeira vez? 
Quais são sua velocidade, o módulo de velocidade e a ace- 
leração nesse momento? 
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11. Atirando um clipe para papéis Ма Terra, você pode facil- 19. Funções ímpares deriváveis Há algo especial na derivada 
mente atirar um clipe a 64 pés de altura usando um elástico. de uma função ímpar derivável de x? Justifique sua resposta. 
a . H е 2 . А : 3 
Ет t segundos, depois do disparo, o clipe estará s = 647 — 167 20. Funções pares deriváveis Há algo especial na derivada de 
pés acima de sua máo. uma função par derivável de x? Justifique sua resposta. 
а. Quanto tempo o clipe leva para atingir a altura máxima? A 21. Suponhamos que as funções f e g sejam definidas em um in- 
que velocidade ele sai da sua mão? tervalo aberto contendo o ponto ху, que f seja derivável em хү, 
b. Na Lua, a mesma aceleração permite o lançamento do clipe que f(x,) = 0 e que g seja contínua em xç. Mostre que o pro- 
2 ná d, дыг 
a uma altura de s = 641 — 2,67" pés em 1 segundos. Quanto duto fg é derivável em x,. Esse processo mostra, por exemplo, 
tempo o clipe levará para atingir sua altura máxima e qual que, embora |x| não seja derivável em x = 0, o produto x|x| é 
é essa altura? derivável em x = 0. 

12. Velocidades de duas partículas No instante / segundos, as 22. (Continuação do Exercício 21.) Use o resultado do Exercício 
posições de duas partículas em uma reta coordenada são dadas 21 para mostrar que as funções a seguir são deriváveis em x = 0. 
por s, = 3/5 — 122 + 181+ 5 mes, =? +9? — 121 m. Quando a. |x|senx 
as partículas terão a mesma velocidade? h na 

13. Velocidade de uma partícula Uma partícula de massa КА a _ coss) 
constante т se desloca ao longo do eixo x. Sua velocidade v e SS P 
a posição x satisfazem a equação à RU = |, зеп(1/х), x # O 

E 0, x=0 
1 1 2 
> m(v? — uy?) = 2 Ko" х?), 23. A derivada de 
n х2 ѕеп(1/х), x # O 
em que k, v, e x, são constantes. Mostre que, se v # 0, h(x) = 0. ie 
dv 
HE Р é contínua em х = 0? E a derivada de k(x) = xh(x)? Justifique 
sua resposta. 

14. Velocidades média e instantánea 24. Suponha que uma função f satisfaga as seguintes condições 

a. Mostre que, se a posicào x de um ponto em movimento é para qualquer valor real de x e y: 
dada por uma função quadrática do tempo г, x = A? + Bt i) f(x + y) = f(x) - f). 
+ C, entào sua velocidade média em qualquer intervalo de ER PA duds ч à 
FRA ñ Ç > бе ii) f(x) = 1 + xg(x), onde lim, у(х) = 1. 
[fi> 4] é igual à velocidade instantánea no ponto médio do | a i 
intervalo-dê tempo. Mostre que a derivada f'(x) existe em qualquer valor de x e 
b. Qual é o significado geométrico do resultado do item (a)? que (0) = f(9. | ) 
г 25. Regra generalizada do produto Use a indução matemática 
15. Encontre todos os valores das constantes m е b para os quais 


para provar que, se у = uu, ... и, é um produto finito de fun- 


una ções deriváveis, então y é derivável em seu domínio comum e 
7 (xm 
= p х< тп dy du du ди, 
mitb, хэт dx ачиш йн b unos 
seja 26. Regra de Leibniz para derivadas de ordem superior de 
a. contínua em x = т. produtos А regra de Leibniz para derivadas de ordem supe- 
b. derivável em x = т. rior de produtos de funções deriváveis diz que 
16. A função a 200%) du, dudo, dv 
а? ах? ах ах dx?' 
1-08Х „у Pu) qi ; , : 
E zm À ЫГ 2 2 
Јо) = х b. 2-2 «lt, 4 A did Vd 
0, х=0 ах ах dx? dx dx dy? dx? 
d'luv) _ d"u d" !y dv 
H : dd n n u + п - 9 + ни 
tem uma derivada em x = 0? Explique. dx dx dy"! dx 
17. a. Para quais valores de a e b a função n(n = Den = k + 1) аки аб 
ах, x«2 k! п-к dyk 
fx) = ( 2 dx" * dx 
ах“ — bx +3, x z2 а" 
++ g dx 
é derivável para qualquer valor de х? _ . | _ 2. 
b. Discuta a geometria do gráfico resultante de f. ав equações пов itens (a) e (b) sao Sasos espectals Ча equa T 
. ção do item (c). Deduza a equação do item (c) por indução 
18. a. Para quais valores de a e b a função matemática, usando 
ax + b, xz-l 
80) = ( 34x+2b, х»-1 (1) + ( Н ) “+ = s 
War" 00 p k k+1 kim —k)! (+ Dm — k — 1)! 
é derivável para todos os valores de x? 27. Período do pëndulo de um relógio O período T do pëndu- 


b. Discuta a geometria do gráfico resultante de g. lo de um relógio (o tempo de uma oscilaçào completa, ida е 


28. 


volta) é dado pela fórmula 7? = 4z?L/g, em que T é medido 

em segundos, g = 32,2 pés/s? e L é o comprimento do péndulo, 

medido em pés. Determine aproximadamente: 

a. o comprimento do péndulo de um relógio cujo período seja 
T -1s. 

b. a variação dT em T se o pêndulo do item (a) for alongado 
em 0,01 pé. 

€. quanto tempo o relógio adianta ou atrasa por dia como re- 
sultado do 47 determinado no item (b). 


Derretimento de um cubo de gelo Suponha que um cubo 
de gelo mantenha a forma cübica enquanto derrete. Se cha- 
marmos o comprimento da aresta de s, seu volume será V — 
s? e a área de sua superfície, 652. Supomos que V e s sejam 
funções deriváveis do tempo / e também que o volume do cubo 
diminua a uma taxa proporcional à sua área de superfície. (A 


Capítulo3 Derivação 211 


ültima hipótese parece razoável se lembrarmos que o derreti- 
mento ocorre na superfície: a mudanga na área da superfície 
altera a quantidade de gelo exposta ao derretimento.) Em ter- 
mos matemáticos, 


dV 


2 1 
Z = К(68:), k 0. 


O sinal negativo indica que o volume está diminuindo. Supo- 
mos que o fator de proporcionalidade k seja constante. (Ele 
provavelmente depende de vários fatores, como temperatura 
e umidade relativa do ar, ргевепса ou auséncia de luz solar 
etc.) Imagine um conjunto específico de condições nas quais 
о cubo perca 1/4 de seu volume durante a primeira hora e que 
o volume seja V, em += 0. Quanto tempo levará para o cubo 
de gelo derreter? 


Capítulo 


Projetos de aplicacáo de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Convergência de coeficientes angulares das secantes para a função derivada 


Vocé visualizará a secante entre pontos sucessivos em uma curva e observará o que ocorre quando a distáncia entre eles se tornar pequena. 
A fungáo, os pontos de amostra e as secantes sáo representados em um único gráfico, enquanto um segundo gráfico compara os coeficientes 
angulares das secantes com a função derivada. 


Derivadas, coeficientes angulares, tangentes e animagáo de gráficos 


Partes I-III. Você visualizará a derivada em um ponto, a linearizagáo de uma função e a derivada de uma função. Também aprenderá a re- 
presentar a funçào e as tangentes selecionadas no mesmo gráfico. 


Parte IV (Representação de muitas tangentes). 


Parte V (Animagáo de gráficos). As partes ТУ e V do módulo podem ser usadas para animar a tangente á medida que o observador se move 
ao longo do gráfico de uma fungáo. 


Convergência de coeficientes angulares das secantes para a função derivada 
Vocé visualizará as derivadas laterais á direita e á esquerda. 


Movimento ao longo de uma reta: Posição — Velocidade — Aceleração 


Observe visualizações animadas impressionantes das relações de derivação entre as funções de posição, velocidade e aceleração. As figuras 
do texto podem ser animadas. 


4.1 


у = ѕепх 


FIGURA 4.1 Extremos absolutos para as 
funções seno e cosseno no intervalo [—7/2, 
7/2]. Esses valores podem depender do 
domínio de uma fungáo. 


Valores extremos de funcóes 


APLICACÓES DAS DERIVADAS 


VISÃO GERAL Neste capítulo, usaremos derivadas para determinar valores extremos 
das funções, para determinar e analisar as formas dos gráficos e para determinar nu- 
mericamente em que ponto uma fungáo é igual a zero. Também introduziremos a ideia 
de recuperação de uma função a partir de sua derivada. O fundamento para muitas 
dessas aplicações é o teorema do valor médio, cujos corolários fornecem o caminho 
para o cálculo integral, assunto do Capítulo 5. 


Esta segáo mostra como localizar e identificar valores extremos (máximo ou 
mínimo) de uma função a partir de sua derivada. Uma vez que consigamos fazer 
isso, poderemos resolver uma série de problemas de otimização, encontrando assim 
uma maneira Ótima (a melhor) de fazer algo em uma determinada situação (veja a 
Seção 4.6). A determinação dos valores mínimo e máximo é uma das aplicações 
mais importantes da derivada. 


DEFINIÇÕES Seja f uma função de domínio D. Então, f tem um valor má- 
ximo absoluto em D em um ponto c se 


Хох) = f(c) para qualquer x em D. 


e um valor mínimo absoluto em D no ponto c se 


f(x) > f(c) para qualquer x em D. 


Os valores máximos e mínimos são chamados de valores extremos da função 
f. Máximos ou mínimos absolutos podem também ser chamados de máximo e mí- 
nimo globais. 

Por exemplo, no intervalo fechado [—7/2, 7/2], a função f(x) = cos x assume 
um valor máximo absoluto 1 (uma vez) e um valor mínimo absoluto 0 (duas vezes). 
No mesmo intervalo, a função g(x) = sen x assume um valor máximo de 1 e um 
valor mínimo de —1 (Figura 4.1). 

Funções definidas pela mesma regra ou fórmula podem ter extremos diferen- 
tes (valores máximo ou mínimo) dependendo do domínio. Verificaremos isso no 
exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 Na Figura 4.2, podemos observar os extremos absolutos das funções 
a seguir em seus domínios. Note que uma fungáo pode nào ter um máximo ou um 
mínimo se o domínio for ilimitado ou nào contiver um ponto extremo. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Daniel Bernoulli 
(1700-1789) 
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Regra da função Domínio D Extremos absolutos em D 
(a) у=х? (~, oo) Auséncia de máximo absoluto. 
Mínimo absoluto de 0 em x = 0. 
ф)у=х? [0.2] Máximo absoluto de 4 em x = 2. 
Mínimo absoluto de 0 em x = 0. 
(e) y=x (0, 2] Máximo absoluto de 4 em x = 2. 
Auséncia de máximo absoluto. 
(d) y=x? (0, 2) Auséncia de extremos absolutos. 


(a) Apenas mínimo 
absoluto absolutos 


FIGURA 4.2 Gráficos do Exemplo 1. 


(b) Mínimo e máximo 


absoluto 


(c) Apenas máximo 


— 


D = (0,2) 


2 


2 


(d) Auséncia de máximo 
ou mínimo absoluto 


Algumas das funções no Exemplo 1 não tinham o valor mínimo ou o máximo. O 
teorema a seguir afirma que uma função que seja contínua em todo ponto de um inter- 
valo fechado [a, b] tem um valor máximo absoluto e um mínimo absoluto no intervalo. 
Procuramos por esses valores extremos ao representarmos graficamente uma função. 


TEOREMA 1 — Teorema do valor extremo Se f é contínua em um intervalo 
fechado [a, b], entào f atinge tanto um valor máximo M como um valor míni- 
mo m em [а, b]. Isto é, há números x, e x, em [a, b] tais que f(x,) = m, f(x,) 
= Ме т< f(x) M para qualquer valor de x em [a, b]. 


A prova do teorema do valor extremo requer um conhecimento profundo do 
ev] sistema de nümeros reais (veja o Apéndice 6), portanto nào será apresentada aqui. 


(хә, M) 


(x 
Pontos de máximo e 
mínimo interiores 


у= 


pm) 


Хо) 


! 
! 
! 
! 
! 
! 
! 
! 
! 
! 
! 
! 
1 
X 


2 b 


>x 


Ponto de máximo interior e 


mínimo na extremidade 


FIGURA 4.3  Algumas possibilidades para pontos de máximo e mínimo de uma fungáo 


contínua em um intervalo fechado (а, 5]. 


Pontos de máximo e mínimo 
nas extremidades 


a 


1 
' 
' 
I 
' 
' 
' 
' 
' 
| 
1 

b 


x 


Ponto de mínimo interior e 
máximo na extremidade 


>x 
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Auséncia de valor máximo 


Valor mínimo 


FIGURA 4.4 АМ mesmo um único ponto 

de descontinuidade pode impedir que uma 
função tenha um valor máximo ou mínimo 
em dado intervalo fechado. A fungáo 


E 0=х<1 
z 0 x=1 
é contínua em todos os pontos de (0, 1] 


exceto em x= 1, e seu gráfico no intervalo 
[0, 1] náo possui um ponto mais alto. 


A Figura 4.3 ilustra localizações possíveis dos extremos absolutos de uma função 
contínua em um intervalo fechado [a, b]. Como comentamos no caso da funçào у= 
cos x, é possível que um mínimo absoluto (ou máximo absoluto) ocorra em dois ou 
mais pontos do intervalo. 

Os requisitos do Teorema 1 de que o intervalo seja fechado e finito e a fungáo 
seja contínua sáo componentes fundamentais. Sem eles, as conclusóes do teorema 
nào são válidas. O Exemplo 1 mostra que um valor extremo absoluto pode não exis- 
tir se o intervalo / nào for ao mesmo tempo fechado e finito. Já a Figura 4.4 mostra 
que o requisito da continuidade também nào pode ser omitido. 


Extremos locais (relativos) 


A Figura 4.5 mostra um gráfico com cinco pontos nos quais a fungáo tem va- 
lores extremos em seu domínio [a, b]. O mínimo absoluto da funçào ocorre em a, 
embora em e o valor da função seja menor do que em qualquer outro ponto próximo. 
A curva sobe para a esquerda e desce para a direita próxima a c, tornando f(c) um 
máximo local. A função atinge seu máximo absoluto em d. A seguir, definiremos o 
que queremos dizer com extremo local. 


DEFINIÇÕES Uma função f tem um valor máximo local em um ponto c em 
seu domínio D se f(x) = f(c) para qualquer x e D em um intervalo aberto que 
contenha c. 


A fungáo f tem um valor mínimo local em um ponto c em seu domínio D se 
f(x) > f(c) para qualquer x e D em um intervalo aberto que contenha c. 


Se o dominio de f é o intervalo fechado [a, 5], entáo f tem um máximo local 
na extremidade x = a, se f(x) = f(a) para qualquer x em um intervalo semiaberto 
[a, а + 8), 6 > 0. Da mesma forma, f tem um máximo local em um ponto interior 
х= с ве f(x) = f(c) para qualquer x em um intervalo aberto (c — ô, c + ô), ô > 0, e 
um máximo local em uma extremidade x = b se f(x) = fb) para qualquer x em um 
intervalo semiaberto (b — ó, b], ó > 0. As desigualdades são invertidas para valores 
mínimos locais. Na Figura 4.5, a função f tem máximo local em c e d e mínimo 
local em a, e e b. Extremos locais também são chamados de extremos relativos. Al- 
gumas funções podem ter infinitos extremos locais, mesmo em um intervalo finito. 
Um exemplo é a função f(x) = sen (1/x) no intervalo (0, 1]. (Representamos essa 
função graficamente na Figura 2.40.) 

Um máximo absoluto também é um máximo local. Sendo o maior valor de 
todos, é também o maior valor em sua vizinhanga imediata. Assim, uma lista com 
todos os máximos locais incluirá automaticamente o máximo absoluto, se houver. 
De modo análogo, uma lista com todos os mínimos locais incluirá automaticamente 
o mínimo absoluto, se houver. 


Máximo absoluto 

Мао һа por perto valor maior de f. 
Máximo local Também é um máximo local. 
Мао һа por perto valor de 


f maior do que este. 


ї 
1 
: Mínimo local 

| Мао há por perto valor de f 

: menor do que este. 

Mínimo absoluto ; 
O menor valor de f. 
Também é um | 
mínimo local. { 
1 


| Mínimo local | 


1 Nào há por репо valor ! 


| П 
| de f menor do que este, 
1 1 1 


а Ё е 4 b 


> X 


FIGURA 4.5 Сото identificar os tipos de máximo e mínimo em uma função com domínio 
a=x=b. 


Valor máximo local 


Coeficientes angulares 
das secantes < 0 
(nunca sào positivos) 


Coeficientes angulares 
das secantes = 0 
(nunca sáo negativos) 


| I 
——B— — UI y 
x c x 


FIGURA 4.6 Curva com um valor 
máximo local. O coeficiente angular em c 
é, simultaneamente, o limite de números 
náo positivos e náo negativos e, portanto, 
tem valor zero. 
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Determinando extremos 


O teorema a seguir explica por que normalmente precisamos investigar apenas 
alguns valores para determinar o extremo de uma função. 


TEOREMA 2 — Teorema da derivada primeira para valores extremos locais 
Se f possui um valor máximo ou mínimo local em um ponto c interior de seu 


domínio e se f' é definida em c, entáo 


f'(c)=0. 


Prova Para demonstrar que f'(c) é zero em um extremo local, primeiro temos que 
provar que f'(c) não pode ser positiva, e, segundo, que f'(c) nào pode ser negativa. 
О ünico nümero que nào é nem positivo nem negativo é zero, que епїйо é o valor 
que f'(c) deve ter. 

Para começar, suponhamos que f tenha um valor máximo local em x= c (Figu- 
ra 4.6), de modo que f(x) — f(c) = 0 para qualquer valor de x próximo de c. Como c 
é um ponto interior do domínio de f, f'(c) é definida pelo limite bilateral 

tim SO HO 

Isso significa que os limites tanto à direita quanto à esquerda existirão quando 
х = с е serão iguais a f'(c). Ao examinarmos esses limites separadamente, desco- 
brimos que 


I я f(x) — ftc) Pois (x = с) > 0 
f'(e) = lim ус 50. = f 0) 


De maneira semelhante, 


А (x) = f(e) ois (x — с) < 
fe) = lim шэг =0. efe) = r^ I (2) 


x—c 


Juntas, as Equações 1 e 2 implicam que /'(с) = 0. 

Isso prova o teorema para os valores máximos locais. Para prová-lo para valo- 
res mínimos locais, usamos apenas /(х) > f(c), о que inverte as desigualdades nas 
Equações 1 e 2. 

O Teorema 2 diz que a primeira derivada de uma fungáo é sempre zero em 
um ponto interior em que a função tenha um valor extremo local e a derivada seja 
definida. Assim, os únicos locais em que uma fungáo f pode ter valores extremos 
(locais ou globais) sáo 
1. pontos interiores em que f' = 0, 

2. pontos interiores em que f’ nào existe, 


3. extremidades do domínio de f. 


A definição a seguir ajudará a resumir essas informações. 


DEFINIÇÃO Um ponto interior do domínio de uma função f em que f' é zero 


ou indefinida e é um ponto crítico de f. 


Assim, os únicos pontos do domínio em que uma função pode assumir valores 
extremos são os pontos críticos e as extremidades. No entanto, tome cuidado para 
não interpretar erroneamente o que está sendo dito aqui. Uma função pode ter um 
ponto crítico em x = c sem apresentar um valor extremo local nesse ponto. Por 
exemplo, as duas funções y =x? e y = х! apresentam pontos críticos na origem e um 
valor zero ali, mas cada função é positiva à direita da origem e negativa à esquerda. 
Assim, nenhuma delas apresenta um valor extremo local na origem. Em vez disso, 
existe nela um ponto de inflexão (veja a Figura 4.7). Os pontos de inflexão serão 
definidos e explorados na Seção 4.4. 


216 Cálculo 


-X 


(b) 


FIGURA 4.7 Pontos críticos sem valores 
extremos. (a) у = 3х2 é 0 quando x = 0, 


mas y — x? nào possui extremo nesse ponto. 


(b) »' = (1/3)x?? não é definida quando 
x = 0, mas у = x! não possui extremo 
nesse ponto. 


30r (e, 10е) 


(e2,0) 


FIGURA 4.8 Os valores extremos de f(x) 
= 10x(2 — In x) em [1, e?] ocorrem em x= 


e e x= e (Exemplo 3). 


1-» x 


A maior parte dos problemas que requerem valores extremos solicitam deter- 
minar os extremos absolutos de uma função contínua em um intervalo fechado e 
finito. O Teorema 1 garante que esses valores existem e o Teorema 2 nos diz que 
eles sáo assumidos em pontos críticos e extremidades. Muitas vezes, podemos sim- 
plesmente listar esses pontos e calcular os valores da fungáo correspondentes calcu- 
lando os valores maiores e menores e os locais em que estáo localizados. Claro que, 
se o intervalo não for fechado ou finito (tal como a < x < b ou a < x < oo), vimos que 
nào é necessário que o extremo absoluto exista. Se um valor absoluto máximo ou 
mínimo existir, deve ocorrer em um ponto crítico ou em uma extremidade incluída 


à direita ou à esquerda do intervalo. 


Como determinar os extremos absolutos de uma função contínua f em um 


intervalo fechado e finito 


1. Calcule f em todos os pontos críticos e extremidades. 
2. Tome o maior e o menor dentre os valores obtidos. 


EXEMPLO 2 Determine os valores máximo e mínimo absolutos de f(x) = x? no 


intervalo [-2, 1]. 


Solução А função é derivável em todo o seu domínio, portanto o único ponto crítico 
ё aquele em que f'(x) = 2x = 0, ou seja, em x = 0. Precisamos verificar os valores da 
função em x = 0 e nas extremidades x=—2 ех = 1: 


Valor do ponto crítico: 
Valores nas extremidades: 


f(0) — 0 
/С2)=4 
/а)=1 


A funçào apresenta um valor máximo absoluto de 4 em x = —2 e um mínimo 


absoluto de 0 em x = 0. 


EXEMPLO 3 Determine os valores máximo e mínimo absoluto de f(x) = 10x(2 — 


In x) no intervalo [ 1, e?]. 


Solucáo А Figura 4.8 sugere que f tem o seu valor máximo absoluto próximo a 
x=3 e seu valor mínimo absoluto de 0 em x = е2. Verifiquemos essa observação. 
Calculamos a funçào nos pontos críticos e nas extremidades e, dentre os valores 


obtidos, tomamos o maior e o menor. 
A primeira derivada é 


Го) = 100 — Inx) (1) 10(1 — In). 


O único ponto crítico no domínio (1, e?] é o ponto x = e, onde In x= 1. Os va- 
lores de f nesse único ponto crítico e nas extremidades sáo 


Valores no ponto crítico: 
Valores nas extremidades: 


Ке) = 10e 
f(1) = 102 — In 1) 220 
Ке?) = 1082 — 2 In e) = 0. 


Dessa lista, podemos ver que o valor máximo da função ё 10e ~ 27,2; ocorre по 
ponto crítico interior x = e. О valor mínimo absoluto é 0, e ocorre na extremidade 


direita x = е2. 


EXEMPLO 4 Determine os valores máximo e mínimo absolutos de f(x) = x?? no 


intervalo [-2, 3]. 


Solução Calculamos a função nos pontos críticos e nas extremidades e, dentre os 
valores obtidos, tomamos o maior e o menor. 
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y A primeira derivada 
у= 023, YE 2 2 
f'G) = 25713 == 
Máximo absoluto; 3 3 x 
Máximo Р também um máximo local 
ju nào tem zeros, mas nào é definida no ponto interior x — 0. Os valores de f nesse 
ponto crítico e nas extremidades 840 
E | Valor по ponto crítico: f(0)=0 
>x 
= A Ойыл 2 8 Valores nas extremidades: == NA 
Mínimo absoluto; 
também um mínimo local fG)= (3) = Vo. 
FIGURA 4.9 Os valores extremos de f(x) Podemos ver a partir dessa lista que o valor máximo absoluto dessa fungáo é 
=x23 em [-2, 3] ocorrememx=0ex=3 Y = 2,08, e ocorre na extremidade à direita x = 3. O valor mínimo absoluto é 0, 
(Exemplo 4). e ocorre no ponto interior x = 0, onde o gráfico apresenta uma cúspide (Figura 4.9). © 
Ехегсїс105 4.1 
Determinação de extremos a partir de gráficos 7 9. 
Nos Exercícios 1-6, determinar a partir do gráfico se a fungáo pos- 4 И 
sui algum valor extremo absoluto em [a, b]. Em seguida, justifique 5 
sua resposta com base по Teorema 1. 
1. 4. 
y 
o] X 
0 2 
8 10. 


y у 
y = 800) 


Nos Exercícios 11-14, associe a tabela com um gráfico. 


à i i 11. 13. 
> x 
0 a c b 
x Ро) х Ро) 
3. 6 à 
a 0 a nào existe 
y b 0 0 
e 5 с =2, 
12. 14. 
х Ро) х Ро) 
0 a 0 а náo existe 
b 0 b nào existe 
Nos Exercícios 7-10, determine os valores extremos absolutos e d E с -12 


onde eles ocorrem. 
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Nos Exercícios 15-20, esboce o gráfico de cada fungáo e determine 
se a fungáo tem quaisquer valores extremos absolutos no domínio. 
Explique a consisténcia de sua resposta com o Teorema 1. 


15. f(x) = |х|, -1<x<2 
16. у = E + 55155250 
+2 

—%, 0 = х 1 
mo Í, UE E 

l -1=x<0 
18. Mx) = 4 X 

х 05х:4 
19. y=3senx, 0<x<2r 

+1 =| = x < 
20. f(x) = дэн 

COS х, 45:55 


Extremos absolutos em intervalos fechados e finitos 


Nos Exercícios 21-40, determine os valores mínimo e máximo ab- 
solutos de cada função nos intervalos dados. Em seguida, esboce o 
gráfico da função. Identifique os pontos no gráfico em que os extre- 
mos absolutos ocorrem e inclua suas coordenadas. 


п. јо) = 25-5, -25х53 
22. f(x) =-x-4, -4=х51 
23. (х) -х2-1, —1 < x =2 
24. (х) 24 - x) —-3<х<1 
25. ғо) = 2. 05 =х=2 
26. Fx) = -1, -25х5-1 


27. х) = Vx, -1<х<8 

28. h(x) = -305, —1<х=1 

29. gx) = М4 = х2, —2=x=1 

30. 60) = - Vs — х2, -У5 =х=0 


31. /(0) = seno, 


32. /(0) = 160, = <0=< Ч 


33. g(x) = cossec х, 


34. g(x) = sec x, — il 
35. fu) -2-1|, -15:53 
зв. (0-11-5| 48157 
37. g(x) = хе“, Ї жу = 1 
38. lx) = (х + 1), 0 < x< 3 


39. f) = 1 + ах, 05 =х=4 


40. g(x) = е", 


=2=х= 1 
Nos Exercícios 41-44, determine os valores máximo e mínimo abso- 
lutos da função e identifique onde ocorrem. 

41. fx) =, -1=х=<8 

42. f(x) 230, -1<х=<8 

43. g(0) 2095, -32=0=1 

44. 1(0)-3025, -27-0-8 


Determinacáo de pontos críticos 
Nos Exercícios 45-52, determine todos os pontos críticos de cada 
fungáo. 

45. y=x?-6x+7 

46. f(x) = 62 -x3 

47. f(x) 2x(4 - x 

48. g(x) = (x - (x - 3? 
2 

х 
2 
x—2 
51. y =x? — 32 Vx 
52. g(x) = V2x — х? 


Determinacáo de valores extremos 


49. у= х? + 


50. f(x) = 


Nos Exercícios 53-68, determine os valores extremos (absoluto e lo- 
cal) das funções e identifique onde ocorrem. 


53. y- 22 - & 49 61. у= = 
Ё х? +1 
54. у=3-2х+4 
62 E х +1 
55. у=хд+х?—-8х+5 s х2 + 2х + 2 
56. у= (х — 5)? 63. y=e+e* 
57. у= Мх? - 1 64. у= e'-e* 
58. у= х= 4Ух 65. y=xInx 
E 1 66. y-x?Inx 
59. y = . y 
VI — а? 67. у= cos! (x?) 
60. у= V3 + 2x — х? 68. у = ѕеп Ke") 


Extremos locais e pontos críticos 


Nos Exercícios 69-76, determine os pontos críticos, extremidades de 
domínio e valores extremos (absolutos e locais) para cada fungáo. 


69. у= х23(х + 2) фе t -2x xxl 

70. y=x2%2-4) У Дж x>1 

71. y 2 x V4 - х2 у= {575 50 
3+2x—x), xz0 


72. у = х?М3 – х 


4 zb edd. xxl 

"YT lx+ 6-4, x1 
SL ДӘ 

i ead 4* 2*7 xccl 
x? — 6x? + 8х, x>1 


Nos Ехегсїсїоз 77 e 78, justifique suas respostas. 


77. 


78. 


Seja f(x) = (x – 23. 

a. f'(2) existe? 

b. Demonstre que o ünico valor extremo local de f ocorre em 
x=2. 

с. Oresultado do item (b) contradiz o teorema do valor extre- 
mo? 

d. Repita os itens (a) е (b) para f(x) = (x — a)?3, substituindo 
2 por a. 

Seja f(x) = |? — 9x]. 

a. f'(0) existe? 

b. /'(3) existe? 

c. f(-3) existe? 

d. Determine todos os extremos de f. 


Teoria e exemplos 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


Um mínimo sem derivada A função f(x) = |x| tem valor 
mínimo absoluto quando x — 0, mesmo que f nào seja derivá- 
vel em x = 0. Isso é consistente com o Teorema 2? Justifique 
sua resposta. 


Funções pares Se uma função par f(x) possui um valor má- 
ximo local em x = с, pode-se dizer algo sobre o valor de f 
quando x = — c? Justifique sua resposta. 

Funções ímpares Se uma função impar g(x) possui um va- 
lor mínimo local em x = c, pode-se dizer algo sobre o valor de 
g quando x = — c? Justifique sua resposta. 

Sabemos como determinar os valores extremos de uma função 
contínua f(x), investigando os seus valores em pontos críticos 
e nas extremidades. Mas e se não houver pontos críticos e nem 
extremidades? O que acontece nesse caso? Uma função desse 
tipo pode existir? Justifique sua resposta. 


A função 


И(х) =х(10 – 2х)(16 – 2х), 0<х< 5, 


modela o volume de uma caixa. 
a. Determine os valores extremos de V. 


b. Interprete quaisquer valores encontrados no item (a) em 
termos do volume da caixa. 


Funções cübicas Considere a seguinte função cúbica: 


f(x) = ах + bx? + cx + d. 


a. Demonstre que f pode ter 0, 1 ou 2 pontos críticos. Utilize 
exemplos e gráficos para justificar sua resposta. 


b. Quantos valores extremos locais f pode ter? 


Teorema do valor médio 


4.2 


85. 


86. 
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Altura máxima de um corpo em movimento vertical А 
altura de um corpo em movimento vertical é dada por 


gelato dos 


2 g> 0, 
com s em metros e / em segundos. Determine a altura máxima 
do corpo. 


Pico de corrente alternada Suponha que em qualquer ins- 
tante / (em segundos) a corrente į (em ampères) em um circui- 
to de corrente alternada é i = 2 cos / + 2 sen /. Qual é a corrente 
de pico para esse circuito (magnitude máxima)? 


Faça o gráfico das funções nos Exercícios 87-90. A seguir, loca- 
lize os valores extremos da função no intervalo e diga onde eles 


ocorrem. 

87. f)=|x-2|+|x+3], -5=х=5 
88. g(x) 2»|x- 1]-]|x- 5|, -2<х<7 
89. (х) = |x*2|-|x-3|, —o<x<oo 
90. k(x)=|x+1|+|x-3], —o<x<oo 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 91-98, vocé usará um SAC que o ajudará a deter- 
minar os extremos absolutos das funções nos intervalos fechados 
especificados. Siga os passos a seguir. 


91. 
92. 
93. 
94. 


95. 
96. 


97. 
98. 


a. Trace a funçào no intervalo para analisar seu comporta- 
mento geral. 


b. Determine os pontos interiores em que f' = 0. (Em alguns 
exercícios, talvez seja necessário usar o cálculo numérico 
para obter uma solugáo aproximada.) Experimente também 
traçar f". 

c. Determine os pontos interiores, onde f’ nào existe. 


d. Calcule a fungáo em todos os pontos encontrados nos itens 
(b) e (c) e também nas extremidades do intervalo. 


e. Determine os valores extremos absolutos das fungóes no 
intervalo e identifique onde ocorrem. 


f(x) = х*— 802+ 4+2, [-20/25, 64/25] 
10) --х3--453-4х-1, [23/43] 
fe)-398-x, [2,2] 

f(x) -242x-3323, [-1, 10/3] 
Јо) = Vx cosx, [0.27] 


Р 1 
f(x) 239^ — senx + > 


> 
fœ = me, [0,5] 


f(x) = In (2x + x sen х), 


10, 277] 


[1,15] 


Sabemos que funções constantes têm derivadas iguais a zero, mas poderia exis- 
tir uma função mais complicada cujas derivadas fossem sempre zero? Se duas fun- 
ções possuem derivadas idênticas em um intervalo, como elas estão relacionadas? 
Responderemos a essas e outras perguntas neste capítulo por meio da aplicação do 
teorema do valor médio. Primeiro, apresentaremos um caso especial, conhecido 
como teorema de Rolle, que é usado para demonstrar o teorema do valor médio. 
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у= fe) 


y 
fc) 20 
Р) =0 
| 
| 


Sl 


FIGURA 4.10 О teorema de Rolle diz 
que uma curva derivável tem ao menos 
uma tangente horizontal entre dois pontos 
quaisquer onde a curva cruza uma reta 
horizontal. Ela pode ter apenas uma 
tangente (a) ou mais de uma (b). 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Michel Rolle 
(1652-1719) Sy 


Teorema de Rolle 


Tal como sugerido pelo gráfico, se uma função derivável cruza uma reta hori- 
zontal em dois pontos diferentes, existe pelo menos um ponto entre eles em que a 
tangente é horizontal ao gráfico e a derivada é zero (Figura 4.10). Enunciaremos e 
provaremos esse resultado agora. 


TEOREMA 3 — Teorema de Rolle Suponha que y = f(x) seja contínua em 
todos os pontos do intervalo fechado [a, b] e derivável em todos os pontos de 


seu interior (a, b). Se f(a) = f(b), entáo há pelo menos um número c em (a, 
b) no qual (с) = 0. 


Prova Sendo contínua, f tem valores máximos e mínimos absolutos em [a, b] de 
acordo com o Teorema 1. Isso pode ocorrer apenas 


1. em pontos interiores onde f' é zero, 
2. em pontos interiores onde f' nào existe, 
3. nas extremidades do domínio da função; nesse caso, a e b. 


Por hipótese, f tem uma derivada em cada ponto interior. Isso exclui a possibili- 
dade 2 e nos deixa com os pontos interiores onde /' = 0, além das duas extremidades 
a e b. 

Se o máximo ou o mínimo ocorrem em um ponto c entre a e b, entào f'(c) = 0 
de acordo com o Teorema 2 da Segáo 4.1, e encontramos um ponto para o teorema 
de Rolle. 

Se tanto o máximo como o mínimo absolutos estáo nas extremidades, entáo, 
como f(a) = f(b), f deve ser necessariamente uma função constante com f(x) = f(a) 
= f(b) para qualquer x e [a, b]. Assim, f'(x) = 0 e o ponto c podem ser tomados em 
qualquer parte do interior (a, 5). 


As hipóteses do Teorema 3 840 essenciais. Mesmo que elas nào sejam verda- 
deiras em apenas um ponto, o gráfico pode nào apresentar uma tangente horizontal 
(Figura 4.11). 

O teorema de Rolle pode ser combinado com o teorema do valor intermediário 
para mostrar quando existe apenas uma solução real de uma equação f(x) = 0, como 
ilustraremos no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 Mostre que a equação 


3+3x+1=0 


tem exatamente uma solução real. 


Solução Definimos a função contínua 


х) 233 3x 1. 


у= fo) у= fo) 


1 ын >x | l L 1 > x 
a Xo b 


| a x b 


(a) Descontínua em uma (b) Descontínua em um (c) Contínua em [a, b]. mas nào 


extremidade de [a, b] ponto interior de [a, b] derivável em um ponto interior 


FIGURA 4.11 Se as hipóteses do teorema de Rolle nào forem satisfeitas, pode acontecer de nào 
haver tangente horizontal. 


FIGURA 4.12 О único zero real do 
polinômio y = xš + 3x + 1 é o mostrado 
aqui, no ponto em que a curva cruza o eixo 
x entre —1 e 0 (Exemplo 1). 


y Tangente paralela à согда 
) — 


Coeficiente 
angular (с) 


Coeficiente angular 19-30 


FIGURA 4.13 Geometricamente, o 
teorema do valor médio diz que, ет algum 
lugar entre a e b, a curva apresenta pelo 
menos uma tangente paralela á corda AB. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 
Joseph-Louis Lagrange 


(1736-1813) Sy 
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Como f(-1) =— 3 e f(0) = 1, o teorema do valor intermediário nos diz que 
о gráfico de f cruza o eixo x em algum lugar no intervalo aberto (-1, 0). (Veja a 
Figura 4.12.) A derivada 


fG)-32-43 


nunca é zero (porque é sempre positiva). Agora, se houvesse pelo menos dois pontos 
х= а е х= b onde f(x) fosse igual a zero, o teorema de Rolle garantiria a existência 
de um ponto x = c entre eles onde f' seria igual a zero. Portanto, f nào tem mais do 
que um zero. 


O principal uso do teorema de Rolle é o de provar o teorema do valor médio. 


Teorema do valor médio 


O teorema do valor médio, estabelecido por Joseph-Louis Lagrange, é uma ver- 
sáo inclinada do teorema de Rolle (Figura 4.13). O teorema do valor médio garante 
a existéncia de um ponto onde a reta tangente é paralela à corda AB. 


TEOREMA 4 — Teorema do valor médio Suponha que у= f(x) seja contínua 


em um intervalo fechado [a, 5] e derivável no intervalo (a, b). Entáo, há pelo 
menos um ponto c em (a, b) em que 


fb) —f(a) _ „ 
== "MU (1) 


Prova Esbogamos o gráfico de f e traçamos uma reta que passa pelos pontos А(а, 
f(a)) e B(b, f(b)). (Veja a Figura 4.14.) A reta é o gráfico da função 


f(b) — f(a) 
b—a 


g(x) = fla) + 
(equação fundamental). A diferença vertical entre os gráficos de f e g em x é 


h(x) = f(x) — g(x) 


(x — a) (2) 


f) - ft) -EO a), G) 


A Figura 4.15 mostra os gráficos de f, g e / juntos. 


B(b, f(b)) 
у= Л) Л 


A(a, f(a)) 


a b 


FIGURA4.14 Gráfico de feacorda 4B — FIGURA4.15 А corda AB é o gráfico 

sobre o intervalo [a, b]. da função g(x). A função A(x) = f(x) - g) 
fornece a distáncia vertical entre os 
gráficos de f e g em x. 


A função A satisfaz a hipótese do teorema de Rolle em [a, b]. Ela é contínua em 
[a, b] e derivável em (a, b), pois f e g também são. Além disso, A(a) = h(b) = 0, pois 
os gráficos de f e g passam por A e B. Portanto, //'(c) = 0 em algum ponto c e (a, b). 
É o ponto que desejamos para a Equação 1. 
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y 


4 
у= МІ - х22,-1 =х5=1 
1 


FIGURA 4.16 А função f(x) = V1 — х? 
satisfaz а hipótese (е a conclusáo) do 
teorema do valor médio em [-1, 1], 
embora f não seja derivável em -1 е 1. 


FIGURA 4.17 Conforme vimos no 
Exemplo 2, é em c = 1 que a tangente é 
paralela á corda. 


Nesse ponto, 


Distáncia (pés) 


160 a velocidade do 
80 carro era de 
á 30 milhas/hora. 
0 t 


Tempo (s) 


FIGURA 4.18 Distância em função do 


tempo decorrido para o carro no Exemplo 3. 


Para verificar a Equação 1, derivamos os dois lados da Equação 3 em relação 
a x, e fizemos x = c: 


h'(x) f'(x) m n - Ја) Derivada de ambos os 
g lados da Equação 3... 
b) — 
mi) = fo) - КӘ ... com x = c 
0= f'(c) Е. - гы (с) = 0 
b)— 
f (c) = paa Rearranjo 


que é o que propusemos provar. 
A hipótese do teorema do valor médio náo exige que f seja derivável em a ou 
b. A continuidade em a e b é suficiente (Figura 4.16). 


EXEMPLO 2 А função f(x) = x? (Figura 4.17) é contínua para 0 = x = 2 e deri- 
vável para 0 < x < 2. Como f(0) = 0 e f(2) = 4, o teorema do valor médio diz que, 
em um ponto c no intervalo, a derivada f'(x) = 2x deve ter o valor (4 — 0)/(2 — 0) = 
2. Nesse caso, podemos identificar c resolvendo a equagáo 2c — 2 para obter c — 1. 


No entanto, nem sempre é fácil calcular c algebricamente, apesar de sabermos que ` 


ele sempre existe. 


Uma interpretacáo física 


Podemos pensar no número (f(b) — f(a))/(b — a) como a variação média de f 
em [a, b] e em f'(c) como uma variação instantánea. O teorema do valor médio diz 
que, em algum ponto interior, a variagáo instantánea deve ser igual à variagáo média 
ao longo de todo o intervalo. 


EXEMPLO 3  Seum carro que acelera a partir de zero leva 8 segundos para percor- | 


тег 352 pés, sua velocidade média no intervalo de 8 s é 352/8 = 44 pés/s. Segundo 


o teorema do valor médio, em algum momento durante a aceleração o velocímetro | 


deverá marcar exatamente 30 mph (44 pés/s) (Figura 4.18). 


Consequéncias matemáticas 


No início da seção, perguntamos que tipo de função teria uma derivada nula ao 
longo de todo um intervalo dado. O primeiro corolário do teorema do valor médio 
fornece a resposta: somente funções constantes possuem derivadas zero. 


COROLÁRIO 1 Se f'(x)=0 em todos os pontos de um intervalo aberto (a, b), 


então f(x) = C para qualquer x e (a, b), onde C é uma constante. 


Prova Queremos demonstrar que f tem um valor constante no intervalo (a, b). 
Fazemos isso mostrando que se x, e x, são dois pontos quaisquer em (a, b) com x, 
< x, então f(x,) = f(x,). 
Agora f satisfaz a hipótese do teorema do valor médio em [x,, x,]: é derivável 

em cada ponto de (ху, x,] e, portanto, contínua em cada ponto. Então, 

f) — fa) 

a f) 
em algum ponto c entre x, e x, Como f' = 0 ao longo de (a, Б), essa equação implica 
sucessivamente que 


К) юМ-/8)-0 e у) Д). 
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No início desta seção, perguntamos também sobre a relação entre duas funções 
que têm derivadas idênticas ao longo de um intervalo. O corolário a seguir demons- 
tra que seus valores no intervalo têm uma diferença constante. 


COROLÁRIO 2 Se f'(x) = g'(x) em cada ponto x de um intervalo aberto 


(a, b), então existe uma constante C tal que f(x) = g(x) + C para qualquer x e 
(a, b). Ou seja, f — g é uma função constante em (a, b). 


Prova Ет cada ponto x e (a, b), a derivada da função diferença h = f — g é 
пх) = f'G) - g'(x) = 0. 

Assim, h(x) = C em (a, b), de acordo com o Corolário 1. Isto é, f(x) – g(x) = C em 
(a, b), entào f(x) = g(x) + C. 

Os Corolários 1 e 2 também se aplicam quando o intervalo aberto (a, 5) nào é 
finito. Isto é, permanecem verdadeiros se o intervalo for (a, oo), (—оо, b) ou (оо, оо). 

O Corolário 2 desempenhará um papel importante quando discutirmos anti- 
derivadas na Segáo 4.8. Ele nos diz, por exemplo, que se a derivada de f(x) = x? 
em (-оо, оо) é 2x, qualquer outra função com derivada 2x em (—oo, оо) deve ter a 
fórmula x? + C para algum valor de C (Figura 4.19). 


EXEMPLO 4 Determine a função f(x) cuja derivada seja sen x e cujo gráfico passe | 


pelo ponto (0, 2). 
FIGURA 4.19 Ро ponto de vista | 
geométrico, o Corolário 2 do teorema Solução Como a derivada de g(x) = — cos x é g'(x) = sen x, vemos que f e g possuem 
do valor médio diz que os gráficos das a mesma derivada. O Corolário 2, então, diz que f(x) = — cos x + C para uma cons- 
fungóes com derivadas idénticas em um tante C. Como o gráfico de f passa pelo ponto (0, 2), o valor de C é determinado a 
intervalo podem diferir apenas em um partir da condigáo de que /(0) = 2: 


deslocamento vertical. Os gráficos das 
funções com derivada 2x são as parábolas 
y = х? + С, apresentadas aqui para alguns 
valores selecionados de С. 


f(0)=-cos(0)+C=2, então C=3. 


A função é f(x) = – cos x + 3. 


Determinação da velocidade e da posição a partir da aceleração 


Podemos usar o Corolário 2 para determinar as fungóes de velocidade e posigáo 
de um objeto em movimento ao longo de uma reta vertical. Suponha que o objeto ou 
corpo esteja em queda livre a partir do repouso com aceleração 9,8 m/s?. Supomos 
que a posição s(t) do corpo seja considerada positiva para baixo a partir da posição 
de repouso (assim, a reta coordenada vertical aponta para baixo, na diregáo do mo- 
vimento, com a posigáo de repouso em 0). 

Sabemos que a velocidade v(t) é uma função cuja derivada é 9,8. Sabemos tam- 
bém que a derivada de g(r) = 9,81 é 9,8. De acordo com o Corolário 2, 


v(r) =9,81+ C 
para uma constante C. Como o corpo cai partindo do repouso, v(0) = 0. Logo, 
98(00-0-0 e C-0. 


A função velocidade será v(t) = 9,81. E quanto à função posição s(t)? 
Sabemos que s(t) é uma função cuja derivada é 9,8t. Sabemos também que a 
derivada de f(t) = 4,92 é 9,81. De acordo com o Corolário 2, 


s(t) = 4,9? + C 
para uma constante С. Como s(0) = 0, 
49(09-С-0 e С=0. 


A função posição é s(/) = 4,92 até que o corpo atinja o solo. 
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A possibilidade de determinar funções a partir de suas taxas de variação é uma 
das ferramentas mais poderosas que o cálculo oferece. Como veremos, ela estará na 
base dos desdobramentos matemáticos do Capítulo 5. 


Provas das regras dos logaritmos 


As propriedades algébricas dos logaritmos foram apresentadas na Seção 1.6. 
Podemos provar cada uma delas por meio do Corolário 2 do teorema do valor mé- 
dio. As etapas a serem cumpridas são semelhantes àquelas utilizadas na solução de 
problemas que envolvem logaritmos. 


Prova de que ln bx=In b + In x О argumento começa com a observação de que 
In bx e In x possuem a mesma derivada: 


d E ole my da 
E In (bx) = iz Ux ES In x. 


Então, de acordo com o Corolário 2 do teorema do valor médio, as funções devem 
diferir por uma constante, o que significa que 


In bx 2 In x - C 


para um C. 
Como essa ültima equacào é válida para todos os valores positivos de x, deve 
ser válida para x = 1. Assim, 
In(b 1) 2 Inl + C 
nb=0+C Int = 0 
С = In ^. 


Após а substituigáo, concluímos que 


In bx = In b + In x. 


Provadequelnx'=rlnx Usamos mais uma vez o argumento da mesma derivada. 
Para qualquer valor positivo de x, 


4 In x” = L £ (x^) Regra da Cadeia 
ян i rx! Regra da Derivada da Poténcia 


І 
ч 
| 


= pa 4 (rInx). 


Uma vez que In x” e r In x possuem a mesma derivada, 
Inx^—-rinx-- C 


para uma constante C. Tomando x como 1, verificamos que C é igual a zero, como 
queríamos demonstrar. 
Vocé precisa provar a regra do quociente para logaritmos, 


In (+) = In b – In x, 


no Ехегсїсїо 75. А regra da гесїргоса, In (1/x) = — In x, é um caso especial da regra 
do quociente, obtida tomando-se b = 1 e observando que In 1 = 0. 


Leis dos expoentes 


As leis dos expoentes para a funçào exponencial natural е* 840 consequén- 
cias das propriedades algébricas de In x. Sua origem está na relagáo inversa entre 
essas funções. 
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Leis dos expoentes para e* 


Para todos os números x, X ex, a funçào exponencial natural е* obedece 48 
seguintes leis: 
Xi 


Ё 2 — ota e ээн 
1. ee” e^t = en» 
1 е 
PÉ = 38 " x» 3 
2 е = E: 4. (ena = enm = (eye 


Prova da Lei1 Seja 
ме e = e", (4) 

Entáo, 

pr ЭР Calcule o logaritmo de ambos 

4 шэн = ж шу» os lados das Equações 4. 
х + = In yi T In y2 
= In yi y2 Regra do produto para logaritmos 
esta = gl» Resolva a potenciação. 
= уру ” rm 
= ene, 


A prova da Lei 4 é semelhante. As Leis 2 е 3 derivam da Lei 1 (Exercícios 77 е 78). 


Ехегсїс105 4.2 


Verificacáo do teorema do valor médio 
Determine o valor ou valores de с que satisfazem a equagáo 


fb) — fa) 


са АС 


que consta da conclusáo do teorema do valor médio para as fungóes 
e intervalos nos Exercícios 1-8. 


1. f)=2+2x-1, [0,1] 
. Јо) = 22, [0,1] 


=, |U 
k Јо) =х+ =, [52] 


4. f0)=Vx=1L [1,3] 

5. fo)=senlx, [-1,1] 

6. Хо) = (х1), [2,4] 

7. f) oxi xt, [1,2] 

8. 200 = d Берн 
x^ 0<х=2 


Qual das fungóes nos Ехегсісіоѕ 9-14 satisfazem as hipóteses do 
teorema do valor médio no intervalo dado e quais náo satisfazem? 
Justifique suas respostas. 


9. f(x) -x?, [1,8] 
10. f(x) = х5, [0,1] 


11. fx) 2 Vx(1 — x), [0,1] 


snx оо 
12. (ху-4 X 7"—^* 
0, x=0 


—2 ys] 


=1<x=0 


x? - x, 

2x? — 3x — 3, 
2х--13, 0zxz2 
бо-х2-7, 2«x x3 


. f(x) = { 


. лә = { 


. A função 
0О<х<1 
x=1 


x, 


Хх) = ji 


é zero em x 2 0e x= 1, e derivável em (0, 1), mas sua derivada 
em (0, 1) nunca é zero. Como isso é possível? O teorema de 
Rolle nào diz que a derivada tem que ser zero em algum ponto 
em (0, 1)? Justifique sua resposta. 

. Para que valores de a, m e Ьа fungáo 

3, 

=x? + 3x + a, 

mx + b, 


= 0 
0O<x<l 


lsx=2 


Fa) = 


satisfaz a hipótese do teorema do valor médio no intervalo [0, 2]? 


Raízes (zeros) 
17. a. Trace as raízes de cada polinómio em uma reta, juntamente 
com os zeros de sua primeira derivada. 
йу=лх?-4 
й)у=х? +8x +15 
iii) y 2:3 — 332 +4= (x + 1)(e - 2 
iv) y= xš - 3332 + 216x = x(x — 9)(x — 24) 
b. Use o teorema de Rolle para provar que entre duas raízes 
quaisquer de 


x” +a, үх” 4 - + a,x + a, existe uma raiz de 


n-l 


пх" + (n - Da, x"? — a. 
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18. Suponha que f” seja contínua em [a, Ь] e que / tenha trés raí- 
zes no intervalo. Mostre que f” tem pelo menos uma raiz em 
(a, b). Generalize esse resultado. 
19. Demonstre que se f" > 0 ao longo de todo um intervalo [a, b], 
entáo f' tem no máximo uma raiz em [a, b]. E se, em vez disso, 
f" < 0 ao longo de todo o intervalo [а, b]? 
20. Mostre que um polinómio cübico pode ter no máximo trés raí- 
zes reais. 
Mostre que as fungóes nos Exercícios 21-28 tém exatamente uma 
raiz no intervalo dado. 


21. f(x) 2x* + 3x + 1, [-2,-1] 
22. (х) = x9 + 5 + 7, (-00,0) 
x 


23. g() = Vt - VI+1-4, (0,00) 


24, Ej = 4 


ET 1+1-3,1, (—1,1) 


25. r(0) = Ө + sen? (9 - 8, (-00,00) 
26. (0) = 29 — cos?0 + V2, (—оо,оо) 


1 


27. r(0) = secó — F +5, (0,7/2) 


28. r(0) = tg0 — cotg 0 — 0, (0,7/2) 


Determinação de funções a partir de derivadas 
29. Suponha que f(-1) = 3 e que f(x) = 0 para todo х. Obrigato- 
riamente, f(x) = 3 para qualquer х? Justifique sua resposta. 
30. Suponha que f(0) = 5 e que f'(x) = 2 para todo x. Obrigato- 
riamente, f(x) = 2x + 5 para todo x? Justifique sua resposta. 
31. Suponha que f'(x) = 2x para todo x. Determine f(2) se 
a. /(0)-0 b. f(1)=0 с. f(2)=3. 
32. O que pode ser dito sobre funções cujas derivadas são constan- 
tes? Justifique sua resposta. 


Nos Exercícios 33-38, determine todas as funções possíveis com as 
derivadas dadas. 


33. а. y =х b. ух с. у= 
34. а. у =2х b. у =2x-1 c. y' 233324 2x-1 
35. a. y--À bysi-L ay=5+2 
x x* x* 

36. а. у = 1 hya g pim a= 1. 

` 2Vk ` A Vx 
37. a. y' = sen2t b. у = cos% с. y' = веп2/ + cos% 
38. а. y = sec? b. y'= VO сул МӨ — sec? 0 


Nos Exercícios 39-42, determine a função com a derivada dada cuja 
curva passe pelo ponto P. 


39. f(x)=2x-1, P(0,0) 
40. g'G) = 1 + 2x, PELI 
7 


41. РО) = eX, (0,3) 


42. r()=secttgt-1, P(0, 0) 


Determinacáo da posicáo a partir da velocidade ou 
aceleracáo 

Os Exercicios 43-46 fornecem a velocidade v = ds/dt e a posigáo 
inicial de um corpo que se desloca ao longo de uma reta coordena- 
da. Determine a posigáo do corpo no instante /. 


43. 0=9,81+ 5, s(0)=10 
44. v=321-2, s(0,5)=4 
45. v=sen ті, s(0)=0 

46. u = 2 cos A s(m) = 1 


Os Exercícios 47-50 fornecem a aceleração а = d?s/d£^, a velocidade 
inicial e a posição inicial de um corpo que se desloca ao longo de 
uma reta coordenada. Determine a posição do corpo no instante /. 


47. a=e, v(0)=20, s(0)=5 
48. a=9,8, v(0)=-3, s(0)=0 
49. a=-4sen2t, v(0)=2, s(0)=-3 
50. a=2%c0s%, v(0)=0, s(0) =-1 
= 
Aplicações 


51. Variação de temperatura Foram necessários 14 8 para que 
um termômetro de mercúrio subisse de —19 °C para 100 °C 
após ser retirado do congelador e colocado em água fervente. 
Demonstre que em algum ponto a coluna de mercúrio subia a 
uma taxa de 8,5 °С/$. 


52. Um caminhoneiro apresentou um bilhete na cabine do pedágio 
que mostrava que em 2 horas ele havia percorrido 159 milhas 
em uma estrada cujo limite de velocidade era de 65 milhas/ 
hora. Ele foi multado por excesso de velocidade. Por quê? 


53. Relatos antigos contam que um trirreme (navio antigo de guer- 
ra grego ou romano), com 170 remos, certa vez percorreu uma 
distância de 184 milhas náuticas em 24 horas. Explique por 
que em algum momento durante esse percurso a velocidade do 
trirreme excedeu 7,5 nós (milhas náuticas por hora). 


54. Um atleta percorreu as 26,2 milhas da maratona de Nova York 
em 2,2 horas. Demonstre que em pelo menos duas ocasiões o 
maratonista correu a exatas 11 milhas/hora, supondo que as 


velocidades inicial e final tenham sido zero. 


55. Mostre que, em algum momento durante uma viagem de auto- 
móvel de 2 horas, o velocimetro marcava o valor equivalente à 


velocidade média da viagem. 


56. Queda livre na Lua Ма Lua, a aceleração da gravidade é 
de 1,6 m/s?. Se uma pedra cair em uma fenda, qual será a sua 
velocidade, imediatamente antes de atingir o solo, 30 segun- 
dos mais tarde? 


Teoria e exemplos 


57. Média geométrica dea eb А média geométrica de dois nú- 
meros positivos a e b é o número \/ аЬ. Demonstre que o valor 
de c na conclusão do teorema do valor médio para f(x) = 1/x 
em um intervalo de números positivos [a, b] ёс = Vab. 

58. Média aritmética de a e b A média aritmética de dois nú- 
meros a e b é (a + b)/2. Mostre que o valor de c na conclusào 
do teorema do valor médio para f(x) =x? em qualquer interva- 
lo [a, b] é c= (a + by2. 


Eso. Esboce o gráfico da fungáo 


f(x) = sen x sen (x + 2) — sen? (x + 1). 


60. 


61. 


62 


63 


64. 


65. 


66. 


67. 


68 


Descreva o tragado do gráfico. Рог que a fungáo se comporta 

dessa maneira? Justifique sua resposta. 

Teorema de Rolle 

a. Construa um polinómio f(x) que tenha raízes em x = 
-2,-1,0,1е2. 

b. Esboce o gráfico de f е de sua derivada f' juntos. Como o 
que vocé vé está relacionado com o teorema de Rolle? 

€. A função g(x) = sen x e sua derivada g' ilustram o mesmo 
fenómeno de fe f"? 

Solugóes únicas Suponha que f seja contínua em [a, 5] e 

derivável em (a, b). Suponha também que f(a) e f(b) possuam 

sinais opostos e que f’ + 0 entre a e b. Demonstre que f(x) = 0 

apenas uma vez entre a e b. 


Tangentes paralelas Suponha que f e g sejam deriváveis em 
[a, b] e que f(a) = g(a) e f(b) = g(b). Demonstre que há pelo 
menos um ponto entre a e b onde as tangentes às curvas de f e 
8 sáo paralelas ou sào a mesma reta. Ilustre sua resposta com 
um gráfico. 

Suponha que f'(x) = 1 para | = x = 4. Mostre que f(4) – f(1) 
x3. 

Suponha que 0 « f'(x) < 1/2 para todos os valores de x. Mostre 
que f(-1) < f(1) <2 + f(-1). 

Demonstre que |cos x — 1| = |x| para todos os valores de x. 
(Dica: considere /(/) = cos t em (0, x].) 

Demonstre que para quaisquer valores a e b a desigualdade 
|sen b — sen a| = |b — a| é verdadeira. 

Se os gráficos de duas fungóes deriváveis f(x) e g(x) co- 
тесат no mesmo ponto do plano cartesiano e as funções 
apresentam a mesma taxa de variacào em todos os pontos, 
os gráficos serào necessariamente idénticos? Justifique sua 
resposta. 

Se |f(w) — f(x)| = |w — x| para todos os valores w e x, e f é 
uma função derivável, mostre que — 1 = f'(x) = 1 para todos 
os valores de x. 


4.3 


70. 


Hr. 
Hi^». 


73. 


74. 


75. 


76. 


77 


78. 


Еипсбе5 monotónicas e o teste da primeira derivada 
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. Suponha que f seja derivável quando a = x = b e que f(b) < 


Ка). Demonstre que f' é negativa em algum ponto entre a e b. 


Seja f uma função definida em um intervalo [a, b]. Que con- 
digóes vocé acrescentaria a f para garantir que 


f(b) — fla) 
— — Em 


min f' = PEE 


ax J^. 

onde min f' e max f' se referem respectivamente aos valores 
mínimo e máximo de f em [a, b]? Justifique sua resposta. 
Use as desigualdades do Exercício 70 para estimar /(0,1) se 
/'(х) = 1/01 + x* cos х) para 0 € x = 0,1 e f(0) = 1. 

Use as desigualdades do Exercício 70 para estimar /(0,1) se 
/'(х) = V(1 —x*) para 0 € x € 0,1 e f(0) = 2. 

Seja f derivável em todo valor de x, e suponha que f(1) = 1, 
que f < 0 em (—оо, 1) e que f' > 0 em (1, оо). 

a. Mostre que f(x) = 1 para todo x. 

b. /'(1) = 0, necessariamente? Explique. 

Seja f(x) = px? + qx + г uma fungáo quadrática definida em 
um intervalo fechado [a, b]. Mostre que existe exatamente um 
ponto c em (a, b) no qual f satisfaz a conclusào do teorema 
do valor médio. 

Assim como fizemos para provar as regras do produto e da 
potenciação para logaritmos, use o argumento da mesma deri- 
vada para provar a regra do quociente. 


Use o argumento da mesma derivada para provar as identi- 
dades 


Ре, - 7 
2 b. sec”! x + cossec аг 


a. tg |x + cotg |x = 
Começando com a equação ете" = e" **», deduzida no texto, 
mostre que e * = 1/e* para qualquer número real x. Depois, 
mostre que e*/e* = е“ * para quaisquer números x, e x,. 
Mostre que (et) = e™™® = (e*)" para quaisquer números 
x ex, 


Ao esboçar o gráfico de uma função derivável, convém saber onde ela cresce 
(sobe da esquerda para a direita) ou decresce (cai da esquerda para a direita) ao lon- 
go de um intervalo. Esta segáo apresenta um teste para determinar onde ela cresce 
e onde ela decresce. Mostraremos também como testar os pontos críticos de uma 
função para identificar se os valores extremos locais estão presentes. 


Funcóes crescentes e decrescentes 


Como outro corolário do teorema do valor médio, mostramos que as funções 
com derivadas positivas são funções crescentes, e as com derivadas negativas são 
decrescentes. Uma função que cresce ou decresce em um intervalo é chamada de 
monotônica no intervalo. 


COROLÁRIO 3 Suponha que f seja contínua em [a, b] e derivável em (a, b). 


Se f'(x) > 0 em cada ponto x e (a, b), então f é crescente em [a, b]. 
Se f'(x) < 0 em cada ponto x e (a, b), então f é decrescente em [a, b]. 
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(2,-21) 


FIGURA 4.20 А função f(x) = 2º — 
12x — 5 é monotónica em três intervalos 
separados (Exemplo 1). 
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Prova Ѕејат х, ех, dois pontos em [a, b], sendo x, < x,. O teorema do valor médio 
aplicado a f em (хү x,] diz que 


f(x) - fe) = О, x) 


para um c entre x, e x,. O sinal do lado direito dessa equação é o mesmo de /'(с), 
pois x, —x, é positivo. Portanto, f(x,) > f(x,) se f' for positiva em (а, b) e f(x;) < 
f(x) se f' for negativa em (а, b). 

O Corolário 3 vale para intervalos finitos ou infinitos. Para determinar os in- 
tervalos onde a função f é crescente ou decrescente, primeiro devemos determinar 
todos os pontos críticos de f. Se a < b são dois pontos críticos para f e se a derivada 
Т é contínua, mas nunca é zero no intervalo (a, b), então pela aplicação do teorema 
do valor intermediário em f’, a derivada deve ser positiva ou negativa em toda a 
parte em (a, b). Uma maneira de determinarmos o sinal de f' em (a, b) é simples- 
mente calcular a derivada em um único ponto c em (а, b). Se f'(c) > 0, então f'(x) 
> 0 para qualquer x em (a, b), assim f será crescente em [a, b] pelo Corolário 3; se 
/'(с) < 0, então f será decrescente em [a, b]. O próximo exemplo ilustra como usar 
esse procedimento. 


EXEMPLO 1 Determine os pontos críticos de f(x) = х? — 12x — 5 e identifique os 
intervalos em que f é crescente e f é decrescente. 


Solução A função f é contínua e derivável em qualquer ponto. A primeira derivada 
РО) = 3⁄2 — 12 =3(?-4) 
= 3(х + 2)(x — 2) 


é zero em x = — 2 e x = 2. Esses pontos críticos subdividem o domínio de f nos in- 
tervalos abertos distintos (-о0,-2),(-2, 2) e (2, oo), em que f' é positiva ou negativa. 
Determinamos o sinal de f' calculando f' em um ponto conveniente em cada subin- 
tervalo. O comportamento de f é determinado, entáo, aplicando-se o Corolário 3 a 
cada subintervalo. Os resultados estào resumidos na tabela a seguir, e o gráfico de 
f € dado na Figura 4.20. 


-ю«х«-2 -2«x«2 2«x«oo 
Valor calculado de f' f'(-3) = 15 f«0)-- 12 f3)215 
Sinal de f' + = РУ 


Comportamento de ў 


Intervalo 


crescente decrescente crescente 


Usamos desigualdades “estritas” para especificar os intervalos na tabela resu- 
mo do Exemplo 1. O Corolário 3 diz que também poderíamos usar as desigualdades 
=. Isto é, no exemplo, a função f é crescente em — oo < x < — 2, decrescente em — 2 
= x = 2 e crescente em 2 = x < co. Não dizemos que uma função é crescente ou 
decrescente em um único ponto. 


Teste da primeira derivada para extremos locais 


Na Figura 4.21, nos pontos onde f possui valor mínimo, f' < 0 imediatamente 
à esquerda e f' > 0 imediatamente à direita. (Se o ponto é extremo, só há um lado a 
considerar.) Assim, a curva decresce à esquerda do valor mínimo e cresce à direita. 
Do mesmo modo, nos pontos onde f possui valor máximo, f' > 0 imediatamente à 
esquerda, e f' < 0 imediatamente à direita. Assim, a função é crescente à esquerda 
do valor máximo e decrescente à sua direita. Em resumo, em um ponto extremo 
local, o sinal de f'(x) troca. 

Essas observações nos levam a um teste que detecta a presença e a natureza de 
valores extremos locais em funções deriváveis. 
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Máximo absoluto 
f' indefinido 
Máximo local 


Auséncia de extremo 
/'=0 

Auséncia de 
extremo f’ = 0 


¡Mínimo Mínimo local 


! 

! 
, 0 ! 
Z = { local 
! 1р = 0 
1 ! f 
1 1 
а с €2 €3 E 


Mínimo absoluto 


>x 


o paan n 


eb. 


FIGURA4.21 Ospontos críticos de uma funçào estabelecem onde ela é crescente e onde é decrescente. O 
sinal da primeira derivada troca em pontos críticos, onde ocorrem extremos locais. 


Teste da primeira derivada para extremos locais 


Suponha que c seja um ponto crítico de uma funçào contínua f, е que f seja deri- 
vável em qualquer ponto de um intervalo que contenha c, exceto, possivelmente, 
no próprio ponto c. Deslocando-se ao longo desse intervalo da esquerda para a 
direita, 

1. se f' passa de negativa a positiva em c, entáo f possui um mínimo local em c; 
2. se f' passa de positiva a negativa em c, entáo f possui um máximo local em c; 


3. se f' não muda de sinal em c (isto é, /' é positiva ou negativa em ambos os 
lados de с), entáo f nào tem extremo local em с. 


O teste para extremos locais nas extremidades do intervalo é semelhante, mas 
há apenas um lado a considerar. 


Prova do teste da primeira derivada Parte 1. Como o sinal de f' passa de negativo 
a positivo em c, existem dois números a e b, tal que a < c < b, f < 0 em (a, c) e f' > 
0 em (c, b). Se x e (a, c), entáo f(c) < f(x), pois f' < 0 implica que f é decrescente 
em (a, c]. Se x e (c, b), então f(c) < f(x), pois f' > 0 implica em f ser crescente 
em [c, b]. Portanto, f(x) > f(c) para qualquer x e (a, b). Por definigáo, f possui um 
mínimo local em c. 

As Partes 2 e 3 5йо demonstradas de forma semelhante. 


EXEMPLO 2 Determine os pontos críticos de 


ТО) == 4) = 343 — 4x1, 


Identifique os intervalos onde f é crescente e decrescente. Determine os valores 
extremos locais e absolutos da funçào. 


Solução А função f é contínua em qualquer x por ser o produto de duas funções 
contínuas, х! e (x — 4). A primeira derivada 


fo da 4x!) 443 4,213 


dx 3 9 
4 эр 4(x — 1) 

= =) ° 1 
ЭХ (x ) ыр 


é nula em x= 1 e indefinida em x = 0. Nào há extremidades no dominio, portanto 
os pontos críticos x = 0 e x= 1 são os únicos lugares onde f pode apresentar um 
valor extremo. 

Os pontos críticos dividem o eixo x em intervalos em que f' é positiva ou nega- 
tiva. O padráo de sinal de f' revela o comportamento de f nos pontos críticos e entre 
eles, como resume a tabela a seguir. 
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-4) 


>x 


FIGURA 4.22 А função f(x) = x!3(x — 4) 
decresce quando х < 1 e cresce quando 
x> 1 (Exemplo 2). 


y = (х2 — 3)ех 


25 4 = 9 


FIGURA 4.23 Gráfico de Дх) = (х2 — 3)e* 
(Exemplo 3). 


Ехегсїс105 4.3 


Intervalos x<0 0<х<1 х»1 
Sinal de f' - - + 
Comportamento de f decrescente decrescente crescente 


O Corolário 3 do teorema do valor médio nos diz que f decresce em (—оо, 0], 
decresce em [0, 1] e cresce em [1, 00). O teste da primeira derivada para extremos 
locais nos diz que f nào apresenta um valor extremo em x= 0 (f' nào muda de sinal), 
e que f apresenta um mínimo local em x = 1 (f' muda de negativo para positivo). 

O valor do mínimo local é f(1) = 1'2(1 – 4) = – 3. Também é o valor do mini- 
mo absoluto, pois f é decrescente em (оо, 1] e crescente em [1, oo). A Figura 4.22 
mostra esse valor em relação ao gráfico da função. 

Observe que lim, /'(х) = — oo, e então o gráfico de f tem uma tangente ver- 
tical na origem. 


EXEMPLO 3 Determine os pontos críticos de 
Хох) = (2 — 3ye*. 


Identifique os intervalos em que f é crescente e decrescente. Determine os extremos 
locais e absolutos da função. 


Solucáo А fungáo f é contínua e derivável para qualquer número real, entáo os 
pontos críticos ocorrem apenas nas raízes de f’. 
Usando a regra da derivada do produto, podemos calcular a derivada 


ро) = (x2 — 3) Le + 4 q? -3)re* 
= (x? — 3): e* + (2x)* e* 
= (x? + 2x — 3)e*. 
Como е* nunca é zero, a primeira derivada será zero se, e somente se, 
х2+2х-3=0 
(x + 3)(х - 1) = 0. 


As raízes x = —3 е x = 1 dividem o eixo x em intervalos como segue. 


Intervalos x<-3 -3«х«1 «х 
Sinal de f' + - Es 
Comportamento de f crescente decrescente crescente 


A partir da tabela, podemos ver que existe um máximo local (aproximadamente 
0,299) em x = —3 e um mínimo local (aproximadamente —5,437) em x = 1. O valor 
mínimo local também é o mínimo absoluto, pois f(x) > 0 рага |х| > V3. Nào há 
máximo absoluto. A fungáo é crescente em (—oo, —3) e (1, oo) e decrescente em 
(3, 1). A Figura 4.23 mostra o gráfico. 


Análise de funcóes a partir de derivadas 


Responda às perguntas seguintes sobre as funções cujas derivadas 


são dadas nos Exercícios 1-14: 


a. Quais são os pontos críticos de f? 
b. Em quais intervalos f é crescente ou decrescente? 
e. Em quais pontos, se houver, f assume valores máximos е 


mínimos locais? 


. fO)=x(x—1) 

. fO)=(x— Dx + 2) 

» Ро) = (x— Dx 2) 

. f'69 = — lG + 2 

. Ра) = x- е" 

» f'G) = (х — 7)(x + 1)(х + 5) 


с ль yn 


ra PD) 

Te F O= ку ж хж-2 
7 _ ®— 2)@ + 4) 
о тут 3)" 5 
9. 0)-1-2, х*=0 
x 
10. /о)-3--8-, хай 


зу 
11. /'(к)=х!(х+2) 
12. у(х) 2x "(x - 3) 


13. f'(x) = (sen x - 1)(2 cos x +1), 


14. f'(x)- (sen x + соз x)(sen x — cos x), 


Identificacáo de extremos 


Nos Exercícios 15-44: 


1,3 


0<=x=27 


0=х=27 


a. Determine os intervalos abertos em que а fungáo 6 сгеѕсеп- 
te e aqueles em que ela é decrescente. 

b. Identifique os valores extremos absolutos e locais das fun- 
ções, se houver, indicando onde ocorrem. 


15. 


19. 6(0--08-3:-3 
20. g()=— 32 + 9 + 5 
21. h(x) =— x+ 2x2 
22. h(x)=2x?-— 18x 
23. /(Ө) = 302 — 40° 
24. /(0)-60-0 

25. f(r)=3r* + l6r 
26. h(r)=(r+7y 

27. f(x) = х^ - &? + 16 
28. g(x) = х^ – 43 + 4x? 
29. H(t) = in = 1% 


30. K(r) - 158 — É 


31. Дх) = х - 6Vx- 1 


32. 


а(х) = 4Ут -x + 3 


. Јо) = x!(x + 8) 
. go) = х?(х + 5) 


. h(xyy=x!362 — 4) 
. до) = 23002 — 4) 
. fŒ) = ee 

. №) = еМ 

. Дх) =х1ах 

. Јо) = x Inx 
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Nos Exercícios 45-56: 


a. Identifique os valores extremos locais das fungóes nos 40- 
mínios dados e informe onde eles ocorrem. 


b. Qual dos valores extremos, se houver, é absoluto? 


c. Fundamente suas conclusóes com uma calculadora ou pro- 


45. 
46. 
47. 
48. 
49. 
50. 
51. 
52. 
53. 
54. 


55. 


56. 


grama gráfico. 
fQ)22x-x3 -co<x=2 
fe)-G-1), —o<x=0 


8(х)-х2-4х-44, 1=х<оо 
8(х)--32-6х-9, -4=x<00 
f(0-12t-8, -3st«oo 
f(-8-3?, -co<t=3 


3 
щх) = 5 — 222 + 4x, 0<х< оо 


Кх) =x + 3х2 +3х+1, —o<x=0 
Дх) = №25 – х2, —5 = х= 5 
f(x) = Мх? – 2х — 3, 3 = x < оо 
go) = 222, о=х<1 

<=] 

2 

g3-——, -2«xs1 

4 = x“ 


Nos Exercícios 57-64: 


a. Identifique os extremos locais de cada fungáo nos interva- 
los dados e informe onde eles ocorrem. 


b. Na mesma tela, esboce os gráficos da fungáo e de sua de- 


rivada. Comente o comportamento de f em relagáo aos si- 
nais e valores de f". 


57. f(x)=sen2x, 0<х<=т 

58. f(x) = ѕепх – соѕх, 0<х=2т 

59. f(x) = УЗ cosx +senx, 0 =х = 27 
60. f(x) = —2x + tgx, r <х< T 

61. f(x) = 5 = 2sen 5, 0<х<2т 

62. f(x) =—2cosx-cos2x, -п=х=т 

63. f(x) =cossec2x—2cotgx, 0<х<т 
64. f(x) = sec2x — 2tgx, a <x< ° 


Teoria e exemplos 


Demonstre que as funções nos Exercícios 65 e 66 apresentam va- 
lores extremos locais nos valores dados de 0 e depois informe qual 
tipo de extremo local a funçào apresenta. 


65. 


66. 


67. 


68. 


h(0) “Book. 0=0 = 27, em 0 = 0е0 = 27 


МӨ) = 5sen £, 0=0= тп, етө = 0е0 = т 
Esboce o gráfico de uma funçào derivável у = f(x) que passe 


pelo ponto (1, 1) se f'(1)=0, e 

а. f'(x) > para x< 1 e f'(x) «0 para x> 1; 

b. f(x) < 0 para x < 1 e f'(x) > 0 para x > 1; 

с. f'(x) > 0 para x #1; 

d. /(х) < 0 para x # 1. 

Esboce o gráfico de uma função derivável y = f(x) que tenha 
a. um mínimo local em (1, 1) e um máximo local em (3, 3); 
b. um máximo local em (1, 1) e um mínimo local em (3, 3); 
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69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


с. máximos locais em (1, 1) e (3, 3); 

d. mínimos locais em (1, 1) e (3, 3). 

Esboce o gráfico de uma função contínua y = g(x), tal que 

a. g(2) 22, 0 < g' < 1 рагах < 2, g'(x) — 17 quando x — 27, 
-1<g'<0 para x > 2 e g'(x) >-1* quando x > 2*; 

b. g(2) = 2, g' < 0 para x < 2, g'(x) — —o quando x — 27, g' > 
O para x > 2 e g'(x) — oo quando x — 2*. 

Esboce o gráfico de uma funçào contínua у = h(x), tal que 

а. h(0)=0,-2 = h(x) = 2 para todo x, h'(x) — оо quando x > 
07, e h'(x) — oo quando x — 07: 

b. (0) = 0, —2 = h(x) = 0 para todos os x, h'(x) — oo quando 
x — 07, e h'(x) — —o quando x — 07. 

Discuta o comportamento de valor extremo da funçào f(x) = 

x sen (1/x), x % 0. Quantos pontos críticos ela possui? Onde 


estáo localizados no eixo x? f tem um mínimo absoluto? Um 
máximo absoluto? (Veja o Ехегсїсїо 49 da Segáo 2.3.) 


Determine os intervalos nos quais a função f(x) = ax? + bx + 
с, a + 0, é crescente e aqueles em que é decrescente. Descreva 
o raciocínio que sustenta a sua resposta. 


Determine os valores das constantes a e b de modo que f(x) = 
ax? + bx tenha um máximo absoluto no ponto (1, 2). 


Determine os valores das constantes a, b, c e d de modo que 
f(x) = a? + bx? + cx + d tenha um máximo local no ponto (0, 
0) e um mínimo local no ponto (1, —1). 

Localize e identifique os valores extremos absolutos de 

a. In (cos x) em [—7/4, 7/3], 

b. cos (In x) em [1/2, 2]. 

a. Prove que f(x) = x — In x é crescente para x > 1. 

b. Usando o item (a), mostre que In x « x sex 1. 


Concavidade e esboco de curvas 


77. Determine os valores máximo e mínimo absolutos de f(x) = 
e* — 2x em [0, 1]. 


78. Onde a função periódica f(x) = 2e*^ (2) assume seus valores 
extremos, e que valores sào esses? 


у 


зеп (х/2) 


у= 2е 


> x 


79. Determine o valor máximo absoluto de f(x) = xX In (х) e 
indique onde a funçào assume esse valor. 


80. а. Provequee*z 1 + x se x > 0. 
b. Use o resultado do item (a) para provar que 


e = 1 + x + is. 


81. Demonstre que funções crescentes e decrescentes são injeto- 
ras. Ou seja, demonstre que, para quaisquer x, e x, em /, х, 4 
x, implica f(x,) # f(x). 

Use os resultados do Exercício 81 para mostrar que as funções dos 

Exercícios 82-86 apresentam inversas em seus domínios. Determine 

uma fórmula para df '/dx usando o Teorema 3 da Seção 3.8. 


82. f(x) = (1/3)x + (5/6) 
83. f(x) = 278 

84. f(x) 21-88 

85. f(x) -(1—xy 

86. f(x) =x? 


4.4 


FIGURA 4.24 О gráfico de f(x) = х é 
côncavo para baixo em (—oo, 0) e côncavo 
para cima em (0, со) (Exemplo 1а). 


Vimos como a primeira derivada nos diz onde uma função é crescente e onde 
é decrescente, e se um mínimo ou máximo local ocorre em um ponto crítico. Nesta 
seção, veremos como a segunda derivada nos fornece informações sobre o modo 
como o gráfico de uma função derivável entorta ou muda de direção. Com esse 
conhecimento sobre a primeira e a segunda derivadas, juntamente com o nosso en- 
tendimento anterior do comportamento assintótico e simetria visto nas Seções 2.6 e 
1.1, podemos agora esboçar um gráfico preciso de uma função. Ao organizar todas 
essas ideias em um procedimento coerente, fornecemos um método para esboçar 
gráficos, revelando visualmente as principais características das funções. Identi- 
ficar e conhecer a localização dessas características é de grande importância para 
a matemática e para suas aplicações em ciência e engenharia, especialmente em 
análise gráfica e interpretação de dados. 


Concavidade 


Como você pode ver na Figura 4.24, a curva у = x? é crescente, quando x au- 
menta, mas as porções definidas nos intervalos (—oo, 0) e (0, oo) se curvam de 
maneiras distintas. Conforme nos aproximamos da origem, pela esquerda ao longo 
da curva, vemos que ela se vira para a nossa direita e fica abaixo de suas tangentes. 
Os coeficientes angulares das tangentes sào decrescentes no intervalo (—oo, 0). (Se 
continuarmos а percorrer a curva para a direita, vemos que ela vira para a esquerda 
e fica acima de suas tangentes. Os coeficientes angulares das tangentes 880 crescen- 


FIGURA 4.25 O gráfico de f(x) = x2 é 
cóncavo para cima em qualquer intervalo 
(Exemplo 1b). 


y” = —senx 


FIGURA 4.26 Uso do sinal de y” para 
determinar a concavidade de y (Exemplo 2). 
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tes no intervalo (0, oo). Esse comportamento de inclinação e mudança de direção 
define a concavidade da curva. 


DEFINIÇÃO О gráfico de uma função derivável у = f(x) é 


(a) cóncavo para cima em um intervalo aberto /, se f' é crescente em /; 
(b) côncavo para baixo em um intervalo aberto /, se f’ é decrescente em /. 


Se у = f(x) possui uma segunda derivada, entáo podemos aplicar o Corolário 3 
do teorema do valor médio para a função da primeira derivada. Concluímos que f’ 
é crescente se f” > 0 em / e decrescente se f" < 0. 


Teste da segunda derivada para concavidade 


Seja y = f(x) uma função duas vezes derivável em um intervalo /. 
1. Se f" > 0 em 1, o gráfico de f ao longo de / é côncavo para cima. 
2. Se f" < 0 em 1, o gráfico de f ao longo de / é côncavo para baixo. 


Se у = f(x) for duplamente derivável, usamos as notações f” e y” de maneira 
intercambiável ao denotar a segunda derivada. 


EXEMPLO 1 


(a) A curva y = xš (Е igura 4.24) é cóncava para baixo em (—oo, 0), onde y" = 6х < 0 
е cóncava para cima em (0, oo), onde y" = 6x > 0. 


(b) A curva y 7 x? (Figura 4.25) é cóncava para cima em (оо, оо), pois sua segunda 
derivada y" — 2 é sempre positiva. 


EXEMPLO 2 Determine a concavidade de y = 3 + sen x em [0, 27]. 


Solução A primeira derivada de y = 3 + sen x é y' = cos x, e a segunda derivada 


é y" = — sen x. O gráfico de y = 3 + sen x é côncavo para baixo em (0, т), onde y” 
= — sen x é negativa. E côncavo рага cima em (7, 27), onde y" = — sen x é positiva 
(Figura 4.26). 

Pontos de inflexáo 


А curva y = 3 + sen x no Exemplo 2 muda de concavidade no ponto (т, 3). 
Como a primeira derivada y' — cos x existe para todo x, vemos que a curva tem uma 
reta tangente de coeficiente angular —1 no ponto (тг, 3). Esse ponto é chamado de 
ponto de inflexão da curva. Observe na Figura 4.26 que a curva cruza a reta tangente 
nesse ponto e que a segunda derivada y" = — sen x tem valor 0 quando x = 7. Em 
geral, temos a seguinte definição: 


DEFINIÇÃO Um ponto em que o gráfico de uma função possui uma reta 


tangente e onde há mudança de concavidade é chamado de ponto de inflexão. 


Observou-se que a segunda derivada de f(x) = 3 + sen x é igual a zero no 
ponto de inflexão (7, 3). Geralmente, se a segunda derivada existe em um ponto 
de inflexão (c, f(c)), então f"(c) = 0. Isso decorre diretamente do teorema do valor 
intermediário sempre que f” é contínua ao longo de um intervalo contendo x = с, 
porque a segunda derivada troca de sinal, nesse intervalo. Mesmo que o pressuposto 
da continuidade seja descartado, continua sendo verdade que f"(c) = 0, desde que 
a segunda derivada exista (embora seja necessário um argumento mais avançado 
nesse caso descontínuo). Uma vez que uma reta tangente deve existir no ponto de 
inflexão, ou a primeira derivada f'(c) existe (é finita), ou existe uma tangente ver- 
tical nesse ponto. Em uma tangente vertical, não existe nem primeira nem segunda 
derivada. Em resumo, chegamos ao seguinte resultado. 
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у = 53 


1 
Ponto de 


-lF inflexão 


FIGURA 4.27 О gráfico de f(x) = x 
possui uma tangente horizontal na origem 
onde a concavidade muda, embora f" nào 
exista em x — 0 (Exemplo 3). 


FIGURA 4.28 О gráfico de y = x* não 
apresenta ponto de inflexào na origem, 
embora nesse ponto y" = 0 (Exemplo 4). 


Ponto de 
inflexáo 


FIGURA 4.29 Ponto de inflexão onde »' e 


y” náo existem (Exemplo 5). 


Em um ponto de inflexáo (c, f(c)), ou f"(c) nào existe ou f"(c) = 0. 


O exemplo seguinte ilustra uma fungáo que possui um ponto de inflexáo onde 
a primeira derivada existe, mas a segunda derivada nào existe. 


EXEMPLO 3 О gráfico de f(x) = х5? tem uma tangente horizontal na origem por- 
que f'(x) = (5/3)? = 0 quando x = 0. No entanto, a segunda derivada 


FU) = (300) 2 Dn 


deixa de existir em х = 0. Todavia, f”(x) < 0 para x < 0 e f"(x) > 0 para x > 0, por- 
tanto a segunda derivada troca de sinal em x = 0 e existe um ponto de inflexáo na 
origem. O gráfico é mostrado na Figura 4.27. 


Observe o exemplo a seguir, que mostra que um ponto de inflexáo náo precisa 
осоггег, mesmo que ambas as derivadas existam e f” = 0. 


EXEMPLO 4 А curva y = x* não possui ponto de inflexão quando x = 0 (Figura 
4.28). Embora a segunda derivada y” = 12x? seja zero nesse ponto, náo ocorre mu- 
Чапса de sinal. 


Como ilustração final, mostraremos uma situação em que um ponto de inflexão 
осогге em uma tangente vertical à curva em que nem a primeira nem a segunda 
derivada existem. 


EXEMPLO 5 О gráfico de y —x!? possui um ponto de inflexão na origem porque | 


а segunda derivada é positiva para x « 0 e negativa para x > 0: 


” _ d^ (yy d (VY Son) _ 2-5 
y -L (r = K 13" шин 


Porém, tanto y' = x23/3 quanto y" não existem em x = 0, onde há uma tangente 
vertical. Veja a Figura 4.29. 


Ao estudarmos o movimento de um corpo que se desloca ao longo de uma reta 
em fungáo do tempo, geralmente temos interesse em saber quando a aceleragáo do 
corpo, dada pela segunda derivada, é positiva ou negativa. Os pontos de inflexáo no 
gráfico da função posição do corpo nos revelam onde o sinal da aceleração muda. 


EXEMPLO 6 Uma partícula se desloca ao longo de uma reta horizontal (positiva à | 


direita) de acordo com a função posição 
8()-28-142-22:-5, t20. 
Determine a velocidade e a aceleração e descreva o movimento da partícula. 


Solucáo А velocidade é 
v(r) = s'(t) = 68 — 281 + 22 = 2(t — 1131-11), 


е a aceleração é 


a(t) = v'(t) = s" (t) = 12t 28 = 4(3t — 7). 


Quando a função s(t) é crescente, a partícula se desloca para a direita; quando s(/) é 
decrescente, a partícula se desloca para a esquerda. 
Note que a primeira derivada (v = 5') é zero nos pontos críticos t= 1 e t= 11/3. 
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Intervalo 0<1<1 1<1<11/3 113 <t 
Sinal de v = s' + - + 
Comportamento de s crescente decrescente crescente 
Movimento de partícula para a direita рага a esquerda para a direita 


A partícula se desloca para a direita nos intervalos de tempo (0, 1) e (11/3, со), 
e para a esquerda em (1, 11/3). Além disso, fica momentaneamente parada (em 
repouso) em /= 1 e #= 11/3. 

A aceleração a(t) = s"(t) = 4(3t — 7) é zero quando t = 7/3. 


Intervalo 0<1<7/3 7/3 «t 
Sinal de a — s" = + 
Gráfico de s côncavo para baixo côncavo para cima 


A partícula começa a se deslocar para a direita enquanto diminui a rapidez, e 
depois troca de sentido e começa a se deslocar para a esquerda em t = 1, sob a in- 
fluência da aceleração para a esquerda no intervalo de tempo [0, 7/3). A aceleração, 
então, muda de sentido em / = 7/3, mas a partícula continua se deslocando para a 
esquerda, enquanto diminui a rapidez sob a aceleração para a direita. Em /= 11/3, a 
partícula troca de sentido novamente: ela se desloca para a direita na mesma direção 
que a aceleração. G 


Teste da segunda derivada para extremos locais 


Em vez de procurarmos a mudança de sinal nos pontos críticos de f”, ás vezes po- 
demos usar o teste seguinte para determinar a presença e a natureza dos extremos locais. 


TEOREMA 5 — Teste da segunda derivada para extremos locais Supo- 
nha que f” seja contínua em um intervalo aberto que contenha x = с. 


1. Se f'(c)=0 e f"(c) < 0, então f tem um máximo local em x = c. 
2. Se f'(c) = 0 e f"(c) > 0, então f tem um mínimo local em x = c. 


3. Se f'(c) = 0 e f"(c) = 0, então o teste falha. A função f pode ter um máxi- 
mo local, um mínimo local ou nenhum dos dois. 


Prova Parte 1. Se f"(c) < 0, então f"(x) < 0 em um intervalo aberto / que contém о 
ponto c, uma vez que f” é contínua. Portanto, f' é decrescente em /. Como f'(c) = 0, 
o sinal de f” muda de positivo para negativo em c, e assim f apresenta um máximo 
local em c de acordo com o teste da primeira derivada. 

Г-0,/«0 f=0,f">0 A prova da Parte 2 é semelhante. 

= local max = local min Para a Parte 3, considere as três funções y —x*, у=—х*е у=. Para cada fun- 
ção, a primeira e a segunda derivadas são nulas em x = 0. Apesar disso, nesse ponto, 
a função y=x* apresenta um mínimo local, y —— x! apresenta um máximo local e y 
= x? é crescente em qualquer intervalo aberto que contenha x = 0 (não apresentando 
nenhum máximo ou mínimo nesse ponto). Em outras palavras, o teste falha. 

Esse teste exige que conheçamos /” apenas em с, e não em um intervalo em 
torno de c. Isso o torna fácil de aplicar. Essa é a boa notícia. A má notícia é que o 
teste é inconcludente quando f” = 0 ou f" não existe para x = c. Quando isso ocorre, 
deve-se voltar ao teste da primeira derivada para extremos locais. 

Juntas, f' e f” nos dizem o formato do gráfico da função, isto é, onde os pontos 
críticos se localizam e o que acontece em um ponto crítico, onde a função é cres- 
cente e onde é decrescente, e como a curva muda de direção ou se inclina, conforme 
definido por sua concavidade. Usamos essas informações para esboçar um gráfico 
da função que capte todos esses seus aspectos-chave. 
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EXEMPLO 7  Esboce um gráfico da função 

х) = x! - 48 + 10 
realizando as etapas a seguir: 
(a) Identifique onde os extremos de f ocorrem. 


(b) Determine os intervalos em que f é crescente e os intervalos em que / é de- 
crescente. 


(c) Determine onde o gráfico de f é cóncavo para cima e onde ele é cóncavo para 
baixo. 


(d) Esboce a forma geral do gráfico de f. 


(e) Trace alguns pontos específicos, tais como os pontos de máximo e mínimo locais, 
e os interceptos dos eixos x e y. Em seguida, esboce a curva. 


Solução А função f é contínua, pois f'(x) = 4x? — 12x? existe. O domínio de f é (= oo, oo), 
e, portanto, o domínio de f' também é (—oo, oo). Assim, os pontos críticos de f 
ocorrem apenas nas raízes de f”. Uma vez que 

Р(х) = 43 - 1202 = Ax*(x - 3), 


a primeira derivada é zero quando x = 0 e x = 3. Usamos esses pontos críticos para 
definir os intervalos em que f é crescente ou decrescente. 


Intervalos x«0 0<х<3 3<x 
Sinal de f' - - + 


Gráfico de f decrescente decrescente crescente 


(a) Usando o teste da primeira derivada para extremos locais e a tabela acima, podemos 
ver que não há extremo quando x = 0, e que há um mínimo local quando х = 3. 

(b) Usando a tabela acima, podemos ver que f é decrescente em (—oco, 0] e [0,3], 
e crescente em [3, оо). 

(c) f(x) = 12x? - 24x = I2x(x — 2) é zero quando x = 0 e x = 2. Usamos esses pon- 
tos para definir intervalos em que f é cóncava para cima ou para baixo. 


Intervalo x<0 0<x<2 2<x 
Sinal de f” + - + 
Gráfico de f côncavo para cima côncavo para baixo côncavo para cima 


Podemos ver que / é côncava para cima nos intervalos (—оо, 0) e (2, оо) e côncava 
para baixo em (0, 2). 
(d) Resumindo as informações apresentadas nas duas tabelas, obtemos: 


x<0 0<х<2 2<x<3 3<x 


decrescente decrescente decrescente crescente 
côncavo para cima côncavo para baixo côncavo para cima côncavo para cima 


A forma geral da curva é 


Forma geral 


1 1 I 
decr. ! decr. | decr. ! cresc. 
I ' ' 
cónc. p/ À cónc. p/ ¡cónc. р/ | cónc. p/ 
cima ! baixo ! cima ! cima 
0 2 3 
' ' ' 
І ! ! 
ponto ponto min. 


de infl. de infl. local 


y = x! — A +10 


Ponto de 10) 
inflexão 5 
1 
-1 0 

-5 


Ponto de 
inflexáo 


(3,-17) 
Mínimo 
local 


FIGURA 4.30 Gráfico de f(x) =x! — 4? 
+ 10 (Exemplo 7). 
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(e) Trace os pontos de interseção da curva (se possível) e os pontos onde у e y” são 
zero. Indique quaisquer valores extremos locais e pontos de inflexáo. Use a for- 
ma geral como um guia para esbogar a curva. (Trace pontos adicionais quando 


necessário.) A Figura 4.30 apresenta o gráfico de f. 


Os passos do Exemplo 7 fornecem um procedimento para a representação grá- 


fica das principais características de uma função. 


Estratégia para construir o gráfico de y — f(x) 


1. Identifique o domínio de f e qualquer simetria que a curva possa ter. 


Determine as derivadas y' e y". 


3. Determine os pontos críticos de f, se houver, e identifique o comportamento 


da função em cada um deles. 
. Determine onde a curva sobe e onde ela desce. 


tas que existirem. 


Determine os pontos de inflexáo, caso haja, e a concavidade da curva. 
. Identifique todas as assíntotas que possam existir (veja a Segáo 2.6). 


. Trace os pontos mais importantes, tais como os interceptos dos eixos e aque- 
les encontrados nos Passos 3-5, e esboce a curva juntamente com as assínto- 


(x + 1)? 


EXEMPLO 8  Esboce o gráfico de f(x) = TER 
х 


Solucáo 


1. O domínio de f é (—oo, оо), e nào há simetrias em torno dos eixos ou da origem 


(Seção 1.1). 
2. Determine f' e f”. 


(x + 1)? Intercepto do eixo x em x = -1, | 
f(x) ын dex) Intercepto do eixo y (y — 1) | 
- emx = 0 
Ро) = (1 + 12)-2(x + 1) — (x + 1)-2x 
(1 + x2)2 
_ 2(1 — x?) Pontos críticos: 
(1 + x22 F х2)2 х= -1,х = 1 
prq) = (Lx 2-9 — 20 -хЭр0 + x2)-2X] 
й (1 + x2)4 
2 
= 4x(x^ — 3) Depois de alguns 
(14 x cálculos algébricos 


3. Comportamento nos pontos críticos. Os pontos críticos ocorrem apenas em x — 
+1, onde f'(x) = 0 (Passo 2), uma vez que f’ existe em qualquer ponto ao longo 
do domínio de f. Em x ——1, f"( —1) = 1 > 0, resultando em um mínimo relativo 
conforme o teste da segunda derivada. Em x = 1, f"(1) = —1 < 0, resultando em 
um máximo relativo conforme o teste da segunda derivada. 


4. Subida e descida. Vemos que, no intervalo (-оо, — 1), a derivada f'(x) < 0, ea 
curva é decrescente. No intervalo (-1, 1), f'(x) > 0 e a curva sobe; ela desce em | 


(1, 00), onde f'(x) < 0 novamente. 
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Ponto de inflexáo 


Assíntota 
horizontal 


: > x 


Ж 
Ponto de inflexáo 
onde x = —V3 


FIGURA 4.31 Gráfico de y = 


(Exemplo 8). 


(x + 1)? 
1+х? 


5. Pontos de inflexão. Observe que o denominador da segunda derivada (Passo 2) 
é sempre positivo. A segunda derivada f” é nula quando x = 3, 0 e V5. 
Ela muda de sinal em cada um desses pontos: é negativa em (—оо, -М3 А 
positiva em ( = v, 0) ,negativa em (0, v3) , € positiva de novo em ( v, со). 
Assim, cada ponto é uma шїїехдо. A curva é cóncava para baixo no interva- 
lo (—оо, -V3), cóncava para cima em (- VA, 0), cóncava para baixo em 
(0, v3) ‚ e torna-se novamente côncava para cima em ( УЗ, оо) i 

6. Assíntotas. Ao expandir o numerador de f(x) e dividir tanto o numerador quanto 
о denominador por x?, temos 

C+? 2041 

143200 1 + x2 


f(x) = 


Expansáo do numerador 


1 + (2/x) + (1/x?) 
| afl 


Divisào por x? 


Vemos que f(x) — 1*, quando x — oo, e que f(x) — 1”, quando x — — оо. Assim, a 
reta y = 1 é uma assíntota horizontal. 

Como f decresce em (—oo, — 1) e depois cresce em (-1, 1), sabemos que /(-1) = 
0 é um mínimo local. Embora f decresça em (1, оо), ela nunca cruza a assíntota ho- 
rizontal y = 1 nesse intervalo (ela se aproxima da assíntota de cima para baixo). Por 
isso, o gráfico nunca se torna negativo, e /(-1) = 0 também é um mínimo absoluto. 
Da mesma forma, f(1) — 2 é um máximo absoluto porque o gráfico nunca cruza 
a assíntota y = 1 no intervalo (—oo, — 1), aproximando-se dela de baixo para cima. 
Portanto, não existem assíntotas verticais (a imagem de f é 0 < y = 2). 
7. O gráfico de f está esboçado na Figura 4.31. Observe como a curva fica cóncava 


para baixo, quando se aproxima da assíntota horizontal y = 1, quando x — — oo, 
e cóncava para cima ao se aproximar de y = 1, quando x — oo. 


x44 


EXEMPLO 9  Esboce o gráfico de f(x) = m 


Solução 

1. O domínio de f são os números reais não nulos. Não existem interceptos porque 
nem x nem f(x) podem ser zero. Desde que f(-x) = —f(x), pode-se constatar que 
f é uma função ímpar, e então o gráfico de f é simétrico em torno da origem. 


2. Temos que calcular as derivadas da função, mas primeiro as reescreveremos em | 
ordem para simplificar os cálculos: 


Função simplificada para a derivação 


1 2 х -4 
Т (х) = 27 E = 22 Combine as fragóes para resolver / (х) = 0 facilmente 
” 4 
Ро) = E Existe em todo o domínio de f 


3. Os pontos críticos ocorrem em x = +2, onde f'(x) = 0. Como f"(-2) < 0 e f"(2) 
7 0, vemos pelo teste da segunda derivada que ocorre um máximo relativo em x 
=-2 сот f(-2) = 2, e um mínimo relativo em x = 2 com /(2) = 2. 

4. No intervalo (—oo, — 2), a derivada f' é positiva, porque x? — 4 > 0, e assim a 
curva é ascendente; no intervalo (—2, 0), a derivada é negativa e a curva 6 des- 
cendente. Do mesmo modo, a curva desce no intervalo (0, 2) e sobe em (2, оо). 


+ 
FIGURA 4.32 Gráfico de y = * 2 - 
(Exemplo 9). 
y 
ё у =e? 
4 
3 
Ponto de 2 


inflexão 


FIGURA 4.33 O gráfico de y = e?" 
apresenta um ponto de inflexão em 
(-1,e2). A reta у = 1 é uma assíntota 
horizontal e x = 0 é uma assíntota vertical 
(Exemplo 10). 
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5. Não há pontos de inflexão porque f"(x) < 0 sempre que х < 0, f"(x) > 0 sempre 
que x > 0 e f" existe em toda parte e nunca é nula em todo o domínio de f. A 
curva é cóncava para baixo no intervalo (—co, 0) e cóncava para cima no inter- 
valo (0, со). 


6. A partir da fórmula reescrita para f(x), vemos que 


im [X + 2) = m CN = = 
эр (ž +2) = +00 e Jim (z+ 2) oo, 


de modo que o eixo y é uma assíntota vertical. Além disso, quando x — co ou quan- 
do x — - oo, o gráfico de f(x) se aproxima da reta y = x/2. Assim, y = x/2 é uma 
assíntota oblíqua. 


7. O gráfico de f está esboçado na Figura 4.32. 
EXEMPLO 10 Esboço do gráfico de f(x) = е2“. 


Solucáo O domínio de f é (—oo, 0) U (0, oo), e nào há simetrias em torno dos eixos 
ou da origem. As derivadas de f sáo 


1 2l 2 > 2/x 
ro e( 2) 2 


х 


x?Qe?*(—2/x?) — 2e?2(2x) 4e +x) 
го) = 3 - x 

25 х 
Ambas as derivadas existem em qualquer ponto do domínio de f. Além disso, como 
ex e x? são positivos para qualquer x # 0, vemos que /' < 0 sobre o domínio e a 
curva sempre desce. Ao examinarmos a segunda derivada, vemos que f"(x) = 0 em 
x —-1. Como е?*> 0 ex^ > 0, temos f" < 0 para x <— 1 e f" > 0 para x>— 1, x # 0. 
Portanto, o ponto (-1, e 2) é um ponto de inflexào. A curva é cóncava para baixo по 
intervalo (оо, — 1) e cóncava para cima sobre (-1, 0) О (0, оо). 

Pelo Exemplo 7 da Seção 2.6, vemos que lim, f(x) = 0. Quando x — 07, 
vemos que 2/x — oo, portanto іт, + f(x) = сое o eixo y é uma assíntota vertical. 
Além disso, quando x — — oo, 2/x — 07, e então lim, , f(x) = e? = 1. Conse- 
quentemente, y = 1 é uma assíntota horizontal. Nào há extremos absolutos, já que f 
nunca assume o valor 0. O gráfico de f está esbogado na Figura 4.33. 


Comportamentos dos gráficos de funcóes a partir de derivadas 


Como vimos nos Exemplos 7-10, podemos saber quase tudo o que pre- 
cisamos sobre uma fungáo duas vezes derivável y = f(x) ao examinarmos sua 
primeira derivada. Podemos saber onde o gráfico da função sobe ou desce e 
onde quaisquer extremos locais estáo localizados. Podemos derivar y' para saber 
como o gráfico se curva quando passa pelos intervalos de subida e descida. Po- 
demos determinar a forma do gráfico da fungáo. A informagáo que nào conse- 
guimos obter a partir da derivada é como colocar o gráfico no plano cartesiano 
xy. Mas, conforme descobrimos па Seção 4.2, a única informação adicional de 
que necessitamos para situar o gráfico é o valor de f em um ponto. Informagóes 
sobre as assíntotas sáo encontradas por meio do uso de limites (Segáo 2.6). A 
figura seguinte resume como a derivada e a segunda derivada afetam a forma de 
um gráfico. 
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Exercícios 4.4 


Derivável 2 suave, 
conexa; o gráfico pode 
subir e descer 


у" > 0 = sempre côncava 
para cima; sem ondulações; 


y' muda de sinal => o 
gráfico apresenta máximo 
ou mínimo locais 


y' > 0 = cresce da 
esquerda para a direita; 
pode ser ondulada 


y” < 0 2 sempre cóncava 


para baixo; sem ondulações; 


y = Оеу" < Оетит 
dado ponto; o gráfico 
apresenta um máximo local 


у' < 0 = decresce da 
esquerda para a direita; 
pode ser ondulada 


Ра 


y” muda de sinal em um 
ponto de inflexáo 


y =0ey”>0emum 
dado ponto; o gráfico 
apresenta um mínimo local 


Análise de funcóes representadas graficamente 5. 7. 
Identifique os pontos de inflexáo e os máximos e mínimos locais у= x+ sen 2x,- 28 аса i у = sen |х|,-2т =х=2т 
das fungóes representadas graficamente nos Ехегсїсїоз 1-8. Iden- y y 
tifique os intervalos em que as funções são côncavas para cima e 
aqueles em que elas sáo cóncavas para baixo. 
х 
0 
1 3 E 2m 
` f 3 3 FORA DE ESCALA 
уг A уа у= 02-19 
? з 2 3 5 
y ) 
6. 8. 
у= РЕ = a 
y =18x 41,7 36 y=2008x – Vix, -m x= 2E 
£ y y 
x 0 
0 
0 зт * 
$: IT 
0 5 2 
2. 4. 
К у= EG? — 7) Gráficos de equacóes 
pee 23344 y 


Represente graficamente as equações dos Exercícios 9-58 seguindo 


os passos do procedimento para construção de gráficos da página 
237. Inclua as coordenadas de quaisquer pontos extremos e absolu- 
tos locais e pontos de inflexão. 
x 
0 9. у=х?—4х+3 13. у= 23 + 62-3 
10. y=6-2x-x? 14. у= 1 9х 62-23 
11. у=х-3х+3 15. у= (х 2) +1 


12. у= х(6 – 2х) 16. у= 1- (x 1)? 
17. y=x*— 22 = x2(x2 — 2) 


18. y=*+61-4=xX6-x?)-4 
19. у=49—х#=х(4-х) 
20. y2x* +253 =х%(х +2) 
21. y=x5— 5x^ = x*(x— 5) 


is 4 
22. у = “E - ) 


0=x=2 
24. y=x-senx, 0<х<2т 
25. y = Vx — 2cosx, 0 = x= 2m 


23. у= x+ sen х, 


4 = T 
26. y 3* tg x, 2 SS 2 
27. y=senxcosx, 0<х<=т 


28. у = cosx + V3 sen x, 0 < x < 27 


29. у= х! 38. у= (2 – х2)22 
30. у= 22% 39. у = V16 — x? 
31. y == 40. у= 2+ 2 
| 2 
— 4. у= 23 
32. у= 1-х? "YE m 
` 2х +1 42. у = V6 +1 
33. у= 2х - 323 8х 
34. у= 5315 — 2x DA 
5 5 
35. у= (3 = +) 44. у= 
4 2 z х* + 5 


36. у-х2(х-5) 


37. у = х\/8 — х? 46. у= i? - 2x| 
У-х x0 
47. у= V |х| = (ve 


х2 0 
48. y = Vlx – 4| 54. y-xe* 
49. y=xe!* 55. y = In (cos x) 
e Inx 
50. у = = 56. у = — 
1 V 


51. y=In(3-x2) 


52. y=x (In x}? 57. y = ТЕ 
53. y=e"-2e *-3x as e" 

58. y Гэ 
Esboco da forma geral a partir de y 


Cada um dos Exercícios 59-80 fornece a primeira derivada de uma 
função contínua y = f(x). Determine y" e então use os passos 2-4 
do procedimento para construgáo de gráficos da página 237 para 
esbogar a forma geral do gráfico de f. 


59. y =2+x-xY 63. у=х(х?—12) 

60. у=?-х-6 64. y =(х- 1)(2х+ 3) 
61. '=хх-3ў 65. y = (8х — 5X2)(4 — x) 
62. y =x2(2 — x) 66. у = (х2 — 2х)(х – 5)? 


, 2 7 п 
67. у sec” х, E Aa 
‚= = ДЕ 
ткн. 2 <x <ç 
69. у = соро, 0<0 < 27 
70. у' = cossec? 2, 0<0<2т 
, 2 т т 
П. у= 10700-1, EIA 
72. y =1-cotg?8, 0<0<т 
73. у =c0st, 0=1=27 
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74. у =sent, 0<<2т 
75. y =(х+ 1)23 

76. y =(х-– 2) 18 

TI. У-х2З(х-1) 

78. у 2x (x 1) 


—2x, x € 0 
79. у = 2|х| = 7 
ур 5 x>0 
zx?» xx0 
80. у = 
á 12 x 20 


Esboco de y a partir dos gráficos y' e y" 

Cada um dos Exercícios 81-84 apresenta o gráfico da primeira e da 

segunda derivada de uma função y = f(x). Copie a figura e adicione 

a ela o esbogo de f, considerando que a curva passa pelo ponto P. 
81. 83. 


P» у=/'О) 


y-f'Q) pẹ 

Gráficos de funções racionais 
Esboce o gráfico das funções racionais nos Exercicios 85-102. 
85. irl эз. у= 5 

2_ d o. 
86 у= EL 94. у= -5 
87. у = = 95. у= 5+1 
88. у = Ес 4 96. у= са ош 
е MES me on 
MER uix 
91. y = 22 p= 
92. y = 5 = : 100. y = = 
101. y = = (Bruxa de Agnesi) 
102. y = (Serpentina de Newton) 
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Teoria е exemplos 


103. A figura a seguir mostra uma parte do gráfico de uma função 
duas vezes derivável y = f(x). Em cada um dos cinco pontos 
marcados, classifique y” e y” como positiva, negativa ou nula. 


y 


104. Esboce uma curva contínua y = f(x) com 


f(2)28, f'Q2) = f'C2) = 0, 
FO) = 4, f(x) < 0 para |х| < 2, 
f(2) ^ 0, f" (x) < 0 para x < 0, 


ТО» О рага |х| > 2, — f"(x) > 0 para x > 0. 


105. Esboce o gráfico da fungáo duas vezes derivável y = f(x) 
com as seguintes propriedades. Quando possível, indique as 


coordenadas. 

x y Derivadas 
х<2 <0, у'>0 
2 1 y=0, у'>0 
2<x<4 y>0, у">0 
4 4 y20, у"=0 
4<x<6 y>0, y'«0 
6 7 у=0, y'«0 
x>6 у<0, у"<0 


106. Esboce o gráfico de uma função duas vezes derivável у = f(x) 
que passe pelos pontos (-2, 2), (-1, 1), (0, 0), (1, 1) e (2, 2), e 
cujas duas primeiras derivadas tenham a seguinte distribuição 
de sinais: 


Deslocamento sobre uma reta Nos Exercícios 107 e 108, os grá- 
ficos mostram a posigáo s — f(r) de um corpo que se desloca para 
cima e para baixo sobre uma reta coordenada. (a) Quando o corpo 
se afasta da origem? E quando ele se aproxima dela? Em que ins- 
tantes, aproximadamente, a partícula apresenta (b) velocidade igual 
a zero? (c) E aceleração igual a zero? (d) Quando a aceleração é 
positiva? E negativa? 

107. 


Deslocamento 


© 


Tempo (8) 


- 
э 
ЕД 


» ^ 


Deslocamento 


© 


Tempo (8) 


109. Custo marginal O gráfico a seguir mostra o custo hipotéti- 
co c = f(x) em que se incorre para fabricar х itens. Em aproxi- 
madamente qual шуе! de produgáo o custo marginal muda de 
decrescente para crescente? 


с 


Custo 


20 40 60 80 100120 
Milhares de unidades produzidas 


110. O gráfico a seguir mostra a receita mensal da Widget Corpo- 
ration nos últimos 12 anos. Durante aproximadamente quais 
intervalos de tempo a receita marginal foi crescente? E de- 
crescente? 


111. Suponhamos que a derivada da fungáo y = f(x) seja 
y = (х-1у/(х-2). 


Em que pontos, se houver, o gráfico de f apresenta um míni- 
mo local, um máximo local, ou um ponto de inflexào? (Dica: 
desenhe o padrão de sinais de y”.) 


112. Suponha que a derivada da função y = f(x) seja 
у'=(х- 1)(х-2)(х-4). 


Em que pontos, se houver, o gráfico de / apresenta um míni- 
mo local, um máximo local ou um ponto de inflexáo? 


113. Para x > 0, esboce a curva y = f(x) que tem f(1) = 0 e f(x) 
= 1/х. O que se pode dizer sobre a concavidade dessa curva? 
Justifique sua resposta. 


114. O que se pode dizer sobre o gráfico de uma função y = f(x) 
que possui uma segunda derivada contínua que nunca é zero? 
Justifique sua resposta. 

115. Se b, c e d são constantes, para qual valor de b a curva y = x° 
+ bx? + cx + d apresentará um ponto de inflexão em x = 1? 
Justifique sua resposta. 


116. 


Parábolas 
a. Determine as coordenadas do vértice da parábola 


у=а?+Ьх+с, a#0. 


b. Quando essa parábola é cóncava para cima? E onde ela 6 
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122. Determine os valores das constantes a, b e с, de modo que o 
gráfico de y = (x? + a)/(bx + c) tenha um mínimo local em x= 
3 e um máximo local em (-1, —2). 


USO DO COMPUTADOR 


cóncava para baixo? Justifique sua resposta. 


117. Curvas quadráticas 


Justifique sua resposta. 
118. Curvas cúbicas 


Justifique sua resposta. 


119. Suponha que a segunda derivada da função у = f(x) seja 


y” = (х + 1)(х-2). 


Para que valores de x o gráfico de f apresenta um ponto de 


O que se pode dizer sobre os pontos 
de inflexào de uma curva quadrática y = ax? + bx + c, a # 0? 


O que se pode dizer sobre os pontos de in- 
flexão de uma curva cúbica y = ax? + bx? + cx + d, a # 0? 


Nos Exercícios 123-126, determine os pontos de inflexào (se hou- 
ver) no gráfico da função e também as coordenadas dos pontos no 
gráfico onde a fungáo possui mínimos ou máximos locais. Depois, 
esboce o gráfico da função em uma região suficientemente grande 
para visualizar todos esses pontos. Adicione à figura os gráficos da 
primeira e da segunda derivadas da fungáo. Como os valores onde 
esses gráficos cruzam o eixo x se relacionam com o gráfico da fun- 
ção? De que outras formas os gráficos das derivadas se relacionam 
com o gráfico da fungáo? 

123. y = хў - 5x* – 240 

124. у= х3 – 12? 


inflexào? 4 5 2 
: 2 : 125. y = 2:38 + 16x? — 25 
120. Suponha que a segunda derivada da função у = f(x) seja 2 А 
y' =х(х-2)%(х +3). 126. у = r1 - E — Ax? + 12x + 20 


Para que valores de x o gráfico de f apresenta um ponto de 


inflexáo? 


121. Determine os valores das constantes a, b e c, de modo que 
o gráfico de y = ax? + bx? + cx tenha um máximo local em 
x= 3, um mínimo local em x = —1 e um ponto de inflexão em 


(1, 11). 
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BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Guillaume François Antoine de l' Hópital 


(1661-1704) 


Johann Bernoulli 
(1667-1748) 


Formas indeterminadas e regra de l'Hópital 


127. Esboce o gráfico de f(x) = 2x* — 4x? + 1 juntamente com o de 
suas duas primeiras derivadas. Comente o comportamento de f em 
relagáo aos sinais e valores de f' e f". 

128. Esboce o gráfico de f(x) = x cos x juntamente com o de sua 
segunda derivada para 0 = x < 27. Comente o comportamento do 
gráfico em relação aos sinais e valores de f". 


John (Johann) Bernoulli descobriu uma regra usando derivadas para calcular 
limites de fragóes cujos numeradores e denominadores se aproximam de zero ou 
de + оо. A regra é hoje conhecida como regra de l'Hópital, assim chamada em 
homenagem a Guillaume de 1” Hópital. Ele era um nobre francês que escreveu o pri- 
meiro texto introdutório de cálculo diferencial, onde a regra apareceu impressa pela 
primeira vez. O cálculo de limites que envolvem funções transcendentes geralmente 
exige o uso da regra. 


Forma indeterminada 0/0 


Se quisermos saber como a fungáo 


F(x) 21 rs 


se comporta próximo a x = 0 (onde é indefinida), podemos analisar o limite de F(x) 
quando x — 0. Nào podemos aplicar a regra do quociente para limites (Teorema 1 
do Capítulo 2) porque o limite do denominador é 0. Além disso, 116886 caso, tanto o 
numerador quanto o denominador se aproximam de 0, e 0/0 é indefinido. Em geral, 
tais limites podem ou não existir, mas o limite existe para a função F(x) em discus- 
são por meio do uso da regra de l' Hópital, como veremos no Exemplo ld. 

Se ambas as funções contínuas f(x) e g(x) são zero em x = a, então 


não pode ser determinada pela substituição de x = a. A substituição resulta em 0/0, 
uma expressáo sem sentido, que nào podemos avaliar. Usamos 0/0 como uma nota- 
çào para uma expressáo conhecida como uma forma indeterminada. Muitas vezes, 
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| Atençào 
Para aplicar a regra de l'Hópital a f/g, 


divida a derivada de f pela derivada 
de g. Nào caia na armadilha de tornar 
a derivada de f/g. O quociente a ser 
utilizado é f'/g”, e nào (f/g)'. 


ocorrem outras expressões sem sentido, como 00/09, оо · 0, oo — oo, 0% e 1%, que nào 
podem ser avaliadas de forma consistente; elas também sáo chamadas de formas 
indeterminadas. Ás vezes, mas nem sempre, os limites que levam ás formas inde- 
terminadas podem ser calculados por cancelamento, rearranjo dos termos ou outras 
manipulações algébricas. Essa foi a nossa experiência no Capítulo 2. Foi necessária 
uma análise considerável na Seção 2.4 para determinar lim, ,, (sen x)/x. Mas tive- 
mos sucesso com o limite 


fe) — fla) 


f'(a) = іта, 


com o qual calculamos derivadas e que produz a forma indeterminada 0/0 quando 
substituímos x = a. A regra de l'Hópital nos permite tirar partido das derivadas para 
avaliar os limites que, de outro modo, conduziriam a formas indeterminadas. 


TEOREMA 6 — Regra de l'Hópital Suponha que f(a) = g(a) = 0, que f eg 
sejam deriváveis em um intervalo aberto / contendo a e que g'(x) # 0 em / se 
x + a. Então 

ш Ы. 

xoa g(x) хәа g'(x)’ 


supondo que o limite do lado direito dessa equação exista. 


Apresentaremos uma prova do Teorema 6 ao final desta segáo. 


EXEMPLO 1 Os limites a seguir envolvem formas indeterminadas de 0/0, de 
modo que aplicamos a regra de l'Hópital. Em alguns casos, deve ela ser aplicada 
repetidamente. 


(a) lim 3x — sen x lim 3 — cosx _ 3 —cosx 2 
x 


Vl+x= 1 . 2М14Х 1 


mi cv i “E 
.oMWITxx—-l-Xx2 0 
© in x p 
‚_ Q/2)1 +3 = 1/2 0 
= lim Ainda л: 
x—0 2x derive NR 
—(1/4)(1 + x) 3⁄2 1 ° 
= lim = Nào mais —; 
x—0 2 8 limite determinado. 
ro Хх — Se X 0 
o m з ° 
= jig; 1 5082 0985 inda? 
x—0 3x* 0 
Loans Senx -- 
= lim бс Ainda 0 
cosx _ 1 


Náo mais $: limite determinado. 


A6 6 


Segue um resumo do procedimento que usamos no Exemplo 1. 
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Uso da regra de l'Hópital 


Para determinar 
. fe) 
lim — 
x>a g(x) 
pela regra de l'Hópital, continue a derivar f е g, contanto que ainda seja possível 
obter a forma 0/0 em x = a. Mas, logo que uma ou outra dessas derivadas for 
diferente de zero em x = a, pare de derivar. A regra de l'Hópital nào se aplica 
quando há no numerador ou no denominador um limite finito diferente de zero. 


EXEMPLO 2 Tenha cuidado em aplicar a regra de Г.Ндриа! corretamente: 


sn dq — Cosa 0 
lim ————- = 
х-0 x+ x° 0 
= lim PL = d as O. Nãomais ©; limite determinado 
- — =т= 0. 1 s =; е E 
x>01+2x 1 0 


Até agora o cálculo está correto, mas se continuarmos a derivar em uma tentativa de 
aplicar a regra de l'Hópital mais uma vez, obteremos 


im €95X = l 
х0 2 2° 


que não é o limite correto. A regra de l' Hópital pode ser aplicada somente aos limi- | 
tes que resultam em formas indeterminadas, e 0/1 não é uma forma indeterminada. + 


A regra de l''Hópital também se aplica a limites laterais. 


EXEMPLO 3 Nesse exemplo, os limites laterais são diferentes. 


: senx 0 

(a) lim — = 

x>0 х 0 

| Lembre-se de que oo e +oo significam a = lim, r3 = 00 Positivo para x > 0 
mesma coisa хээр 

š senx 0 

(b) lim — = 

xU Хо 0 

" cosx 
= lim —— = —oo Negativo para x < 0 
x>0 2х E 


Formas indeterminadas оо/оо, oo - 0, oo - oo 


Às vezes, quando tentamos avaliar um limite quando x — a pela substituição 
de x = a, obtemos uma forma indeterminada como 00/00, oo * 0 ou oo — co, em vez 
de 0/0. Primeiro, consideraremos a forma 00/00. 

Em tratamentos mais avançados de cálculo é provado que a regra de l' Hópital se 
aplica à forma indeterminada 00/00 bem como a 0/0. Se f(x) — +оо e g(x) — + co, 
quando x — a, então 

SO 70) 
lim —— = lim 
xa g(x) xa g'(x) 


desde que o limite da direita exista. Na notagáo x — a, a pode ser finito ou infinito. 
Além disso, x — a pode ser substituído pelos limites laterais x > a* oux > a`. 


EXEMPLO 4 Determine os limites dessas formas oo/oo: 


y secx , Inx 
1 I GE NUES I 1 
(a) m l + tgx e 3 05 2V% x—00 x 
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Solução 

(a) O numerador e o denominador são descontínuos em x = 7/2, então investiga- 
remos os limites laterais. Para aplicar a regra de l'Hópital, podemos escolher 7 
como qualquer intervalo aberto com x = 7/2 como uma extremidade. 


4 sec X oo 
tar T+ tex so da esquerda 
= lim вес х1 х = lim ѕепх = 1 
x—(7/2)  sec^x x—(z/2) 


O limite à direita também é 1, com (-00)/(-00) como forma indeterminada. Portan- 
to, o limite bilateral é igual a 1. 


. ах ES d. lx Ve 1 
b) lim = lim lim 0 = == 
0) x>% 2Y/x x>% 1/Vx хоо A/x умх * o vr 
"e AMETE et 
e Шш + + Шш. т 


Em seguida, voltamos nossa atengáo para as formas indeterminadas oo : 0 e 
оо — оо. Аз vezes, essas formas podem ser tratadas com álgebra e ser convertidas 
na forma 0/0 ou 00/00. Aqui, novamente, nào queremos sugerir que оо · 0 e oo — oo 
sejam números. Eles são apenas notações de comportamentos funcionais quando 
se considera limites. Seguem alguns exemplos de como trabalhar com essas formas 
indeterminadas. 


EXEMPLO 5 Determine os limites das formas оо-0: 


(a) lim (smt) (b) lim Мх 
х-»00 x>0 


Solucáo 
(a) lim xsend = lim l inh — ]im зеп _ 1 c0-0;façah = 1/x 
x—00 x 1—0* \Л —0 Л е - 
(b) Jim, Vx Inx — im, Ts оо * 0 convertido em 00/00 
. 1/х 
= lim, ——— Regra de Г.Нориа! 


> со = (—00) = —co + co, 
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Nenhuma das formas revela o que acontece no limite. Para descobrir, primeiro com- 
binamos as frações: 


1 1 x-— nx 
senx x xsenx 


O denominador comum é x sen x. 


A seguir, aplicamos a regra de l' Hópital ao resultado: 


: 1 1 sx — seny 0 
lim == lim = 
х-»0 \ sen x x>0 xsenx 0 
А 1 — cosx 0 
= 15. —__——= a Ainda — 
x—0 Senx + xcosx 0 
lim senx 0 0 
хәб 2cosx — xsenx 2 ` n 


Potëncias indeterminadas 


Os limites que levam às formas indeterminadas 1%, 0% e со? podem ás vezes, 
a princípio, ser tratados tornando-se o logaritmo da fungáo. Usamos a regra de 
l'Hópital para determinar o limite da expressáo logarítmica e, entáo, elevar à potén- 
cia o resultado para determinar o limite da função original. Esse procedimento foi 
justificado pela continuidade da fungáo exponencial e pelo Teorema 10 na Segáo 
2.5, que é formulado como segue. (A fórmula também é válida para limites laterais.) 


Se lim, In f(x) = L, então 


lim f(x) = lim e^/ = eL. 
xa 


xa 


Aqui a pode ser finito ou infinito. 


EXEMPLO 7 Aplique a regra de Hôpital para demonstrar que lim, + (1 +x)!“ — e. | 


Solução О limite conduz à forma indeterminada 1%. Faça f(x) = (1 + x)!“ e deter- 
mine lim, + In f(x). Como | 


In f(x) = In (1 + x)!“ = lma t x) 


a regra de l'Hópital agora se aplica para resultar em 


. Àln(l + x) 0 
mi 0 


Ai. f) 


x—0* 


II 
S 


x—0* 


Portanto, lim (1 + x) = lim fo) = lim MIO = gl = е, ú 
x— 0° x—0* x—0* 
ti 1h 
EXEMPLO 8 Determine lim, х!" 


Solução O limite conduz à forma indeterminada 00º. Faça f(x) = x!“ e determine 
lim, |. In f(x). Como 


In f(x) = In x = hx 
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BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Augustin-Louis Cauchy 
(1789-1857) 


a regra de l'Hópital resulta em 


" 2, фе In x оо 
m in 70) Е Еа х = 
.. lx 
= lim — 
х-эсо 1 
=2=0, 


Portanto lim x! = lim f(x)= lim e^/9 = е? = 1. 
x— 00 x— 00 х-» 00 


Prova da regra de l'Hópital 


A prova da regra de |" Hópital é baseada no teorema do valor médio de Cauchy, 
uma extensão do teorema do valor médio, que envolve duas funções em vez de uma. 
Primeiro provaremos o teorema de Cauchy, e depois mostraremos como ele conduz 
à regra de l' Hópital. 


TEOREMA 7 — Teorema do valor médio de Cauchy Suponha que as fun- 
ções f e g sejam contínuas em [a, b] e deriváveis ao longo de (a, b) e também 
suponha que g'(x) # 0 ao longo de (a, b). Então, existe um número c em 
(a, b) no qual 


Fc) _ f) — Ha) 
g(c) g(b)- g(a) 


Prova  Aplicamos o teorema do valor médio da Seção 4.2 duas vezes. Primeiro 
vamos usá-lo para mostrar que g(a) * g(b). Pois se g(5) fosse igual a g(a), entáo o 
teorema do valor médio resultaria em 


sa gb) — ga) _ 
8(с) = b=a ий 


para algum c entre а е b, que pode nào acontecer porque g'(x) # 0 em (a, b). 
A seguir, aplicamos o teorema do valor médio para a fungáo 


_ F(b) — Ha) 
F(x) = f(x) — fla) 2(5) — gla) 180) g(a)]. 


Essa função é contínua e derivável onde f e g também são, e F(b) = F(a) = 0. Por- 
tanto, existe um número c entre a e b para o qual F'(c) = 0. Quando expresso em 
termos de f e g, essa equação se torna 

Hb) — Ha) 
g(b) — g(a) 


Fc) = f'(c) [g'(c)] = 0 
de modo que 


f) _ 10-10) 
g(c) g(b)-— gla) 


Observe que o teorema do valor médio na Segáo 4.2 é o Teorema 7 com g(x) = x. 

O teorema do valor médio de Cauchy tem uma interpretação geométrica para 
uma curva sinuosa C no plano que liga os dois pontos 4 = (g(a), f(a)) e B = (g(b), 
f(b)). No Capítulo 11 você aprenderá como a curva C pode ser formulada de modo 
que haja pelo menos um ponto P na curva para o qual a tangente à curva no ponto 
P seja paralela à reta secante que une os pontos А e B. О coeficiente angular da reta 
tangente vem a ser o quociente f'/g' calculado no número c no intervalo (а, b), que 


го 


Coeficiente angular = — 
'oeficiei g TO 


B 
(8(b), А) 


Б)- 
Coeficiente angular = E E 


Ast, Ла) 


>x 


0 


FIGURA 4.34 Há pelo menos um ponto 
P na curva C para o qual o coeficiente 
angular da tangente à curva em P é o 
mesmo que o coeficiente angular da reta 
secante que une os pontos A(g(a), f(a)) е 
B(g(b), f(b)). 


Ехегсїс105 4.5 
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é o lado esquerdo da equação no Teorema 7. Como o coeficiente angular da reta 
secante que une 4 e Bé 


f(b) — fla) 
g(b) — glay 


a equação no teorema do valor médio de Cauchy diz que o coeficiente angular da 
reta tangente é igual ao coeficiente angular da reta secante. Essa interpretação ge- 
ométrica é mostrada na Figura 4.34. Observe na figura que é possível que mais de 
um ponto na curva C tenha uma reta tangente que é paralela à reta secante que une 
Ae B. 


Prova da regra de l'Hópital Primeiro estabelecemos a equação limite para o caso 
de x > а*. O método nào precisa de quase nenhuma mudanga para ser aplicado a 
x— a, e a combinação desses dois casos estabelece o resultado. 

Suponha que x esteja à direita de a. Entáo, g'(x) # 0, e podemos aplicar o teore- 
ma do valor médio de Cauchy ao intervalo fechado de a a x. Esse passo produz um 
nümero c entre a e x, tal que 


fe) _ fe) Ha) 
g(c) 8(5)-8(а) 


Mas f(a) = g(a) = 0, entáo 
fe 10 
g(c) 8(5) 


À medida que x se aproxima de a, c se aproxima de a porque ele sempre se situa 
entre a e x. Portanto, 


" f'(e) _ 
e>a* g' (c) 


fo) 


Es g'(x) 


im LE 
x—a* g (x) 


que estabelece a regra de l' Hópital para o caso em que x se aproxima de a por cima. 
O caso onde x se aproxima de a por baixo é provado pela aplicação do teorema do 
valor médio de Cauchy ao intervalo fechado [x, a], x < a. 


Duas maneiras de determinação de limites 13. lim Sen Ë эз. q Lo cos p 
co d s MM = 
Nos Exercícios 1-6, usamos a regra de Г.Ндриа! para calcular o li- ve 5 ме тена 
mite. Entáo, calcule o limite usando um dos métodos estudados по 14. lim 5823 24. lim En? _ 
Capítulo 2. 150 2t 1501 — cost 
2 
jm E i x$ = 1 а 25. lim ( = z) sec x 
E um, 18-24 4. lim dicono x im cosx — 1 x (7/2) 2 
| n5x _ х. SX X . di T 
2. [шк 5. lim pa 16. lim w =. 26. "c 2 xJux 
I Tr 2x senü — 
MEET —" 17. lim 9-7 _ 27. lim 5— —3À 
3. lim 75 —— 6. lim E 6—7/2 cos (27 — 0) 60 0 
(00 
ее к, -— 30 + т 28. шс! 
° . lim —— 
Aplicação da regra de l'Hôpital 0/3 sen (0 + (7/3) 050 
5 1 — senó x 
"pea regra de l'Hópital para determinar os limites nos Exercícios 19. um, 1 + cos20 29. lim = 
Бан | =] c 
20. lim . ———— — uns À 
7. lim É 10. lim зё —3 x1 In x — sen zx 30. lim ori 
теры; гэ148-1-3 эй, tim = di In (x +1) 
в. dim 2225 T 5х3 — 2x ` x0 In (sec x) o Порох 
хэмд gus 1500 TX) + 3 i In (cossec x) "T logo х 
а. EX . lim — —— — . lim ————— 
9. lim 7 1 е es 12. lim E 2 x x>7/2 (х — (z/2))° x log; (x + 3) 
дал md ын x> ]2x x 


250 сасшо 


3 i In (x? + 2x) 42. Jim, (cossec x — cotg x + cosx) 
4 E Inx | .. cs0-—1 
.. In(e* – 1) ын Pa i — 1 
34. lim А 
x>0* In x i e" —(1 + P) 
Му + 25 – 5 “ку |? 
35. lim. —À Ee 
ie : 45. lim E 
. Маужа!-а Do el — t 77. 
36. 2» 42 Ü 46, Hm e= 
° x 
37; lim. (In 2x — In(x + T)) 47. lim E 
38. lim (Inx — Insenx) is > I 2 
x—0 48 (e* — 1) 
að (In x)? ° x—0 xsenx 
бул In (senx) 49. lim Ө — senÓ cos 0 
. (3x d 1 0-0 100—0 
40. lim > = = 2 
x—0* Ў ѕеп х 50. lim sen 3х — 3x + x 
dic É 1 1 ' x0 — senxsen2x 
e \х-1 dnx 
78. 
Poténcias e produtos indeterminados 
Determine os limites nos Exercícios 51-66. 
; 1/(1=2) x 
эь mr 60. lim. ( + 1) 
52. lim xV0-0 U 
х-Г . x4 y 79. 
, 61. 1 
53. lim (Inx)'^ Ке E -1 
x 
2 1/x 
54. lim (Inx)/070 i (Z * 1 
5 am 
SS. lim, guts 63. lim x^Inx 
е x—> 
© in 64. lim x (Inx)? 80. 
57. 


lim (1 4:2х)/2 mo 
EO ) 65. 


: т 
Jim, xtg ( 2 x) 


58. lim (e* + x)! 
x>0 66. lim senx*Inx 
59. lim gs x0 lis. 
x0 
Teoria e aplicacóes 


A regra de l'Hópital nào ajuda com os limites nos Exercícios 67-74. 
Tente, mas vocé apenas entrará em um ciclo vicioso. Determine os 
limites de outra forma. 


67. lim 2+1 71. lim 5р} 

x—=00 Vx +1 x—00 

е x + x 

68. lim, Va 72. dim. š 5 £ 

x0 y senx ds 4 82. 

secx "P d 
2 73. — 
ши stray tgx m хе* sz. 
" cotg x А х 

70. im, cossec x 74. dim, er 
75. Qual deles está correto e qual está incorreto? Justifique sua 


resposta. 
2 x5 . 1 1 „xg 0 
а. lim NET. lim 2x 6 5 E x)-3 6 ° 


84 


76. Qual deles está correto e qual está incorreto? Justifique sua 


resposta. 


x? — 2x : 2x — 2 
5 lim 
x—0x? — senx  x>02x — cosx 


2 


= ова 244 : 
. xl-2x , 2X2 -2 
b. ла: — senx = шур cosx 0—1 = 


Apenas um desses cálculos está correto. Qual? Por que os ou- 
tros estáo errados? Justifique sua resposta. 


a. lim xInx = 0*(—09) = 0 
х-»0 


b. lim xInx = 0*(—09) = —oo 
x0 

Р zr Inx —00 
© охх da 9 = 1 

бек NETS MX 
d. im, x Inx dim, (1/0) 

1/x 
= lim ал) = lim (—x) = 0 
x>0* (-1/хЭ) x>0* 


Determine todos os valores de с que satisfagam a conclusáo 
do teorema do valor médio de Cauchy para as funções dadas 
e intervalo. 


a. /(ху=х, g()= X, (a b)- (22,0) 

b. f(x) 72x, g(x)=x2, (a, Б) arbitrário 

с. х) 2333-4x, g@)=x2, (а, Б) = (0, 3) 

Extensáo contínua Determine um valor де с que torne а fungáo 


9r—3snir 20 


x=0 


contínua em х = 0. Explique por que seu valor de c funciona. 
Para que valores de a e b temos 
lim (uz 2354 хай) -0) 
х-20 x 5 15 * 
Forma oo — oo 
a. Calcule o valor de 


lim (x = Vx? + х) 


x—00 


construindo o gráfico de f(x) = x — Vx? + x ao longo de 
um intervalo suficientemente grande de valores de x. 


b. Agora confirme seu cálculo determinando o limite com a 
regra de l'Hópital. Primeiramente, multiplique f(x) pela 


fração (x + Vx? + x)/(x + Vx? + x) e simplifique o 


novo numerador. 


Determine lim ( Vx-1- VA). 
x= 


Forma 0/0 Calcule o valor de 


2x? – (3x + 1) Vx + 2 
m ÁREAS 
xl p= 
por representação gráfica. Depois confirme o cálculo com a 
regra de I’ Hôpital. 


Este exercício explora a diferença entre o limite 


(| 


lim 
x—o 
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e o limite 


-e 440 
А 88. Determine f'(0) para f(x) = (e й 0 
a x = 0. 
tim (1 + 1) =e 
х0 ` 89. Extensáo contínua de (sen x)' para (0, т] 


a. Faça o gráfico de f(x) = (sen х)" no intervalo 0 = x = т. 


a. Use a regra de Hôpital para mostrar que id á Ë 
8 Dias p q Qual valor vocë atribui a f para torná-lo contínuo em x = 0? 


lim (1 + 3 =ë b. Verifique sua conclusão no item (a) usando a regra de 
100 х Г.Нбриа! para determinar lim, ,,. f(x). 
€. Voltando ao gráfico, calcule o valor máximo de f em [0, т]. 
Eb. Esboce Onde o valor max f é assumido? 
1 Y DN d. Apure o cálculo no item (c) representando graficamente f' 
ЈО) = ( * i) е g@)= ( + 1) na mesma janela para ver em que ponto seu gráfico cruza o 


eixo x. Para simplificar o trabalho, pode ser que vocé queira 
excluir o fator exponencial da expressáo para f' e represen- 


em um único gráfico para x > 0. Como o comportamento de f : 
tar graficamente apenas o fator que possua um zero. 


se compara com o de g? Estime o valor de lim, f(x). 

c. Confirme sua estimativa de lim, ___. f(x) com o cálculo о. Função (sen x)'** (Continuação do Exercício 89.) 
pela regra de l` Hópital. a. Faça o gráfico de f(x) = (sen x)'2* no intervalo — 7 € x = 7. 
Como vocé explica as lacunas no gráfico? Qual a largura 

А dessas lacunas? 

lim ( + r) = e, b. Agora faga o gráfico de f no intervalo 0 < x = 7. A fungáo 
„жш k nào está definida em x = 7/2, mas o gráfico nào possui ne- 
nhuma interrupçào nesse ponto. O que ocorre? Qual valor 


85. Mostre que 


86. Dado que x > 0, determine o valor máximo, se houver, de o gráfico parece atribuir a f em 7/2? (Dica: use a regra 
а. x! de l'Hópital para determinar lim f quando x — (7/2) e 
b. х! x> (т/2)*.) 
c. x!” (sendo n um inteiro positivo) c. Retomando os gráficos do item (b), calcule o valor max f e 


min f com a maior precisào possível e calcule os valores de 


d. Mostre que lim, |... х!" = 1 para cada n inteiro positivo. > B 
ue 
со x nos pontos em que eles sáo assumidos. 


87. Use limites para determinar assíntotas horizontais para cada 
fungào. 


1 Зх + eN 
a. y = xtg| < b. gs RES 


Otimizacáo aplicada 


4.6 


Quais sáo as dimensóes de um retángulo com perímetro fixo com área máxima? 
Qual a dimensáo mais económica de uma lata cilíndrica de determinado volume? 
Quantos itens deveriam ser produzidos para um ciclo de produgáo mais rentável? 
Cada uma dessas questões pede pelo melhor valor ou pelo valor ótimo de uma dada 
função. Nessa seção, usaremos derivadas para resolver uma variedade de problemas 
de otimizagáo nos negócios, matemática, física e economia. 


Resolução de problemas de otimização aplicada 


Leia o problema. Leia o problema até compreendê-lo. Quais informações são 
fornecidas? Qual é a quantidade desconhecida a ser otimizada? 


Faça um esquema. Indique todas as partes que podem ser importantes para 
o problema. 


Introduza variáveis. Represente todas as relações no esquema e no problema 
com uma equação ou expressão algébrica; identifique a variável desconhecida. 


Escreva uma equação para a quantidade desconhecida. Se possível, expresse 
a quantidade desconhecida em função de uma única variável, ou em duas 
equações em duas incógnitas. Isso pode exigir um certo trabalho. 


Teste os pontos críticos e as extremidades no dominio da quantidade desco- 
nhecida. Utilize o que você sabe sobre a forma do gráfico de uma função. 
Use a primeira e a segunda derivadas para identificar e classificar os pontos 
críticos da função. 
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FIGURA 4.35 Caixa sem tampa feita de 
recortes dos cantos de uma chapa quadrada 
de estanho. Que tamanho de bordas 
maximiza o volume da caixa (Exemplo 1)? 


Máximo 


y = х(12-2х)?, 
0=х=6 


2 
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FIGURA 4.36 Volume da caixa na Figura 
4.35 tragado em função de x. 


r M 


FIGURA 4.37 Essa lata de 1 litro utiliza 
o mínimo de material para ser produzida 
quando Л = 2r (Exemplo 2). 


EXEMPLO 1 Uma caixa sem tampa será construída recortando-se pequenos qua- 
drados congruentes dos cantos de uma folha de estanho que mede 12 X 12 pol. e 
dobrando-se os lados para cima. Que tamanho os quadrados das bordas devem ter 
para que a caixa tenha a capacidade máxima? 


Solução Сотес̧агетоѕ com um desenho (Figura 4.35). Nela, os quadrados nos can- 
tos tém x pol. de lado. O volume total da caixa é uma fungáo dessa variável: 


V(x) = x(12 — 2x)? = 144x — 48x? + 4x3. V — Ме 


Como os lados da folha de estanho medem apenas 12 pol. de comprimento, x < 6 e 
o domínio de V é o intervalo 0 < x = 6. 

Um gráfico de V (Figura 4.36) sugere um valor mínimo de 0 quando x = 0 e 
X — 6, e um máximo próximo de x — 2. Para descobrirmos mais, examinaremos a 
primeira derivada de V em relação a х: 


ав = 144 — 96x + 12x2 = 12(12 — 8x + x2) = 12(2 — x)(6 — x). 


Das duas raízes, x = 2 e x = 6, apenas x = 2 está contida no domínio da função, fa- 
zendo parte da lista de pontos críticos. Os valores de V nesse único ponto crítico e 
nas duas extremidades sào: 


Valor no ponto crítico: V(2)= 128 
Valores nas extremidades: V(0) = 0, V(6) = 0. 


O volume máximo é de 128 pol.3. Os quadrados a serem recortados devem ter 2 
pol. de lado. % 


EXEMPLO 2  Pediram que você projetasse uma lata de um litro com a forma de um 
cilindro reto (Figura 4.37). Que dimensões exigiráo menos material? 


Solucáo Volume da lata: Se r e h forem medidos em centímetros, entào o volume da 
lata em centímetros cübicos será de 


тг?һ = 1000. 1 litro = 1000 ст? 


Área da superficie da lata: A = 27r? + 2arh 
ёоо ахин 


bases parede do 
circulares cilindro 


Como podemos interpretar a expressão “menos material”? Uma possibilidade é ig- 
погаг a espessura do material e o desperdício durante a fabricação. Então, procu- 
ramos as dimensões r e Л que permitem que a área da superfície total seja a menor 
possível e, ainda assim, satisfaça a exigência de que 77,?h = 1000. 

Para expressar a área da superfície em fungáo de uma variável, isolamos uma 
delas em 7,?h = 1000 e a substituímos na fórmula da área da superfície. Isolar Л é 
mais fácil: 

_ 1000 


тг? 


Л 


Assim, 


А = 2mr? + 2тгһ 
-2mr + 2163) 
тг 


= 2mr? + 


2000 
UT 


Nosso objetivo é determinar um valor de r > 0 que minimize o valor de 4. A Figura 
4.38 sugere que esse valor existe. 


FIGURA 4.39  Retángulo inscrito na 
semicircunferéncia do Exemplo 3. 
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>» 


Lata alta 
e estreita 


Lata baixa 
e larga 


A=2ar? + 2000, r>0 
r 


Lata alta e estreita 


| 
0 - >r 
ж 3/500 
y т 


Lata baixa e larga 


FIGURA 4.38 О gráfico de А = 27? + 2000/r é côncavo para cima. 


Observe no gráfico que, para valores pequenos de r (uma lata alta e estreita), 
o termo 2000/r predomina (veja a Segáo 2.6) e А é grande. Para r grande (uma lata 
baixa e larga), o termo 27:7? predomina, e 4 é grande novamente. 

Como A é derivável quando r > 0, um intervalo sem extremidades, esta pode 
apresentar um valor mínimo apenas se a primeira derivada for zero. 


dA _ гэнэ 2000 
dr y? 
0= 47r — 200 Еаса dA/dr = 0. 
4r? = 2000 Multiplique por r?. 
r= gn = 5,42 Resolva em r. 
O que acontece quando r = \/500/т? 
A segunda derivada 
2 
dA = Amd 3000 
dr? r 


é positiva ao longo do domínio de A. Portanto, o gráfico é cóncavo para cima e o 
valor de А em r = V/500/z é um mínimo absoluto. 
O valor correspondente de A (após o uso de um pouco de álgebra) é 


h = 1000 — у 4500 - 7, 
qro 


A fabricação usa o mínimo de material quando a lata de 1 L possui altura igual ao 
diâmetro, com r = 5,42 cm e Л = 10,84 cm. 


Exemplos da matemática e da física 


EXEMPLO 3 Um retângulo deve ser inscrito em uma semicircunferéncia de raio 2. 
Qual é a maior área que o retângulo pode ter e quais são as suas dimensões? 


Solução Sejam (x, W4 — x?) as coordenadas do vértice do retângulo obtidas pela 
colocação do retângulo e da semicircunferência no plano cartesiano (Figura 4.39). 
O comprimento, a altura e a área do retângulo podem ser expressos em termos da 
posição x, no canto inferior direito da figura: 


Altura: V4 — x?, 


Observe que os valores de x devem estar dentro do intervalo 0 = x = 2, onde está o 
vértice escolhido para o retángulo. 


Área: 2x V4 — x?. 


Comprimento: 2x, 
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FIGURA 4.40 От raio de luz sofre 
refração (é desviado de sua trajetória) 
quando passa de um meio para outro mais 
denso (Exemplo 4). 


Agora, nosso objetivo é determinar o valor máximo absoluto da fungáo 
A(x) = 2x V4 — x? 


no domínio [0, 2]. 
A derivada 


dA -2x? 2 
йс гара = +2V4 — x 


não é definida quando x = 2, e é igual a zero quando 
—2x? REL 
+2V4-x*=0 
—2x2 + 2(4 — х?) = 0 
8- 42 = 
х? = 200х = +V2. 


Das duas raízes, x = V2ex-- 2, apenas x = V2 está no domínio de A e 
faz parte da lista de pontos críticos. Os valores de А nas extremidades e no ünico 
ponto crítico sào 


Valor no ponto crítico: A( V2) =2V2V4-2=4 


Valores nas extremidades: A(0) = 0, A(2) =0. 


A área máxima que o retángulo pode ter é 4, quando este tem V4 — x* = у 
unidades de altura е 2х = 2% unidades de comprimento. à 


EXEMPLO 4 A velocidade da luz depende do meio que a luz atravessa, tendendo 
à ser menor em meios mais densos. 


O princípio de Fermat no campo da óptica afirma que a luz sempre se propaga 
de um ponto para outro por um trajeto que minimiza o tempo de propagação. Determine 
о caminho que um raio de luz seguirá saindo do ponto 4 em um meio em que a veloci- 
dade da luz é c,, para um ponto В, em outro meio em que a velocidade da luz é c,. 


Solucáo Como a luz, indo de 4 para В, segue o percurso mais rápido, entáo busca- 
remos aquela que minimiza o tempo de percurso. Admitamos que А e В estejam no 
plano cartesiano e que a reta que separa os dois meios seja o eixo x (Figura 4.40). 
Em um meio uniforme, onde a velocidade da luz permanece constante, o *me- 
nor tempo" significa a “menor distáncia”, e, portanto, o raio de luz seguirá uma 
linha reta. Assim, o caminho de А a B consistirá em um segmento de reta desde А até 
o ponto P na fronteira, seguido por outro segmento desde P até B. Como a distáncia 
ё igual à taxa vezes o tempo, temos 
distáncia 


Tempo = taxa 


Da Figura 4.40, o tempo necessário para que a luz viaje de 4 até P é 


= AP _ Va? + x? 


n = = [4] 


De P para B, o tempo é 


PB b? + (d — х)? 
to 9 


2 С2 C2 


O tempo de A para B é a soma desses dois: 


Va? + x? © Vb? + (d — xy 
СІ C2 ` 


t # + t 


аах dildx dtldx 
negativa zero positiva 
-с---- ds +++++++ Ed 4 
X 
0 е а 


FIGURA 4.41 Padrão de sinais de dt/dx do 
Exemplo 4. 
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Essa equação expressa t como uma função derivável de x cujo domínio é [0, d], e o 
que queremos determinar é o valor mínimo absoluto de / nesse intervalo fechado. 
Calculamos a derivada 


dt _ х 4-3 
d aVat ovb+(d-x? 


e observamos que ela é contínua. Em termos dos ángulos 0, е 0, da Figura 4.40, 


dt _ send, sen 05 
ах 0 c2 


A função гіет uma derivada negativa em x = 0 e uma derivada positiva em x = d. Como 
dt/dx é contínua ao longo do intervalo [0, d], pelo teorema do valor intermediário para 
funções contínuas (Seção 2.5), há um ponto x, e (0, d] onde dt/dx = 0 (Figura 4.41). 

Existe apenas um ponto nessas condições, porque dt/dx é uma função crescente 
de x (Exercicio 62). Nesse único ponto, temos 


send, _ send, 


€i с? 


Essa equação é a lei de Snell ou a lei da refração, um princípio importante na teoria 
da óptica. Ela descreve a trajetória de um raio de luz. B 


Exemplos em economia 
Suponha que 
r(x) = receita proveniente da venda de x itens. 
с(х) = custo da produçào de x itens. 
р(х) = r(x) — с(х) = lucro sobre a produçào e venda de x itens. 


Apesar de x ser geralmente um número inteiro em muitas aplicações, podemos 
aprender sobre o comportamento dessas funções definindo-as para todos os núme- 
ros reais diferentes de zero e supondo que sejam funções deriváveis. Os economistas 
usam os termos receita marginal, custo marginal e lucro marginal para denomi- 
nar as derivadas (х), с'(х) e p'(x) das funções receita, custo e lucro. Consideremos 
a relação do lucro p com essas derivadas. 

Se r(x) e c(x) são deriváveis em x em algum intervalo de possibilidades de pro- 
dução, e se p(x) = r(x) — c(x) tem um valor máximo neste intervalo, ele ocorre em 
um ponto crítico de p(x) ou em uma extremidade do intervalo. Se ocorrer em um 
ponto crítico, então p'(x) = (х) — с'(х) = 0, e veremos que т (х) = с'(х). Em termos 
econômicos, esta última equação significa que 


Em um nível de produção que gera lucro máximo, a receita marginal é igual ao 


custo marginal (Figura 4.42). 


EXEMPLO 5 Suponha que r(x) = 9x e c(x) = xš — 6x? + 15x, onde x representa 
milhares de unidades de tocadores de MP3 produzidos. Existe um nível de produção 
que maximize o lucro? Se sim, qual é? 


Solução Observe que r'(x) = 9 e c'(x) = 3х2 — 12x + 15. 
3х2 — 12x+15=9 Estabelecendo c'(x) = г (х). 
3х2 – 12х+6=0 
As duas soluções da equação quadrática são 


к= Їй = МЮ 
¡=2- VR 


- =2-V2=0,586 e 


AVR у, т 


3,414. | 
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с(х) = х? — 6х? + 15х 


r(x) = 9x 


H Máximo 
I para lucro 
I 
! 


' 
Máximo local para perda 


02- v2 2 2-2 
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FIGURA 4.43 Curvas de custo e receita 
do Exemplo 5. 


Ехегсїс105 4.6 


Aplicacóes matemáticas 


Dólares 


Ponto de 


equilíbrio 


Custo c(x) 


Receita r(x) 


1 
! Lucro máximo, c'(x) = r'(x) 
1 
1 
1 
1 


| Máximo local para perda (lucro mínimo), c'(x) = r'(x) 


Sempre que vocé maximizar ou minimizar uma fungáo de uma 
só variável, pedimos que vocé Гаса um gráfico sobre o domínio 
apropriado ao problema que vocé deve resolver. O gráfico Ihe for- 
necerá entendimento antes de comegado o cálculo, além de um 


contexto visual para que vocé compreenda a sua resposta. 


1. Minimizando o perímetro Qual é o menor perímetro pos- 
sível para um retángulo cuja área 6 16 pol.?, e quais sáo suas 


dimensóes? 


2. Demonstre que, entre todos os retángulos com perímetro de 


8 m, o de maior área é um quadrado. 


3. A figura mostra um retángulo inscrito em um triángulo isós- 


celes cuja hipotenusa tem 2 unidades de comprimento. 


y 
* 


В 


: >x 
Itens produzidos 


FIGURA 4.42 O gráfico de uma função de custo típico começa côncavo para baixo e 
depois se torna côncavo para cima, cruzando a curva de receita no ponto de equilibrio B. À 
esquerda de B, a empresa opera no prejuizo. À direita, ela opera no lucro, e obtém o lucro 
máximo quando c'(x) = r'(x). Mais à direita ainda, o custo excede a receita (talvez devido 
a uma combinação entre elevação dos custos de mão de obra e matéria-prima associada à 
saturação do mercado), e os níveis de produção se tornam novamente não lucrativos. 


Os níveis de produção possíveis para o lucro máximo são x = 0,586 milhões de 
tocadores de МРЗ ou x = 3,414 milhões. A segunda derivada de р(х) = r(x) — c(x) é 
p'(x) = — c"(x), uma vez que r"(x) é zero em toda parte. Assim, p"(x) = 6(2 — х), 
que é negativa em x = 2 + 
gunda derivada, o lucro máximo ocorre quando x = 3,414 (onde a receita excede 
os custos), e a perda máxima ocorre quando x = 0,586. A Figura 4.43 mostra os 
gráficos de r(x) e c(x). 


2 e positiva em x = 2 — V 2. Segundo o teste da se- 


a. Expresse a ordenada y de P em termos de x. (Dica: escreva 
uma equação para a reta AB.) 


b. Expresse a área do retángulo em termos de x. 


с. Qual é a maior área possível para o retângulo? Quais são 
as suas dimensões? 


Um retângulo tem a sua base no eixo x e seus dois vértices 
superiores na parábola у = 12 — x^. Qual é a maior área que 
esse retângulo pode ter, e quais são as suas dimensões? 

Você está planejando construir uma caixa retangular aber- 
ta com uma folha de papelão de 8 X 15 pol., recortando 
quadrados congruentes dos vértices da folha e dobrando 
suas bordas para cima. Quais são as dimensões da caixa de 
maior volume que você pode fazer dessa maneira? Qual é 
o volume? 


Você planeja fechar um canto do primeiro quadrante com um 
segmento de reta de 20 unidades de comprimento, que vai de 
(a, 0) a (0, 5). Demonstre que a área do triângulo determina- 
do pelo segmento é máxima quando a = b. 


Melhor esquema para uma cerca Uma área retangular em 
uma fazenda será cercada por um rio, e nos outros três lados 
será usada uma cerca elétrica feita com apenas um fio. Com 
800 m de fio à disposição, qual é a maior área que você pode 
cercar, e quais são as suas dimensões? 


8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


A cerca mais curta Um horta de ervilhas retangular com 
216 та? será cercada e dividida em duas partes iguais por outra 
cerca paralela a um dos lados. Quais as dimensóes do retán- 
gulo externo que exigiráo a menor quantidade total de cerca? 
Quantos metros de cerca seráo necessários? 


Projetando um tanque Sua metalúrgica foi contratada 
por uma fábrica de papel para projetar e construir um tan- 
que retangular de aco com base quadrada, sem tampa e com 
500 pés? de capacidade. O tanque será construído soldando- 
-se as chapas de ago umas às outras ao longo das bordas. 
Como engenheiro de produgáo, sua tarefa é determinar as 
dimensóes para a base e a altura que farào o tanque pesar o 
mínimo possível. 
a. Que dimensóes serào passadas para a oficina? 
b. Descreva brevemente como vocé levou o peso em conside- 
ração. 
Captando água da chuva Um tanque retangular com 1125 
pés? de capacidade, de base quadrada, medindo x pés de lado e 
y pés de profundidade, será construído com a parte superior ni- 
velada com o solo para captar água pluvial. O custo associado 
ao tanque envolve não apenas o material a ser utilizado, mas 
também uma taxa de escavação proporcional ao produto xy. 


a. Sendo o custo total 
c = 5(х? + Axy) + 10xp, 


que valores de x e y iráo minimizá-lo? 
b. Apresente um cenário possível para a fungáo custo do item (a). 


Design de um póster Você está preparando um póster re- 
tangular que deverá conter 50 pol.? de material impresso, com 
margens superior e inferior de 4 pol. cada uma e margens á 
direita e à esquerda de 2 pol. cada uma. Que dimensões gerais 
minimizaráo a quantidade de papel a ser utilizada? 


Determine o volume do maior cone de revolugáo que pode ser 
inscrito em uma esfera de raio 3. 


Dois lados de um triángulo medem a e b, e o ángulo entre eles 
é de Ө. Qual é o valor de Ө que maximizará a área do triángulo? 
(Dica: А = (1/2)ab sen Ө.) 


Design de uma lata Quais são as dimensões da lata mais leve 
em forma de cilindro reto, sem tampa, que pode conter 1000 
cm?? Compare esse resultado com o Exemplo 2. 


Design de uma lata Você está projetando uma lata (um cilin- 
dro de revolugáo) de 1000 cm? cuja manufatura levará em conta 
o desperdício. Não há desperdício ao cortar a lateral de alumí- 
nio, mas tanto a base como o topo, ambos de raio г, serào recor- 
tados de quadrados que medem 2» de lado. Portanto, a quantida- 
de total de alumínio utilizada para fazer uma lata será de 


А = 8r +2тгһ 
em vez de А = 211? + 2лтг, como ocorre no Exemplo 2. Nele, 


a razáo h para r para a lata mais económica foi de 2 para 1. 
Qual é a razáo nesse caso? 


Elio. 
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Design de uma caixa com tampa Uma folha de papelão 
mede 10 X 15 pol. Dois quadrados iguais são recortados 
dos vértices de um lado com 10 pol., como mostra a figura. 
Dois retângulos iguais são recortados dos outros vértices, de 
modo que as abas possam ser dobradas para formar uma cai- 
xa retangular com tampa. 


FORA DE ESCALA 


Ie 15" + 


a. 
b. 


Escreva uma fórmula V(x) para o volume da caixa. 
Determine o domínio de V para esse problema e esboce o 
gráfico de V nesse domínio. 

с. Use um método gráfico para determinar o volume máximo 
e o valor respectivo de x que o fornece. 

Confirme o resultado que vocé obteve no item (c) analitica- 
mente. 


d. 


Design de uma mala Uma folha de papeláo com medidas 
24 х 36 pol. 6 dobrada ao meio para formar um retángulo de 
24 X 18 pol., como mostra a figura a seguir. Depois, quatro 
quadrados congruentes com lados medindo x são recortados 
dos vértices do retángulo dobrado. A folha é desdobrada e seis 
abas sáo dobradas para cima, formando uma caixa com late- 
rais e uma tampa. 

а. 
b. 


Escreva a fórmula V(x) para o volume da caixa. 


Determine o domínio de Y para esse problema e trace o 
gráfico de V nesse domínio. 


с. Use um método gráfico para determinar o volume máximo 


e o valor respectivo de x que o fornece. 
d. Confirme analiticamente o resultado do item (c). 
Determine um valor de x que produza um volume de 1120 pol. 


Escreva um parágrafo com a descrigáo dos problemas que 
surgem no item (b). 


е. 
f. 


24" 


k 36" >| 
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18. Um retángulo será inscrito em um arco da curva y=4 cos (0,5x), 
de x=- тах = т. Quais as dimensões do retângulo de maior 
área, e qual é a maior área? 

19. Determine as dimensóes de um cilindro circular reto com o 
maior volume possível que possa ser inscrito em uma esfera 
de raio 10 cm. Qual é o seu volume máximo? 


20. a. О serviço postal norte-americano aceita caixas para entrega 
doméstica somente se a soma de seu comprimento e cintura 
(comprimento ao redor) náo exceder 108 pol. Que dimen- 
8068 terá uma caixa com base quadrada para ter o maior 
volume possível? 


Cintura = comprimento 
ao redor 


í = 
Comprimento Base quadrada 


Y 


Kb. Esboce o gráfico do volume de uma caixa de 108 pol. 
(comprimento mais cintura) em fungáo de seu comprimen- 
to e compare o que observa com a resposta no item (a). 


21. (Continuagáo do Exercício 20.) 


a. Suponha que, em vez de uma caixa com base quadrada, 
vocé possua uma caixa com lados quadrados cujas dimen- 
sões sejam h X h X w e cuja cintura seja 2h + 2w. Que 
dimensões darão à caixa o maior volume nessas condições? 


Cintura 


h 


w 


E». Esboce o gráfico do volume em função de Л e compare o 
que se vê com a resposta dada no item (a). 


22. Uma janela possui a forma de um retângulo sob um semicír- 
culo. O retângulo será de vidro transparente, enquanto o semi- 
círculo será de vidro colorido, que transmite apenas metade da 
luz incidente, por unidade de área, em relação ao vidro trans- 
parente. O perímetro total é fixo. Determine as proporções da 
janela que permitirão a maior passagem de luz. Ignore a es- 
pessura do caixilho. 


744 


NN 


23. Um silo será construído (sem sua base) na forma de um cilin- 
dro sob um hemisfério. O custo da construgáo por unidade de 


área da superfície é duas vezes maior para o hemisfério em 
relacào à lateral do cilindro. Determine as dimensóes para um 
volume fixo com custos de produgáo minimizados. Ignore a 
espessura do silo e o desperdício na construção. 


24. O cocho visto na figura a seguir será construído com as di- 
mensões indicadas. Apenas o ángulo Ө pode variar. Que valor 
de Ө maximiza o volume do cocho? 


25. Dobrando papel Uma folha de papel retangular de 8,5X 11 pol. 
é colocada sobre uma superfície plana. Um dos vértices é co- 
locado no lado maior oposto, como mostra a figura, e deixado 
lá enquanto a folha está aplanada. O problema é tornar o com- 
primento do vinco o menor possível. Chamamos esse compri- 
mento de L. Experimente fazer isso com papel. 

a. Demonstre que Z? = 2x3/(2x — 8,5). 
b. Que valor de x minimiza /2? 
с. Qual é o valor mínimo de L? 


D C 


Q (originalmente em A) 


І 
| 
1 
1 
] 
1 
1 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 

A 


26. Construçào de cilindros Compare as respostas dos seguin- 
tes problemas de construgáo. 

a. Uma folha retangular com perímetro de 36 cm e dimensóes 
x X y em será enrolada para formar um cilindro, como mos- 
tra a parte (a) da figura. Que valores de x e y fornecem o 
maior volume? 

b. A mesma folha sofrerá revolugáo em torno de um dos seus 
lados de comprimento y para formar outro cilindro, como 
indica a parte (b) da figura. Que valores de x e y fornecem 
o maior volume? 


y 


x 


Circunferëncia = x 


(a) (b) 


27. Construção de cones Um triângulo retângulo de hipotenusa 
3 m gira em torno de um de seus catetos gerando um cone 


circular reto. Determine o raio, a altura e o volume do cone de 
maior volume que pode ser gerado dessa maneira. 


28. Determine o ponto sobre a reta z Tg 1 que está mais pró- 
ximo da origem. 

29. Determine um nümero positivo para o qual a soma dele e seu 
recíproco é o menor possível. 

30. Determine um nümero positivo para o qual a soma de sua re- 
cíproca e quatro vezes o seu quadrado seja o menor possível. 

31. Um fio com b metros de comprimento é cortado em duas раг- 
tes. Uma parte é dobrada para formar um triángulo equilátero 
e a outra para formar um círculo. Se a soma das áreas delimi- 
tadas por cada parte for um mínimo, qual será o comprimento 
de cada parte? 

32. Responda o Exercício 31 se uma parte estiver dobrada para 
formar um quadrado e outra para formar um círculo. 

33. Determine as dimensões do retângulo de maior área que pode 
ser inscrito no triángulo retángulo mostrado na figura a seguir. 

3 4 
3 

34. Determine as dimensóes do retángulo de maior área que pode 

ser inscrito em um semicírculo de raio 3. (Veja a figura a seguir.) 
r=3 

35. Que valor de a faz f(x) = x? + (a/x) ter 
a. um mínimo local em x= 2? 
b. um ponto de inflexào quando x= 1? 

36. Quais valores de a e b fazem f(x) = x? + ax? + bx ter 
a. um máximo local em x = — 1 e um mínimo local em x = 3? 
b. um mínimo local em x = 4 e um ponto de inflexão em x= 1? 

Aplicacóes físicas 

37. Movimento vertical A altura de um objeto que se desloca 

verticalmente é dada por 
s=- 162 + 96t + 112, 

com s em pés e t em segundos. Determine 
a. a velocidade do objeto quando t = 0; 
b. sua altura máxima e quando esta ocorre; 
с. sua velocidade quando s = 0. 

38. Rota mais rápida Jane está em um barco a remo a 2 milhas da 


costa e deseja chegar a uma cidade litoránea que está a 6 milhas 
em linha reta do ponto (na costa) mais próximo do barco. Ela 


39. 


40. 


41. 


42. 
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pode remar a 2 milhas/hora e caminhar a 5 milhas/hora. Onde 
ela deve aportar para chegar á cidade no tempo mais curto 
possível? 

Viga mais curta O muro de 8 pés mostrado na figura a se- 
guir está a 27 pés do edifício. Determine o comprimento da 
viga mais curta que alcançará o edifício, apoiado no solo do 
lado de fora do muro. 


Edifício 


Parede de 8 pés 


7— | 


Movimento sobre uma reta As posições de duas partículas 

по eixo s são s, = sen te s, = sen (t+ 7/3), com s, e s, em 

metros e / em segundos. 

a. Em que instante(s) no intervalo 0 = 1 = 27 as partículas se 
encontram? 


b. Qual é a distância máxima entre as duas partículas? 


€. Quando, no intervalo 0 = 1 = 27, a distância entre as partí- 
culas varia mais rapidamente? 


A intensidade da iluminação em qualquer ponto de uma fonte de 
luz é proporcional ao quadrado da recíproca da distância entre o 
ponto e a fonte de luz. Duas luzes, uma tendo 8 vezes a intensi- 
dade da outra, estão 6 metros afastadas uma da outra. Qual é a 
distância da luz mais forte em que a iluminação total é mínima? 


Movimento de um projétil O alcance R de um projétil dis- 
parado a partir da origem ao longo do solo horizontal é a dis- 
tância a partir da origem até o ponto de impacto. Se o projétil 
é disparado a uma velocidade inicial v; a um ángulo а com a 
horizontal, então, no Capítulo 13, descobriremos que 


onde g é a aceleração para baixo devido à gravidade. Determi- 
ne o ângulo a para o qual o alcance R seja o maior possível. 


. Resistência de uma viga А resistência S de uma viga re- 


tangular de madeira é proporcional à sua largura multiplicada 

pelo quadrado da sua profundidade. (Veja a figura a seguir.) 

a. Determine as dimensões da viga mais resistente que pode 
ser cortada a partir de um tronco de 12 pol. de diâmetro. 

b. Esboce o gráfico de S em função da largura w da viga, con- 
siderando a constante de proporcionalidade k = 1. Concilie o 
que você observar neste item com sua resposta do item (a). 

c. Na mesma tela, esboce o gráfico de S em função da profun- 
didade d da viga, mantendo k= 1. Compare um gráfico com 
o outro e também com a resposta do item (a). Qual seria o 
efeito de mudar para algum outro valor de k? Tente descobrir. 

=, 
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Ни. 


45. 


46. 


47. 


Rigidez de uma viga А rigidez S de uma viga retangular é 
proporcional á sua largura multiplicada pelo cubo de sua pro- 
fundidade. 

a. Determine as dimensóes que produzem a viga mais rígida 
que poderá ser cortada a partir de um tronco de 12 pol. de 
diámetro. 

b. Esboce o gráfico de S em função da largura w da viga, con- 
siderando que a constante de proporcionalidade seja k= 1. 
Concilie o que observou neste item com a sua resposta no 
item (a). 

c. Na mesma tela, esboce o gráfico de 5 em função da profun- 
didade d do sarrafo, mantendo k= 1. Compare um gráfico 
com o outro e com a sua resposta do item (a). Qual seria o 
efeito de mudar para algum outro valor de k? Experimente. 


Carro na auséncia de atrito Um carrinho preso a uma pa- 

rede por uma mola é afastado 10 cm de sua posigáo de repouso 

e liberado no instante / — 0, oscilando, entào, durante 4 segun- 

dos. Sua posição no instante / é dada por s = 10 cos zt. 

a. Qual ба velocidade máxima do carrinho? Quando o carrinho 
se desloca com essa velocidade? Onde exatamente isso ocor- 
re? Qual é a magnitude de sua aceleragáo nesse momento? 

b. Onde o carrinho se encontra quando a magnitude da acele- 
ração é a maior possível? Qual é a velocidade do carrinho 
nesse momento? 


0 10 


Duas massas penduradas por molas lado a lado possuem posi- 

ções s, = 2 sen t e s, = sen 21, respectivamente. 

a. Em que instante do intervalo 0 < / elas passam uma pela 
outra? (Dica: sen 21 = 2 sen t cos t.) 

b. Quando, no intervalo 0 = 1 = 27, a distância vertical entre 
as massas é máxima? Qual 6 essa distáncia? (Dica: cos 2/ 
=2 cos2r— 1.) 


^ є 


Distáncia entre dois navios Ao meio-dia, o navio А estava 
a 12 milhas náuticas ao norte do navio В. О navio А navegava 
para o sul a 12 nós (milhas náuticas por hora; uma milha náu- 
tica equivale a 2000 jardas) e continuou nesse sentido durante 
todo o dia. О navio В navegava para leste a 8 nós e continuou 
nesse sentido durante todo o dia. 

a. Comece com / = 0 ao meio-dia e expresse a distáncia s 

entre os navios em função de /. 


b. Qual a velocidade de mudança da distância entre os navios 
ao meio-dia? E uma hora mais tarde? 

e. A visibilidade desse dia era de 5 de milhas náuticas. Será 
que os navios podiam avistar um ao outro? 


d. Esboce s e ds/dt em um único gráfico como funções de 


48. 


49. 


t para — 1 = t = 3, usando cores diferentes, se possível. 
Compare os gráficos e relacione o que vocë vë com suas 
respostas nos itens (b) e (c). 

e. Parece que o gráfico de ds/dt poderia apresentar uma as- 
síntota horizontal no primeiro quadrante. Isso, por sua vez, 
sugere que ds/dt se aproxima de um valor limite, quando 
t — oo. Qual é esse valor? Qual a sua relação com a veloci- 
dade individual dos navios? 


Princípio de Fermat na óptica А luz de uma fonte 4 é re- 
fletida por um espelho plano para um receptor no ponto В, 
como mostra a figura a seguir. Demonstre que para a luz obe- 
decer ao princípio de Fermat o ángulo de incidéncia deve ser 
igual ao ángulo de reflexào, medidos a partir da reta normal à 
superfície refletora do espelho. (Esse resultado pode também 
ser deduzido sem cálculo. Existe um argumento puramente 
geométrico, que talvez vocé prefira.) 


Normal 


Receptor 
da luz 


Ángulo de 
reflexáo 


Ángulo de 
incidéncia 


Espelho plano 


Peste do estanho Quando o estanho metálico é mantido 
abaixo de 13,29С, torna-se lentamente quebradigo e acaba por 
esfarelar. Se objetos de estanho forem mantidos durante anos 
a baixas temperaturas, eventualmente, esfarelam-se esponta- 
neamente. Os europeus que observaram os tubos de estanho 
dos órgàos das igrejas se desintegrarem no passado chamavam 
essa transformagáo de peste do estanho, porque parecia ser 
contagiosa, e de certa forma era, pois o pó cinza catalisa a 
própria formacáo. 

Um catalisador para uma reagáo química é uma substán- 
cia que aumenta a velocidade da reação sem sofrer alteração 
permanente. Uma reação autocatalítica é aquela em que o 
produto é o catalisador da própria formação. Uma reação desse 
tipo pode ocorrer lentamente no início, quando a quantidade de 
catalisador presente é pequena, e também no final, quando a 
maior parte da substância original já foi consumida. Mas, nesse 
intervalo, quando tanto a substância original quanto o produto 
catalisador são abundantes, a reação ocorre mais rapidamente. 

Em alguns casos, é razoável admitir que a velocidade da 
reação v = dx/dt é proporcional tanto à quantidade de substân- 
cia original quanto à quantidade de produto. Ou seja, v pode 
ser expressa em função apenas de x, e 


u= kx(a—x)= Ках — kx?, 
onde 
x = quantidade do produto 
а = quantidade de substáncia no início 
К = constante positiva. 


Com que valor de x a velocidade v apresenta um máximo? 
Qual é o valor máximo de v? 


50. 


Trajetória de aterrissagem de um aviáo Um aviáo que voa 
à altitude H começa a descer rumo à pista de pouso de um aero- 
porto que está a uma distância terrestre horizontal L do avião, 
como mostra a figura a seguir. Suponha que a trajetória descen- 
dente do avião seja o gráfico de uma função polinomial cúbica 
y — ax? + bx? + cx * d, onde y(-L) =H e y(0) = 0. 

a. Quanto vale dy/dx quando x = 0? 

b. Quanto vale dy/dx quando x = —L? 


с. Use os valores de dy/dx quando x = 0 e x = —L, juntamente 
com y(0) = 0 e y(—L) = H para demonstrar que 


мөч G] 


Trajetória descendente 


Н = altitude de cruzeiro 


ЕЕ 


Negócios e economia 


51. 


52. 


53. 


O custo, em dólares, рага uma empresa manufaturar e distri- 
buir uma mochila é c. Se as mochilas sáo vendidas a x dólares 
cada uma, o número de unidades vendidas é dada por 


a 
x—c 


n= + b(100 — x), 


onde a e b são constantes positivas. Qual preço de venda trará 
lucro máximo? 


Vocé opera uma agéncia de excursóes que pratica os seguintes 
pregos: 


* $ 200 por pessoa, caso 50 pessoas (o número mínimo ne- 
cessário para fechar um grupo) participem da excursáo. 


* Para cada pessoa a mais, até um máximo de 80 pessoas, о 
prego é reduzido em $ 2. 
A realizagáo da excursáo custa $ 6000 (custo fixo) mais $ 32 
por pessoa. Quantas pessoas sáo necessárias para maximizar 
o lucro? 


Fórmula do tamanho do lote de Wilson Ота das fórmulas 
para gerenciamento de almoxarifado diz que o custo médio 
semanal para vocé encomendar, pagar e armazenar uma mer- 
cadoria é 

hq 


= Ет ора 7d 
A(q) = q ^ot» 


onde q é a quantidade que vocë encomenda quando o estoque 
está baixo (calçados, rádios, vassouras, seja o que for), k é o 
custo para fazer o pedido (que é constante, nào importando 
quanto vocë pede), c é o custo de um item (uma constante), m 
é o número de itens vendidos em uma semana (uma constan- 
te) е h é o custo semanal de armazenagem de um item (uma 
constante que leva em conta, por exemplo, o espaço que o item 
ocupa, utilidade, seguro e segurança). 
a. Seu trabalho, como almoxarife, é determinar a quantidade 
que minimizará A(q). Que quantidade é essa? (A fórmula 


55. 


56. 


57. 


58. 


261 


Capítulo 4 Aplicações das derivadas 


que vocé obterá como resposta é conhecida como fórmula 
do tamanho do lote de Wilson.) 

b. Ás vezes, os custos de entrega dependem do tamanho do 
pedido. Quando isso ocorre, é mais conveniente substituir k 
por k + bq, a soma de k e uma múltipla constante de q. Qual 
é a quantidade mais económica a encomendar agora? 


Nível de produção Demonstre que o nível de produção (se 
houver) ao qual o custo médio é mínimo é aquele em que o 
custo médio é igual ao custo marginal. 


Demonstre que se r(x) = 6x e c(x) = х? — 6x2 + 15x são suas 
funções de receita e custo, então o melhor que você consegue 
é ter a receita igual ao custo. 

Nível de produção Suponha que c(x) = x? — 20x? + 20.000x 
seja o custo para manufaturar x itens. Determine o nível de 
produção que minimizará o custo médio para produzir x itens. 


Você está para construir uma caixa aberta retangular com base 
quadrada e um volume de 48 pés?. Se o material para o fundo 
custa $ 6/pés? e o material para os lados custa $ 4/pés?, que di- 
mensões resultarão em uma caixa menos cara? Qual é o custo 
mínimo? 

A cadeia Mega Motel, com capacidade de 800 quartos, fica 
lotada quando o custo do quarto é de $ 50 por noite. Para cada 
aumento de $ 10 no custo do quarto, 40 quartos a menos ficam 
ocupados a cada noite. Que custo por apartamento resultará na 
receita máxima por noite? 


Biologia 


59. 


60. 


Sensibilidade a medicamentos (Continuação do Exercício 
72, Seção 3.3.) Calcule a quantidade de medicamento à qual 
o organismo é mais sensível, determinando o valor de M que 
maximiza a derivada dR/dM, onde 


e C é uma constante. 
Como tossimos 


a. Quando tossimos, a traqueia se contrai e aumenta a velo- 
cidade do ar que passa. Isso levanta questões sobre quanto 
ela deveria se contrair para maximizar a velocidade e se ela 
realmente se contrai tanto assim quando tossimos. 
Considerando algumas hipóteses razoáveis sobre a elasti- 
cidade da traqueia e de como a velocidade do ar próximo 
às paredes é reduzida pelo atrito, a velocidade média v do 
fluxo de ar pode ser modelada pela equação 


v = clro — r)r? cm/s, үл == лу, 


onde r, é o raio, em centímetros, da traqueia em repouso е 
с ё uma constante positiva, cujo valor depende em parte do 
comprimento da traqueia. 

Demonstre que v é máximo quando r = (2/3)ry; ou seja, 
quando a traqueia está contraída em cerca de 33%. O im- 
pressionante é que imagens obtidas com raios X confir- 
mam que a traqueia se contrai nessa proporção durante a 
tosse. 

Sendo r, = 0,5 e c = 1, trace o gráfico de v no intervalo 
0 = r = 0,5. Compare o que você observa com a alegação 
de que v é máximo quando r = (2/3)r,. 
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Teoria e exemplos 


61. 


62. 


63. 


Desigualdade para inteiros positivos  Demonstre que se a, 

b, c e d sào inteiros positivos, entào 
(a? + 1)(b? + (c? + Dd + 1) _ 
abcd E 


16. 


Derivada dt/dx no Exemplo 4 
a. Demonstre que 


é uma função crescente de x. 
b. Demonstre que 
8-3 


$) = 
ин Vb? + (d — x) 


é uma funçào decrescente de x. 
c. Demonstre que 
dt _ х dX 
d aviso оу + (d х) 


é uma funçào crescente de x. 


Sejam f(x) e g(x) as funções deriváveis traçadas aqui. O ponto 
c é onde a distância vertical entre as curvas é máxima. Há algo 
especial sobre as tangentes às duas curvas em c? Justifique 
sua resposta. 


у= /(х) 


y = g@) 


>x 


à La 
з... 


l 
! 
! 
l 
1 
а 


Método de Newton 


4.7 


64. Vocé foi incumbido de determinar se a funçào f(x) = 3 +4 cos х 


+ cos 2x é negativa em algum momento. 


a. Explique por que vocé precisa considerar apenas os valores 
de x do intervalo (0, 277]. 


b. f é negativa em algum momento? Explique. 


65. a. A função y = cotg x — VA cossec х possui um valor má- 


ximo absoluto no intervalo 0 < x < 7. Determine-o. 


b. Esboce o gráfico da fungáo e compare o que vocé observa 


com a resposta do item (a). 


66. a. A função y = tg x +3 cotg x possui um valor mínimo abso- 


luto no intervalo 0 < x < 7/2. Determine-o. 


b. Esboce o gráfico da fungáo e compare o que vocé observa 


com a resposta do item (a). 


67. a. Qual ба distáncia mínima da curva y = Vx ao ponto (3/2, 


0)? (Dica: minimizando o quadrado da distáncia, vocé evi- 
ta trabalhar com raízes quadradas.) 


b. Trace o gráfico da fungáo distáncia D(x) juntamente com o 


de у = Vx е concilie o que você observa com a resposta 
do item (a). 


68. a. Qual é a distância mínima de um ponto da semicircunferén- 


cia y = V16 — x? ao ponto (1, v3)? 


Elb. Trace o gráfico da função distância juntamente com 


y = V16 — х? e concilie o que você observa com a res- 
posta do item (a). 


Nesta seção, estudaremos um método numérico denominado método de 
Newton, ou método de Newton-Raphson, que consiste em uma técnica para apro- 
ximar a solução de uma equação f(x) = 0. Essencialmente, esse método usa retas 
tangentes no lugar do gráfico de y — f(x) próximo aos pontos onde f é zero. (Um 
valor de x onde f é zero é uma raiz da função f e uma solução da equação f(x) = 0.) 


Procedimento para o método de Newton 


O objetivo do método de Newton para estimar a solução de uma equação f(x) 
= 0 é produzir uma sequência de aproximações que tendem para a solução. Esco- 
Ihemos o primeiro número x, da sequéncia. Entáo, sob circunstáncias favoráveis, o 
método se encarregará do resto, caminhando passo a passo rumo a um ponto onde o 
gráfico de f cruza o eixo x (Figura 4.44). A cada passo, o método aproxima uma raiz 
de f, utilizando a raiz de uma de suas linearizações. Eis como funciona. 


>` 


y = f@) 


(хо, f(xo)) 


(ху. fo), 


! 

I 

] 

] 

| 

] 

I 

! 

I 

] 

! 

Qo, f(x) | 
Raiz : 
procurada H 


E> x 


*o 


> 32 х 
Quarta Terceira Segunda Primeira 
APROXIMACÓES 


FIGURA 4.44 О método de Newton 
comeca pela estimativa inicial x, e (sob 
circunstáncias favoráveis) melhora a 
estimativa a cada passo. 


y-fQ) 


Ponto: (x, f(x, )) 
Coeficiente angular: fx, ) 
Equação da tangente: 

y — fax) = fu) — х„) 


(х,./0,)) É Reta tangente 
| (gráfico da 
Ч linearização 
| de fem x,) 
Raiz ! 
' 
procurada П 
' 
e > x 
0 \ x, 
: fe) 
Xp] = Хал f) 
Xn 


FIGURA 4.45 Geometria das etapas 
sucessivas do método de Newton. A 
partir de x,, seguimos para cima até a 
curva e descemos pela reta tangente para 
determinar x, , ,. 
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A estimativa inicial, хү, pode ser determinada graficamente ou apenas por sim- 
ples suposição. Assim, o método usa a tangente à curva y = f(x) em (xy, /(х,)) para 
aproximar a curva, chamando o ponto x, onde a tangente cruza o eixo x (Figura 
4.44). O número x, geralmente é uma aproximação melhor da solução do que x,. 
O ponto x,, onde a tangente à curva em (хү, f(x,)) cruza o eixo х, é a aproximação 
seguinte. Continuamos, usando cada aproximação para gerar a próxima, até que 
estejamos suficientemente perto da raiz e possamos parar. 

Podemos deduzir uma fórmula para gerar as aproximações sucessivas da forma 
apresentada a seguir. Dada a aproximação x,, a equação da tangente à curva em 


(х, f(x.) é | 
у= f(x) + f'@ ax). 


Podemos determinar onde essa curva cruza o eixo x fazendo com que y = 0 (Fi- 
gura 4.45): 
0- /(х„) + f'(x,)(x х) 


шэн 
POS ^ 5 
X = x, 7 ^ Se f'(x,) * 0 


Esse valor de x é a próxima aproximação x, |. Eis um resumo do método de Newton. 


Método de Newton 


1. Escolha uma primeira aproximação para uma solução da equação f(x) = 0. 
Um gráfico de y = f(x) poderá ajudá-lo. 

2. Use a primeira aproximação para obter uma segunda, a segunda para obter 
uma terceira, e assim por diante, utilizando a fórmula 


Хх) 


f)" se f'(x,) * 0. (1) 


Ха+1 — Xa — 


Aplicacáo do método de Newton 


As aplicagóes do método de Newton geralmente envolvem muitos cálculos 
numéricos, o que as torna especialmente adequadas para computadores ou calcu- 
ladoras. De qualquer modo, mesmo quando os cálculos sáo feitos manualmente (o 
que pode ser bem tedioso), o método é uma boa maneira de achar solugóes para 
equações. 

Em nosso primeiro exemplo, determinaremos aproximações decimais para v2 
estimando a raiz positiva da equação f(x) =x? — 2 = 0. 


EXEMPLO 1 Determine a raiz positiva da equagáo 
100)-32-2-0. 


Solução Com f(x) 23? - 2 e f'(x) = 2x, a Equação 1 se torna 


е 322 = 2 
Хуур = Хатар 
п 
= x = as d 
— m 2 T X. 
Xn 1 
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FIGURA 4.46 О gráfico de f(x) 2:3 - x — 
1 cruza o eixo x uma vez; essa é a raiz que 
queremos determinar (Exemplo 2). 


уз-х!-х-1 


(15,0,875) 


Raiz procurada 


FIGURA 4.47 Primeiros três valores de х 
da Tabela 4.1 (quatro casas decimais). 


By(3,23) 


FIGURA 4.48 Qualquer valor inicial x, à 
direita de x = 1/V3 levará à raiz. 


А equagáo 


= Ха 
Ха+1 = 3 + Ха 
permite passar de uma aproximagáo para a seguinte com apenas alguns comandos. 
Com o valor inicial x, = 1, obtemos os resultados na primeira coluna da tabela a 
seguir. (Com cinco casas decimais, V 2 = 1,41421.) 


Nümero de 

algarismos 

Erro corretos 
ху = 1 —0,41421 1 
x = 1,5 0,08579 1 
хә = 1,41667 0,00246 3 
x3 = 1,41422 0,00001 5 


O método de Newton é usado pela maioria das calculadoras para determinar 
raizes, pois converge muito rapidamente (veremos mais sobre isso adiante). Se a 
aritmética da tabela do Exemplo 1 tivesse sido realizada com 13 casas decimais em 
vez de 5, então ao dar um passo adiante teria resultado em V2 com mais de 10 casas 
decimais corretas. 


EXEMPLO 2 Determine a abscissa do ponto onde a curva у = x? — x cruza a reta 
horizontal y = 1. 


Solução A curva cruza a reta quando х? — x = 1 ou x? — x — 1 = 0. Quando f(x) = x 
—x- l é igual a zero? Como f(1) =- 1 e f(2) = 5, sabemos pelo teorema do valor 
intermediário que existe uma raiz no intervalo (1, 2) (Figura 4.46). 

Aplicamos o método de Newton a f com valor inicial x; = 1. Os resultados são 
apresentados na Tabela 4.1 e na Figura 4.47. 

Quando n = 5, chegamos ao resultado x, = x, = 1,3247 17957. Quando х= 
x, a Equação 1 mostra que f(x,) = 0. Chegamos à solução de f(x) = 0 com nove 
casas decimais. 


TABELA 4.1 Resultado da aplicação do método de Newton a f(x) =x- x – 1 com x, = 1 


n f 142) эх, - 0) 
Xn (x,) Хп Ха+1 = Xn Т (ху) 
Ї -1 2 1,5 
1,5 0,875 5,75 1,3478 26087 


1,3478 26087 0,1006 82173 4,4499 05482 1,3252 00399 
1,3252 00399 0,0020 58362 4,2684 68292 1,3247 18174 
1,3247 18174 0,0000 00924 — 4,2646 34722 1,3247 17957 
1,3247 17957 —1,8672E-13 4,2646 32999 1,3247 17957 


чл + ш мю — © 


Na Figura 4.48 indicamos que o processo do Exemplo 2 poderia ter sido inicia- 
do no ponto B,(3, 23) da curva, com x, = 3. O ponto B, está bem distante do eixo 
х, mas a tangente em B, cruza o eixo х aproximadamente em (2,12; 0), portanto x, 
ainda é melhor se comparado com x,. Se utilizarmos a Equação 1 repetidamente, 
como antes, com f(x) 2x? -x— 1 e f'(x) = 3x2 — 1, obteremos a solução com nove 
casas decimais x, = x, = 1,3247 17957 em sete etapas. 


Convergência das aproximações 


No Capítulo 10, definimos precisamente a ideia de convergência para as apro- 
ximações x, no método de Newton. Intuitivamente, queremos dizer que, como o 
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y número n de aproximações aumenta sem limitações, os valores x, se aproximam 


de x; —x |. 


FIGURA 4.49 О método de Newton nào 
consegue convergir. Você vai de x, ax, e 
volta para ху, sem nunca se aproximar de r. 


лә Ls 


arbitrariamente da raiz desejada r. (Essa nogáo é semelhante à ideia do limite de 
uma função g(t) quando / tende a infinito, como definido na Seção 2.6.) 

Na prática, o método de Newton, geralmente, apresenta convergéncia com uma 
velocidade impressionante, mas isso nào é garantido. Uma maneira de testar a con- 
vergéncia é iniciar pela representação gráfica da função para estimar um bom valor 
inicial para x,. Vocé pode testar se está ficando mais próximo de um zero da fungáo 
pelo cálculo de |f(x,)| e verificar se as aproximações estão convergindo pelo cálculo 


O método de Newton nem sempre converge. Por exemplo, se 


<V} ESP 


x = r 


o gráfico será como o apresentado na Figura 4.49. Se começamos com x, = r — h, 
obtemos x, = r + h, e aproximações sucessivas vào e voltam entre esses dois valores. 
Nenhuma quantidade de iteragóes nos deixa mais próximos da raiz do que a nossa 
primeira aproximagáo. 

Se o método de Newton converge, ele converge para uma raiz. Tenha cuidado, 
entretanto. Há situacóes em que o método parece convergir, mas nào há nenhuma 
raiz ali. Felizmente, elas sào raras. 

Quando o método de Newton converge para uma raiz, a raiz pode nào ser 
aquela que vocé tem em mente. A Figura 4.50 mostra duas maneiras como isso pode 


acontecer. 


Ponto de Raiz 


partida 


encontrada 


! 
l 
! 
l 
l 
X 


x ё > x 
P Y \ хом 

Raiz Raiz Fonto Е 

encontrada procurada 96 partida 


FIGURA 4.50 Se você começar muito distante, o método de Newton pode perder a raiz que você 


deseja. 


Exercícios 4.7 


Determinação de raízes 


1. 


Use o método de Newton para estimar as solugóes da equagáo 
xX? + x — 1 = 0. Comece com Xy — -1 para a solução à esquerda 
e com x, = 1 para a solução à direita. Depois, determine x, em 
cada caso. 


Use o método de Newton para estimar a única solugáo real de 
х 3x 1 = 0. Inicie com Xy = 0 e depois calcule x,. 


Use o método de Newton para estimar as duas raízes da função 
f(x) = х*+ x — 3. Comece com Xp = —1 рага a raiz à esquerda 
e depois com x, = 1 para a raiz à direita. Entáo, determine x, 
em cada caso. 


Use o método de Newton para estimar as duas raizes da função 
f(x) = 2x — x? + 1. Comece com x, = 0 para a raiz à esquerda 
e depois com x, = 2 para a raiz à direita. Entáo, determine x, 
em cada caso. 


Use o método de Newton para determinar a quarta raiz posi- 
tiva de 2 resolvendo a equação x* — 2 = 0. Comece com x, = 
1 e calcule x,. 


6. 


Use o método de Newton para determinar a raiz quarta nega- 
tiva de 2 resolvendo a equação x* — 2 = 0. Comece com X97 
=1 e calcule x,. 


Adivinhando uma raiz Suponha que sua primeira tentativa 
para a raiz esteja correta, no sentido de que x, seja uma raiz 
de f(x) = 0. Supondo que f'(x,) exista e seja nào nula, o que 
acontecerá com x, e com as aproximações seguintes? 

Estimando pi Você planeja estimar 7/2 com cinco casas de- 
cimais usando o método de Newton para resolver a equação 
cos x = 0. O valor inicial faz diferença? Justifique sua resposta. 


Teoria e exemplos 


9. 


Oscilação  Demonstre que, se Л > 0, aplicando o método de 
Newton para 
Vx, 


У-х, x«0 


que leva ax, —— h se x)= h e a x, = Л se x,=-h. Desenhe uma 
figura que mostre o que ocorre. 


LSD 


f(x) = 
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10. 


11. 


12. 


Шз. 


1114. 


| T PES 


16. 


17, 


[T PES 


19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


Aproximações que se tornam cada vez piores Aplique o 
método de Newton a f(x) = х! com x, = 1 e calcule ху, x, X; 
e x,. Determine uma fórmula para |x, |. O que acontece сот |x,| 
quando n — oo? Desenhe uma figura que mostre o que ocorre. 


Explique por que as quatro questóes seguintes pedem a mesma 
informagáo: 

i) Determine as raízes de /(х) = x) — 3x — 1. 

ii) Determine as abscissas da interseção da curva у = com a 


reta y 3x +1. 


iii) Determine as abscissas dos pontos em que a curva y = х? — 


3x cruza a reta horizontal y = 1. 
iv) Determine os valores de x onde a derivada de g(x) — 
(1/4)x* — (3/2)? — x + 5 é igual a zero. 
Localização de um planeta Para calcular as coordenadas 
espaciais de um planeta, temos de resolver equações do tipo 
x= 1 + 0,5 sen x. O traçado da função f(x) =x — 1 – 0,5 sen x 
sugere que a fungáo possui uma raiz próxima de x = 1,5. Use 
uma aplicagáo do método de Newton para melhorar essa esti- 
mativa. Ou seja, comece com x, — 1,5 e determine x,. 
(O valor da raiz é 1,49870 com cinco casas decimais.) Lem- 
bre-se de usar radianos. 


Interseção de curvas А curva у = tg x cruza a reta y = 2x en- 
tre x = 0e x = 7/2. Use o método de Newton para determinar 
onde isso ocorre. 


Soluções reais de equação de quarto grau Use o método 
de Newton para determinar duas soluções reais da equação 
*-24-2-2+2=0., 

a. Quantas soluções a equação sen 3x = 0,99 — x? possui? 

b. Use o método de Newton para determiná-las. 

Intersegáo das curvas 

a. Será cos 3x igual a x para algum x? Justifique sua resposta. 
b. Use o método de Newton para determinar onde isso ocorre. 
Determine as quatro raízes reais da função f(x) =2x*-4x?+ 1. 
Estimativa de pi Estime z com tantas casas decimais de pre- 


cisáo quantas sua calculadora permitir usando o método de 
Newton para resolver a equação tg x = 0 com x, = 3. 


Interseção de curvas 
cos x = 2x? 


Рага que valor(es) de х obteremos 


Intersegáo de curvas 
cos x =— x? 


Para que valor(es) de x obteremos 


As curvas y=x2(x + 1) e y = 1/х(х > 0) se cruzam em um ponto 
x = r. Use o método de Newton para estimar o valor de r com 
quatro casas decimais. 


у= xXx + 1) 


nm 2 
Os gráficos de y — V e y = 3 — x^ se cruzam em um 
ponto x — r. Use o método de Newton para calcular o valor de 
г com quatro casas decimais. 


Intersecáo de curvas Para que valor(es) de x teremos e= 
xX2- x+ 1? 


24. Intersecáo de curvas 


25. 


26. 


Para que valor(es) de x teremos 
In (1-22) 2x- 1? 
Use o teorema do valor intermediário da Segáo 2.5 para mos- 


trar que f(x) 23? + 2x — 4 tem uma raiz entre x= 1 ex — 2. Em 
seguida, determine a raiz com cinco casas decimais. 


Fatoração de uma equação de quarto grau Determine os 
valores aproximados de 7, аг, na fatoração 


8х% — 148 - 9х2 + 10x - 1— 8 — rx – n) rr. 


y 
^ у= 804 — 148 — 92 + 11х—1 


-12 } 


Hi. Convergéncia para raízes diferentes Use o método de 


28. 


Newton para determinar as raízes de f(x) = 4x* — 4x? usando 
os valores iniciais fornecidos. 


a. xo = —2 exo = —0,8, situadas em (о, -V2/2) 

b. xo = —0,5 e xo = 0,25, situadas em (— V21/7, У21/7) 
с. xo = 0,8 e xo = 2, situadas em (У2/, оо) 

d. хо = -V21/7 exo = V21/7 


O problema da sonoboia Nos problemas para localizar 
submarinos, normalmente é necessário determinar o ponto 
de aproximação máxima (PAM) em relação a uma sonoboia 
(equipamento eletrónico flutuante que capta sinais sonoros de 
submarinos) na água. Suponha que o submarino se desloque 
em uma trajetória parabólica y — x? e que a sonoboia esteja 
localizada no ponto (2, —1/2). 

a. Demonstre que o valor de x que minimiza a distáncia en- 
tre o submarino e a sonoboia é a solução da equação x = 
1/(х? + 1). 

Resolva a equação x = 1/(x? + 1) pelo método de Newton. 


Trajetória do submarino 
em duas dimensões 


` 

Ea 1 > x 

1 7X 2 I 
` 


Sonoboia Ë. 3) 


. Curvas que são praticamente achatadas na raiz Algumas 


curvas sáo táo planas que, na prática, o método de Newton 
para demasiado longe da raiz para fornecer uma estimativa 
útil. Tente usar o método de Newton em f(x) = (x — 1)% com 
uma estimativa inicial de x, — 2 para verificar o quanto a 
sua calculadora se aproxima da raiz x = 1. Veja o gráfico 
a seguir. 


Coeficiente 
angular = —40 


4.8 


1 


Praticamente 
plana 


Primitivas 


Coeficiente 
angular = 40 


(2,1) 
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30. A figura a seguir mostra um circulo de raio r com uma corda 
de comprimento 2 e um arco s de comprimento 3. Use o méto- 
do de Newton para resolver r e 0 (radianos) com quatro casas 
decimais. Suponha que 0 < 0 < z. 


Já estudamos como calcular a derivada de uma função. No entanto, muitos pro- 
blemas exigem que recuperemos uma função a partir de sua derivada conhecida (a 
partir de sua taxa de variação conhecida). Por exemplo, podemos conhecer a função 
velocidade de um objeto que cai de uma altura inicial e precisar saber sua altura em 
um instante qualquer ao longo de determinado período. Falando de maneira mais 
genérica, queremos determinar uma função F a partir de sua derivada f. Se tal fun- 
ção F existir, será denominada primitiva ou antiderivada de f. Veremos no próximo 
capítulo que primitivas são o elo dos dois principais elementos do cálculo: derivadas 
e integrais definidas. 


Determinação de primitivas 


DEFINIÇÃO Uma função F é uma primitiva de f em um intervalo / se F'(x) 


= f(x) para qualquer x em /. 


O processo de recuperação de uma função Р(х) a partir de sua derivada f(x) chama- 
-se primitivação ou antiderivação. Usamos um F maiúsculo para representar uma 
primitiva de uma função f, G para representar uma primitiva de g, e assim por diante. 


EXEMPLO 1 Determine uma primitiva para cada uma das seguintes funções. 

(a) f(x) = 2х (b) g(x) = cos х (c) h(x) = 1 + 265 
Solucáo Aqui precisamos retroceder: Qual funçào sabemos ter uma derivada igual 
à função dada? 

(a) Р(х) = х2 (b) G(x) = sen х (с) H(x) = In |x| + e? 


Todas as respostas podem ser verificadas por meio da derivagáo. A derivada de 
F(x) = x? é 2x. A derivada de G(x) = sen x é cos x e a derivada de H(x) = In |x| + е^ 
é (1х) + 2e2x, : 
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A função F(x) = x? não é a única função cuja derivada é 2x. A função x? + 1 
tem a mesma derivada. Para qualquer constante C, x? + C também. Existem outras? 

A resposta está no Corolário 2 do teorema do valor médio na Segáo 4.2: duas 
primitivas quaisquer de uma função diferem por uma constante. Assim, as funções 
x? + C, onde C é uma constante arbitrária, formam todas as primitivas de f(x) = 
2x. Falando de modo mais genérico, temos o seguinte resultado: 


TEOREMA 8 Se F é uma primitiva de f em um intervalo /, então a primitiva 
mais geral de f em / é 


Е(х) +С 
onde С ё uma constante arbitrária. 


Assim, a primitiva mais geral de f em / é uma familia de funções Р(х) + C cujos 
gráficos são translações verticais uns dos outros. Podemos selecionar uma primitiva 
específica dessa familia atribuindo um valor específico a C. Eis um exemplo que 
mostra como tal atribuigáo pode ser feita. 


EXEMPLO 2 Determine uma primitiva de f(x) = 3x? que satisfaça F(1) = —1. 


Solucáo Como a derivada de xš é 3x?, a primitiva geral 
Fo)=x3+C 


fornece todas as primitivas de f(x). A condigáo F(1) = —1 determina um valor espe- 
cífico para C. Substituindo x = 1 em F(x) = x° + C, temos 


FHD=P+C=1+C. 
Como F(1) = —1, resolvendo 1 + C=- 1 para C temos C = -2. Logo 


F(x) 233 -2 | 


é a primitiva que satisfaz F(1) = —1. Observe que essa atribuição para C seleciona 
a curva particular a partir da família de curvas y = xš + C que passa pelo ponto (1, | 
-1) no plano (Figura 4.51). D 


Trabalhando de trás para a frente a partir de regras adequadas de derivação, 
podemos deduzir fórmulas e regras para primitivas. Em todos os casos haverá uma 
constante arbitrária C na expressáo geral que representa todas as primitivas de dada 
função. A Tabela 4.2 apresenta as fórmulas das primitivas de algumas funções im- 
portantes. 


‚= xš r ? zo 4 y СЭ 
FIGURASI Acs У e E fácil verificar as regras da Tabela 4.2: basta derivar a fórmula geral da primi- 
preenchem o plano cartesiano sem se 


sobrepor. No Exempl 62: identificamos E pos сэр : fungáo que está Wis up vi ir ai 9 2 de m Р 
a curva у = x? — 2 como aquela que passa é sec” kx, qualquer que seja o valor das constantes C ou , e isso estabelece а 
pelo ponto dado (1, —1). Fórmula 4 para a primitiva mais geral de sec? kx. 


EXEMPLO 3 Determine a primitiva geral de cada uma das seguintes funções. 


(а) f(x) 2x? | 
b x) = — 
(b) gx) "s 


(c) /(х) = sen 2x 

d) (х) = cos — 
(d) i(x) = cos 2 
(e) j(x) = e?* 


(f) Kx) =2* 
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TABELA 4.2 Fórmulas de primitivas, sendo k uma constante diferente de zero 
T" 
Função Primitiva geral Função Primitiva geral 
n 1 n+l = kx 1 kx 
À, x ятх +C, n*-1 8. е rii duc 
2. senkx -Ł cos к+с 9 1 шх +С, x= 0 
1 ы 
1 — — + 1 
3. cos kx x sen ра 10. Vi EB Sen kx + C 
4. sec kx 4 ! lg 
sec k tg kx +С 11. 13 E is kx + C 
1 1 
5. cossec? kx — соф kx + C 12. --45---  sec!kx C, kx>1 
E VET 
6. seckxtg kx — sec kx + C 
k 13. а“ (а) +C, а> 0, a+] 
7. cossec kx cotg kx -} cossec kx + С 


Solução Em cada caso, podemos usar uma das fórmulas listadas na Tabela 4.2. 
6 


(a) F(x) ийг 1 + E 


Fórmula 1 


= $ 
(b) g(x) = x 1/2, assim =" 
G(x) = " +C=2Vx+C MM is 
© HQ) = 88H + с Fórmula 2 
(d) (х) = = + C = 2sen 5 +C kipa 
(e) Лх) = -1e +C Wasi л 
o n= CO +e emet ato 


Outras regras de derivagáo também levam a regras de primitivagáo corresponden- 


tes. Podemos adicionar e subtrair primitivas, bem como multiplicá-las por constantes. 


TABELA 4.3 Кевгав de linearidade para primitivas 


Funcáo 


Primitiva geral 


1. Regra da multiplicação por constante: kf(x) 
-fo 
f(x) + gx) 


kF(x) + C, sendo К uma constante 
-F(x)+ С 
F(x) + G(x) + С 


2. Regra da oposta: 


3. Regra da soma ои da diferenga: 


As fórmulas da Tabela 4.3 sáo provadas facilmente por meio da derivagáo das 
primitivas e da verificação de que o resultado está de acordo com a função original. 
A Fórmula 2 é o caso especial k= —1 na Fórmula 1. 


EXEMPLO 4 Determine a primitiva geral de 


f(x) = EM + sen2x. 


Vx 


270 Cálculo 


Solução Temos que f(x) = 3g(x) + h(x) para as funções g e h no Exemplo 3. Como 
G(x) = 2V x é uma primitiva de g(x), conforme mostra o Exemplo 3b, segue da re- 
gra da multiplicagáo por constante para primitivas que 3G(x) = 3- 2Vx = 6Vx 
é uma primitiva de 3g (х) = 3/ Vx. Da mesma forma, pelo Exemplo 3c sabemos 


que H(x) = (1/2) cos 2x é uma primitiva de A(x) = sen 2x. A regra da soma para 
primitivas nos diz que 


F(x) = 3G(x) + H(x) + C 


=6Vx – > cos2x TC 
ё a fórmula da primitiva geral para f(x), em que C é uma constante arbitrária. 


Problemas de valor inicial e equacóes diferenciais 


As primitivas desempenham vários papéis importantes na matemática e em 
suas aplicações. Os métodos e técnicas para determiná-las são uma parte impor- 
tante do cálculo, e nos dedicaremos a esse estudo no Capítulo 8. Determinar uma 
primitiva de uma função f(x) é um problema similar a determinar uma função у(х) 
que satisfaga a equagáo 


dy _ 
qx © ГОО. 


Essa equação é chamada equação diferencial, pois envolve uma função desco- 
nhecida у que está sendo derivada. Para resolvê-la, precisamos de uma função у(х) 
que a satisfaça. Determinamos tal função a partir da primitiva de f(x). Para fixar a 
constante arbitrária que entra na fórmula da primitiva, especificamos uma condição 
inicial 

убу) = yo: 


Essa condição implica que a função y(x) tem o valor y, quando x = х. A combina- 
ção de uma equação diferencial e uma condição inicial é chamada de problema de 
valor inicial. Problemas desse tipo desempenham papéis importantes em todos os 
ramos da ciéncia. 

A primitiva mais geral F(x) + C (tal como х? + C no Exemplo 2) da função f(x) 
fornece a solução geral у = F(x) + C da equação diferencial dy/dx = f(x). A solução 
geral fornece todas as soluções da equação (existem muitas, uma para cada valor de 
С). Resolvemos a equação diferencial encontrando a sua solução geral. Em seguida, 
resolvemos o problema de valor inicial encontrando a solução particular que satis- 
faz a condição inicial y(x,) = уу. No Exemplo 2, a função y = x — 2 é a solução par- 
ticular da equação diferencial dy/dx = 3x? que satisfaz a condição inicial y(1) = —1. 


Primitivas e movimento 


Já vimos que a derivada da posição de um objeto fornece a velocidade, e que 
a derivada de sua velocidade fornece a aceleração. Conhecendo a aceleração de 
um objeto, podemos determinar uma primitiva e assim recuperar a velocidade e, a 
partir de uma primitiva da velocidade, recuperar a função posição. Esse processo foi 
usado como uma aplicação do Corolário 2 na Seção 4.2. Agora que contamos com 
a terminologia e a estrutura conceitual das primitivas, revisitaremos esse problema, 
dessa vez do ponto de vista das equações diferenciais. 


EXEMPLO 5 Um balão que sobe a uma taxa de 12 pés/s está a uma altura de 80 
pés acima do solo quando um pacote é derivado. Quanto tempo o pacote leva para 
chegar ao solo? 


Solução Faça v(t) indicar a velocidade do pacote no tempo t e s(t), sua altura acima 
do solo. A aceleração da gravidade perto da superfície da terra é 32 pés/s?. Supondo 


$ 


| v(0) = 12 


s(t) 


0 solo 


FIGURA 4.52 Pacote derrubado de um 
balào que está subindo (Exemplo 5). 
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que outras forcas nào atuem sobre o pacote atirado, temos que 


dv Negativo, pois a gravidade аша no 
dro 732 sentido da diminuicào de s 


Isso leva ao problema de valor inicial (Figura 4.52): 


Equação diferencial: а = —32 


Condigáo inicial: v(0) = 12. Baláo que sobe inicialmente 
Esse é o nosso modelo matemático para o movimento do pacote. Resolvemos o 
problema de valor inicial para obter sua velocidade. 
1. Resolva a едиасдо diferencial: a fórmula geral para uma primitiva de -32 é 
v=-321+C. 
Tendo encontrado a solução geral para a equação diferencial, usamos a condi- 
ção inicial para determinar a solução particular que resolve nosso problema. 
2. Calcule С. 
12=-32(0) + C Condição inicial v(0) = 12 
C=12. 
A solução do problema de valor inicial é 
v=-32t+ 12. 
Como a velocidade é a derivada da altura, e, quando atirado, a altura do pacote 
é 80 pés no instante / = 0, agora temos um segundo problema de valor inicial. 


— А ds Faga que v = ds/dt 
Equação diferencial: d =324 + 12 nx ditm nii 


80 


Condigáo inicial: s(0) 


Resolvemos esse problema de valor inicial para determinar a altura em função de t. 
1. Resolva a equação diferencial: determinando a primitiva geral de -321 + 12, 
vocé chega a 


s=-162+12t+C 


2. Calcule С: 
80 =— 16(0)2 + 12(0) + С Condição inicial s(0) = 80 
С-80. 
A altura do pacote acima do solo по instante / 6 
s=- 162 + 121 + 80. 


Use a solução: para determinar quanto tempo o pacote leva para atingir o solo, 
fazemos s igual a 0 e determinamos /: 
—16? + 121 + 80 = 0 
-42 + 3t + 20 = 0 
£= hec ing Fórmula quadrática 
t = —1,89, t = 2,64. 


O pacote atinge o solo cerca de 2,64 segundos depois de ter sido derrubado do ba- 
láo. (A raiz negativa náo tem significado físico.) ! 


Integrais indefinidas 


Um símbolo especial é usado para designar o conjunto de todas as primitivas 
de uma fungáo f. 
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DEFINIÇÃO O conjunto de todas as primitivas de f é chamado de integral 
indefinida de f em relação a x, denotado por 


n dx. 


/ é o sinal da integral. A função f é o integrando da integral e x é a variável 
de integracáo. 


Após o sinal da integral na notação que acabamos de definir, a função inte- 
granda é sempre seguida por uma diferencial para indicar a variável de integragáo. 
Teremos mais a dizer sobre o porqué da importáncia disso no Capítulo 5. Usando 
essa notação, reelaboramos as soluções do Exemplo 1, como segue: 


| 55-256 


[5 = senx + C, 


/ E + e") dx = In|x| + e? + C. 


Essa notação está relacionada com a aplicação principal das primitivas, que será 
explorada no Capítulo 5. As primitivas desempenham papel fundamental no cálculo 
dos limites de somas infinitas, uma utilidade maravilhosa e surpreendente que será 
descrita em um resultado central do Capítulo 5, denominado teorema fundamental 
do cálculo. 


EXEMPLO 6  Calcule 


Í (x? — 2х + 5) dx. 


Solução Se reconhecermos que (х?/3) — x? + 5x é uma primitiva de x? — 2x + 5, po- 
demos calcular a integral como 


primitiva 
AI 
3 
farra 2 -э нэгж, 
3 SR 
constante arbitrária 


Se náo reconhecermos a primitiva de imediato, podemos gerá-la termo a termo 
com as regras da soma, da diferença e da multiplicação por constante: 


[e +в fea- fas fsa 
= [оа -2 frases fra 
3 


- (5 n a) 25 + c) + 5(x + G) 


3 
яр OC == 20) -- 5+ 50. 


Essa fórmula é desnecessariamente complicada. Se combinarmos С, -2С, e 5C, 
em uma única constante arbitrária C = C, — 2C, + 5C,, a fórmula será simplificada 
para 


3 
и: 
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e ainda fornece todas as primitivas existentes. Por essa razão, recomendamos que | 


vocé vá direto а forma final, mesmo que decida integrar termo a termo. Escreva 


Је +в fa- far fsa 


3 
q цал ААГ 


Determine a primitiva mais simples possível para cada parte e adicione a constante 
arbitrária de integração no final. 


Exercícios 4.8 


Determinação de primitivas 22. а. хУ b. x7 ex 
Nos Exercícios 1-24, determine uma primitiva para cada função. 23. a 2 b. 1 és 1 
Еаса quantas puder mentalmente. Confira suas respostas por dife- A — x2 2(х? + 1) 1 + 4х? 
renciagáo. гү : ; 
Í: a. 2x b. х2 ë DEL 24. a. x — () b. х2 + 2х с. mx 
2. а. бх b; x” с. x!- 6x48 
Determinação de integrais indefinidas 
3. а. 317? b. x^ с. xt+2x+3 
> Nos Exercícios 25-70, determine a primitiva mais geral ou a integral 
4. a. 2x? b. Эс + y? c. x? x-1 indefinida. Confira suas respostas por diferenciagáo. 
| 5 5 25. fe + 1) dx 40. Jrs + 1) dx 
5. a "2 b. 5 € 2 — => 
х х x" М Vi 
2 1 i 26. Jo — 6x) dx 41. jet, 
6. a бээ bica с. gh “ te 
x° 2x° x* ; da М 
27. Jr + 3 dt 42. etas 
T7. 2 vs b. 21 с. Vx + d 2 {3 


20. а. 


мм» 
x 


pj- imi 
E 


PES 
< 


І 
а 
5 


0 
= 
3 


. sec? х 


. соѕѕес2х 


. cossec x cotg x 


TX 


.—т cossec — 
2 


. Sec x tg x 


“avr Vx po, 
| "TEN 28. |) 43. [ena 


b c 

3NÁ x 

29. |(2x) — 5x + 7) dx 44. | (=Ssent) dt 

b. ly e; Е 

3 3 0 

30. [р — x? — 3x5) dx 45. | 7sen do 
1-32 3 sp 3 
b. — € 75 
1 2. dx 

b .1-3 31 JG- Lar 46. IET 

2 4 1 

cm +* => 1 2 

ШЕ: E m. » € 2% >) dx 47 fes cossec? x) dx 
b. 3senx с. sen 7x — 3 sen 3x 

T cos TX ях 33. fer dx 48 / (- sex) de 
b. 2 cos 2 с. cos 2 + cos x 3 
b. E see? 5 c. —sec? E 3. fes dx 49. J cossec É otg É 27 

2 
b -3 cossec? dé с. 1 - 8cossec 2x 35. ftv + Vi) dx 50. (КҮ 
b. —cossec 5х cotg 5. 

_ х cotg 5х - | ES +2) ” ” fe ү 

cotg— x 
2 

b. 4зес3х!3х q, sec Try TE 37. | (в - 2) dj s J Qe* — 3072) dx 

e х/2 1 1 
b. e ce 38. JG - +) dy 53. fe + 4%) dx 
b. е®/3 c. es y 
ший e. GY 39 / ad 54. | (13) dx 
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55. 


56. 


л 
= 


58. 


63. 


[ч secxtgx — 2 sec? x) dx 
ПЕС — cossec x cotg x) dx 
ns — cossec?x)dx 64. Је ах 


IT 65. ШОГ 


(Dica: 1 + tg? = sec? 0) 


O Es 66. IE 


h pa 67. IE 


(Dica: 1 + cotg?x = cossec?x) 


1 5 2 
. [@-+—)е 68. fa - com x) dx 


. ЇЇ + sec 0) do 


3x V3 dx 70. j 


cossec 0 


cossec Ө — sen 0 ш 


Verificacáo de fórmulas de primitivas 


Verifique as fórmulas nos Exercícios 71-82 por diferenciação. 


7A. 


72. 


73. 


75. 


82. 


83. 


сн 4 
| х-эрас- Suec 
-1 
өс» sta" EA +€ 


I 1) dr = Hig (Sx 1)+C 


Го (5 Dar = -3o (E 3 +C 


1 1 
ах = — +€ 
Ii x1 


1 "EM 
. [pare 


[ene D+ c, x»-l 


? fea = хе — еї + C 


dx lof 
датан" (8) +e 


ах mu (z) 
? === = sen” 17) +€ 
/ Va? — x? a 


-1 =] 
| [ x56 = ma Tud y EA 
E 


| өв х) dx = x(sen! x)2— 2x + 2V1 — x? sen lx + C 
Diga se cada uma das fórmulas está certa ou errada e justifique 
em poucas palavras. 


2 
x 
a. ЇЇ senx dx = > senx + € 


b. Л = —xcosx + С 


Є. Гахе = —xcosx + senx + C 


84. Diga se cada uma das fórmulas está certa ou errada e justifique 


em poucas palavras. 


3 
а. | чөзесө в = md 


+ Ç 
2 | ЖЕ 
b. | isos: 040 = >g 8 + Ç 


° | чөзесө в = 15020 +С 


85. Diga se cada uma das fórmulas está certa ou errada e justifique 


em poucas palavras. 


5 (2x + 1) 
a. (2x + 1а = 22 + С 


b. IE 1}? ах = Qx + 1} + C 


c. ILS + 1)?ах = (2х + 1): + C 


86. Diga se cada uma das fórmulas está certa ou errada e justifique 


em poucas palavras. 


a [V+ a = Vx? + x+ C 
ь [Varia Veta C 
e та 10 2х +1) -С 


87. Certo ou errado? Justifique ет poucas palavras. 


-15(x 33 CE 
Е = ar (£53 +C 


88. Certo ou errado? Justifique em poucas palavras. 


= dx x € 


[E (х2) — sen (x?) sen (x?) " 
x* 


Problemas de valor inicial 


89. Qual dos gráficos a seguir mostra a solugáo do problema de 


valor inicial 


O aas p=4qundos = 1? 
dx = 2% y = 4 quando x = 1? 
y y y 
A A 
аЬ фа ah 401.4) 
° 3 
2 2r 
1 lr 
1 1 » Х 1 1 > x 
-1 0 l -1 0 1 
(a) (b) 


Justifique sua resposta. 


90. Qual dos seguintes gráficos mostra a solugáo do problema de 


valor inicial 


©. = | quando x = —1? 
de TA y = 1 quando x = -19 
y y y 
(-1,1) (-1,1) 
ED 
> x х >x 
0 0 0 
(a) (b) (c) 


Justifique sua resposta. 
Resolva os problemas de valor inicial nos Exercícios 91-112. 


dy 
9122-25-07, yQ)=0 
dy 
92. p -10-х, у(0)--1 
dy | 
SE ut^ х> 0; у(2) = 1 
а 
94, с = 902 - Ax + 5, у(—1)=0 
а 
95. Z= 37^, y(—1) = —5 
XP BB. 
y amm s y = 
& 2Vx 
97. A = 1 + соѕ/, s(0)=4 
98, а = cost + sent, (т) = 1 
аг 
99. do ^ —msenz0, r(0)=0 
100. « = cos 10, r(0)=1 
dv _ 1 2 
101. dr 2 sec r tg, u(0) = I 
102 Mo 8t + cosec?t, 29(2|--7 
` dt 4 2 
du 3 
103. = = —— ——, (291, vQ)=0 
d^ уг 
du 8 
104. es ТЕЙ + вес? u(0) = 1 
dy 
105. x =2-— 6x; у(0)=4, y(0 = 1 
Ф. 
J , 
106, 827 5 240) 9 2, y(0)=0 
dr 2. dr 
107. d^) dd 1, *(1)= 1 
ds _ 3t, ds _ 2 
108. 22-53, d 3, s(4)=4 
dy 
109. de =6; y'(0) 8, У(0)-0, y(0)=5 
lx 
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3 
по. 29 — 9; 9"(0)- 2, 00) = 1, 00) = v2 
а? 2 
111. уй = —sent + cost; 
y”(0) = 7, y"(0) = y'(0) 1, y(0)=0 
112. y® = —cosx + 8sen2x; 
y”(0)=0, y"(0) = y'(0) = 1, у(0) = 3 
113. Determine a curva у = f(x) no plano xy que passa pelo ponto 
(9, 4) e cujo coeficiente angular em cada ponto é 3 V x. 
114. a. Determine uma curva y = f(x) com as seguintes propriedades: 
y ФУ 
i) 2 = 6x 
1) Seu gráfico passa pelo ponto (0, 1), e possui nesse ponto 
uma tangente horizontal. 
b. Quantas curvas como essa existem? Como vocé sabe? 
Curvas (integrais) solução 


Os Exercícios 115-118 mostram curvas solução para equações di- 
ferenciais. Em cada exercício, determine uma equação para a curva 
através do ponto marcado. 


115. 


116. 


117. 


d _ sen x — cos x 
dx 


= — + Tsen Tx 


1 
2Vx 


Aplicacóes 


119. 


Determinacáo do deslocamento a partir de uma primitiva 
da velocidade 
a. Suponha que a velocidade de um corpo que se desloca ao 
longo do eixo s seja 
ds 


de SU 98 -3. 


276 Cálculo 


i) Determine o deslocamento do corpo no intervalo de tempo 
de ż= 1 аг= 3, dado que s = 5 quando г = 0. 

ii) Determine o deslocamento do corpo no intervalo de tempo 
de 1=1a1=3, dado que s = —2 quando t = 0. 

iii) Agora, determine o deslocamento do corpo no intervalo de 
tempo de г = 1 a t= 3, dado que s = s, quando / = 0. 

b. Suponha que a posigáo s de um corpo que se desloca ao 
longo de um eixo coordenado seja uma função derivável 
do tempo /. Será mesmo verdade que se você conhecer uma 
primitiva da função velocidade ds/dt poderá determinar o 
deslocamento de = a a t= b, ainda que não saiba a posição 
exata do corpo nos dois instantes? Justifique sua resposta. 


120. Decolagem da Terra Um foguete decola da superfície ter- 
restre com uma aceleragáo constante de 20 m/s?. Qual será sua 
velocidade 1 minuto mais tarde? 


121. Freando um carro a tempo Você está dirigindo em uma ro- 
dovia a uma velocidade constante de 60 milhas/hora (88 pés/s) 
quando vé um acidente á frente e aciona os freios. Que desace- 
leragáo constante é necessária para frear o carro em 242 pés? 
Para determiná-la, siga os passos a seguir. 


1. Resolva o problema de valor inicial 


РА 

Equação diferencial: ч = —k (К constante) 
AS ds 

Condições iniciais: a 88e = 0 quando г = 0. 


Medida de tempo e distância a 
partir do momento em que os 
freios são acionados 


2. Determine o valor de / que faz com que ds/dt = 0. (A res- 
posta envolve k.) 

3. Determine o valor de k que faz com que s = 242 para o 
valor de t calculado no Passo 2. 


122. Freando uma motocicleta O programa estadual de seguran- 
ga do estado de Illinois exige que os condutores que dirigem a 
30 milhas/hora (44 pés/s) estejam aptos a parar no espaço de 
45 pés. Que desaceleração constante é necessária para que isso 
ocorra? 


123. Movimento ao longo de um eixo cartesiano Uma partícula 
se desloca ao longo de um eixo coordenado com aceleração 
a = 45/4? = 1544 — (3/ м), sujeita ás condigóes ds/dt 
=4 e s= 0 quando / = 1. Determine 
a. a velocidade v = ds/dt em termos de t. 


b. a posigáo s em termos de /. 


124. O martelo e a pena Quando o astronauta da Apollo 15, Da- 


vid Scott, jogou um martelo e uma pena na Lua para demons- 
trar que no vácuo todos os corpos caem com a mesma acelera- 
gáo (constante), ele os jogou de cerca de 4 pés acima do solo. 
A cobertura televisiva do evento mostra o martelo e a pena 
caindo mais lentamente do que na Terra, onde, no vácuo, eles 
deveriam ter gasto apenas meio segundo para percorrer os 4 
pés. Quanto tempo gastaram o martelo e a pena para percorrer 
os 4 pés na Lua? Para descobrir, resolva o seguinte problema 
de valor inicial para s em função de /. Depois, determine o 
valor de / que faz com que s seja igual a 0. 


d?s 


Equação diferencial: a? = —5,2 pés/s? 
2 
Condições iniciais: s =0es = 4 quando 1 = 0 


125. Movimento com aceleração constante A equação padrão 
para a posição s de um corpo que se desloca com aceleração a 
constante ao longo de um eixo coordenado é 

a 

2 

onde v, e sy são a velocidade e a posição no tempo г = 0. 

Deduza essa equação, resolvendo o problema do valor inicial 


s = S + 001 + 50, (1) 


2 


Equação diferencial: a =a 
JOE ds _ _ = 
Condições iniciais: gi voe s = so quando / = 0. 


126. Queda livre próximo à superfície de um planeta Para uma 
queda livre perto da superfície de um planeta onde a acelera- 
gáo da gravidade tem uma magnitude constante de g unida- 
des de comprimento/s?, a Equagáo 1 do Exercício 125 toma 
a forma 


s= -1g + vol + so, (2) 


onde s é a altura do corpo acima da superficie. A equação tem 
um sinal negativo, pois a aceleração atua para baixo, no sen- 
tido da diminuição de s. A velocidade v, será positiva se o 
objeto estiver subindo no tempo / = 0 e negativa se o objeto 
estiver caindo. 

Em vez de utilizar o resultado do Exercício 125, é possível 
deduzir a Equação 2 diretamente por meio da resolução de um 
problema de valor inicial adequado. Qual problema de valor 
inicial? Resolva-o para se certificar de que é o problema certo, 
explicando os passos da solução conforme avançar. 


127. Suponha que 


Јо) = (1- Vs) e ¿0=L0+2. 


lx 
b. few dx 


d. 9 ах 


Determine: 


a. fiw dx 


с. J [—/(х)] dx 


e [ue + g(x)] dx É fuco — g(x)] dx 


128. Unicidade de soluções Se ambas as funções deriváveis y = 
F(x) e y = G(x) resolvem o problema de valor inicial 
dy _ Ера 
de 10), — у(х) = yo. 


em um intervalo /, deve F(x) = G(x) para cada x em 7? Justifi- 
que sua resposta. 


USO DO COMPUTADOR 


Use um SAC para resolver os problemas de valor inicial nos Exercí- 
cios 129-132. Еаса um gráfico das curvas solugáo. 


129. y = co?x + senx, y(m)=1 
130. y' = 1 tx у(1) =-1 
131. у= Е, 90) =2 


Мз -x 
132. y" = 2 + Vx, y(1)=0, у()-0 
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Capítulo 


O que se pode dizer sobre os valores extremos de uma função 
que é contínua em um intervalo fechado? 


O que significa uma função possuir extremo local em seu do- 
mínio? E um valor extremo absoluto? Como se relacionam os 
extremos local e absoluto? Exemplifique. 


Como você determina os extremos absolutos de uma função 
contínua ao longo de um intervalo fechado? Exemplifique. 


Quais sáo as hipóteses e a conclusáo do teorema de Rolle? As 
hipóteses 540 mesmo necessárias? Explique. 


Quais sáo as hipóteses e a conclusáo do teorema do valor mé- 
dio? Que interpretações físicas esse teorema pode ter? 


Apresente os trés corolários do teorema do valor médio. 


Como, às vezes, é possível identificar uma função f(x), co- 
nhecendo f’ e o valor de f em um ponto x= x? Exemplifique. 


O que ё o teste da primeira derivada para extremos locais? Dé 
exemplos de como é aplicado. 


Como testamos uma fungáo duas vezes derivável, para verifi- 
car se é cóncava para cima ou para baixo? Exemplifique. 


O que é um ponto de inflexáo? Exemplifique. Que significado 
físico os pontos de inflexào podem às vezes apresentar? 


O que é o teste da segunda derivada para extremos locais? Dé 
exemplos de como aplicar. 


O que as derivadas informam sobre a forma do gráfico de uma 
função? 

Enumere os passos que você daria para representar grafica- 
mente uma função polinomial. Ilustre com um exemplo. 


Exercícios práticos 


Valores extremos 


1. 


2. 


5. 


f(x) = xà + 2x + tg x possui algum valor mínimo ou máximo 
local? Justifique sua resposta. 


g(x) = cossec x +2 cotg x possui valores máximos locais? Jus- 
tifique sua resposta. 


(x) = (7 + х)(11 — 3x)!? possui um valor mínimo absoluto? 
р 

Um máximo absoluto? Em caso afirmativo, determine-os ou 

justifique sua auséncia. Apresente todos os pontos críticos 

de f. 


Determine os valores de a e 5 tal que a fungáo 
+b 
(х) = 22 
7 ae] 


tenha um valor extremo local 1 quando x = 3. Esse extremo é 
um máximo ou mínimo local? Justifique sua resposta. 


g(x) = e* — x possui um valor mínimo absoluto? E um máximo 
absoluto? Em caso afirmativo, calcule-os; do contrário, expli- 
que por que eles não existem. Liste todos os pontos críticos 
de g. 

f(x) = 2e*/(1 + х2) tem um valor mínimo absoluto? E um má- 
ximo absoluto? Em caso afirmativo, calcule-os; do contrário, 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


10. 


11. 


12. 
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Questóes para guiar sua revisáo 


O que é uma cúspice? Dé exemplos. 


Enumere os passos que vocé daria para fazer o gráfico de uma 
função racional. Ilustre com um exemplo. 


Esboce a estratégia geral para resolver problemas que envol- 
vem máximos e mínimos. Exemplifique. 


Descreva a regra de l'Hópital. Como você sabe quando usá-la 
ou não? Dê um exemplo. 


Como você pode por vezes lidar com limites que geram formas 
indeterminadas como 00/00, oo : 0 e oo — оо? Dê exemplos. 


Como você pode por vezes lidar com limites que geram formas 
indeterminadas como 1%, 0º е со??? Dé exemplos. 


Descreva o método de Newton para resolver equações. Exem- 
plifique. Qual é a teoria por trás do método? Quais são os pon- 
tos a serem observados quando se usa esse método? 


Uma função pode ter mais de uma primitiva? Se puder, como 
as primitivas estão relacionadas? Explique. 


O que é uma integral indefinida? Como você a calcula? Que 
fórmulas gerais você conhece para calcular integrais indefini- 
das? 

Como você poderia eventualmente resolver uma equação dife- 
rencial da forma dy/dx = f(x)? 


O que é um problema do valor inicial? Como você resolve esse 
tipo de problema? Exemplifique. 


Se você conhece a aceleração de um corpo que se desloca ao 
longo de uma reta coordenada em função do tempo, o que mais 
você precisa saber para determinar a função posição do corpo? 
Exemplifique. 


explique por que eles não existem. Liste todos os pontos críti- 
cos de f. 

Nos Exercícios 7 e 8, determine os valores máximo e mínimo 
absolutos de f sobre o intervalo. 


fO)=x-2Inx, 1=x=3 
/(х) = (4/х)+1п?°, 1<х<4 


A função maior inteiro f(x) = |x | definida para todos os valo- 
res de x admite um valor máximo local 0 em cada ponto de (0, 
1). Algum desses valores máximos locais poderia ser o mínimo 
local de f? Justifique sua resposta. 


a. Dé um exemplo de uma função derivável f cuja primeira 
derivada seja zero em algum ponto c, embora f nào tenha 
nem um máximo local nem um mínimo local em c. 

b. Como isso é consistente com o Teorema 2 da Seção 4.1? 
Justifique sua resposta. 


A função y = 1/x não assume um valor máximo e nem um valor 
mínimo no intervalo 0 < x < 1, mesmo sendo contínua nesse in- 
tervalo. Isso contradiz o teorema do valor extremo para fungóes 
contínuas? Por que? 


Quais são os valores máximo e mínimo da função у = |х| no 
intervalo —1 = x < 1? Observe que o intervalo nào é fechado. 
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Isso é consistente com o teorema do valor extremo para fun- 
ções contínuas? Por quê? 


. Um gráfico que seja grande o suficiente para mostrar o com- 


portamento global de uma fungáo pode deixar de revelar as- 
pectos locais importantes. O gráfico de f(x) = (х®/8) — (15/2) 
— xŠ + 5x? é um desses casos. 

a. Faça o gráfico de f no intervalo -2,5 = x = 2,5. Onde o 
gráfico parece ter valores extremos locais ou pontos de in- 
flexào? 

b. Agora fatore f'(x) e mostre que f tem um máximo 10- 

№5 = 1,70998 e mínimos locais em x = 
+V3 = +1,73205. 


с. Amplie o gráfico para encontrar uma janela de visualiza- 
çào que mostre a presenga de valores extremos locais em 
х= М5ех= V3. 

A moral da história aqui 6 que, sem cálculo, а existéncia de 

dois dos trés valores extremos provavelmente passaria desper- 

cebida. Em qualquer gráfico normal da fungáo, os valores fica- 
riam juntos demais, ocupando um único pixel na tela. 

(Fonte: EVANS, B.; JOHNSON, J. Uses of Technology in the 

Mathematics Curriculum. Oklahoma State University: Natio- 

nal Science Foundation Grant USE-8950044, 1990). 


(Continuação do Exercício 13.) 
a. Esboce o gráfico de f(x) = (5/8) — (2/5)? 5x — (5/х?) + 11 
ao longo do intervalo — 2 < x = 2. Onde o gráfico parece ter 
valores extremos locais ou pontos de inflexáo? 


b. Mostre que f tem um valor máximo local emx= Х/5 = 1,2585 
e um valor mínimo local emx= YA = 1,2599. 

с. Amplie para encontrar uma janela de visualizagáo que mostre 
a presença de valores extremos locais em x = V5ex= VA. 


cal em x = 


Teorema do valor médio 


15. 


16. 


19. 


20. 


a. Demonstre que g(1) = sen? t — 31 decresce em cada intervalo 
de seu domínio. 

b. Quantas soluções a equação sen? / — 3⁄ = 5 possui? Justifi- 
que sua resposta. 


a. Demonstre que y = tg Ө é crescente em cada intervalo de 
seu domínio. 

b. Se a conclusáo no item (a) estiver mesmo correta, como vocé 
explica o fato de tg z = 0 ser menor do que tg (7/4) = 1? 


a. Demonstre que a equação x^ + 2x? — 2 = 0 tem exatamente 
uma solução em [0, 1]. 

. Determine a solugáo com o maior número de casas deci- 
mais que vocé conseguir. 


a. Demonstre que f(x) =x/(x + 1) 6 crescente em cada interva- 
lo de seu domínio. 

b. Demonstre que f(x) =x? + 2x não possui valores máximo ou 
mínimo locais. 


Авиа em um reservatório Como resultado das fortes chu- 
vas, o volume de água de um reservatório aumentou 1400 acre- 
-pé em 24 horas. Demonstre que, em algum instante durante 
o referido período, o volume aumentava a uma taxa maior do 
que 225.000 gal/min. (Um acre-pé equivale a 43.560 pés?, o 
volume que cobriria 1 acre com 1 pé de profundidade. Um pé? 
contém 7,48 galões.) 


A fórmula F(x) = 3x + C fornece uma função diferente para 
cada valor de С. Entretanto, todas essas funções têm a mesma 


21. 


22. 


derivada em relação a x, ou seja, F'(x) = 3. Essas são as únicas 
funções deriváveis cuja derivada é 3? Há outras? Justifique 
sua resposta. 


Demonstre que 


d x = É 1 
ах \х +1 ах ae 


mesmo que 


Isso não contradiz o Corolário 2 do teorema do valor médio? 
Justifique sua resposta. 

Calcule a primeira derivada de f(x) = х?/(х? + 1) e gx) = 
—1/(х? +1). O que pode ser concluído sobre os gráficos dessas 
funções? 


Análise de gráficos 


Nos Exercícios 23 e 24, use o gráfico para responder às questões. 


23. 


24. 


25. 


Identifique os valores extremos globais de f e os valores de x 
em que eles ocorrem. 


Estime os intervalos onde a função y = f(x) é 
a. crescente. 
b. decrescente. 


с. Use o gráfico de f’ apresentado para indicar onde ocorrem 
os valores extremos locais da função e se cada extremo é um 
máximo ou um mínimo relativo. 


>< 


(2,3) 


Cada um dos gráficos dos Exercícios 25 e 26 é o gráfico da 
função posição s = f(t) de um corpo que se desloca ao longo 
de um eixo coordenado (/ representa o tempo). Em que tempo 
aproximadamente, se houver, cada corpo tem (a) velocidade 
igual a zero? (b) aceleração igual a zero? Durante aproxima- 
damente que intervalos de tempo o corpo se move (с) para a 
frente? (d) para trás? 


26. 


Gráficos e construção de gráficos 

Faça o gráfico das curvas nos Exercícios 27-42. 
27. y 2 x3 (02/6) 28. у-х3-332--3 
29. у= 0 + 602 9+3 
30. у= (1/8)(х+ 3х2 — 9x - 27) 


31. у= х3(8 х) 38. у= хе 
32. у= (2х2 - 9) 39. у= In (x 4х + 3) 
33. y2x- 325 40. у = In (sen х) 
34. y=x (x-4) 4 =1 (5) 
5 1. у= еп (т 
35. у= хМ3 -x š 
- == _ a d 
36. y = xV 4 — x° 42. y = tg! G) 


37. y=(x-3Pe 


Cada um dos Exercícios 43-48 fornece a primeira derivada de uma 
fungáo y = f(x). (a) Em quais pontos, se houver, o gráfico de f tem 
um máximo local, um mínimo local ou ponto de inflexào? (b) Esbo- 
ce a forma geral do gráfico. 


43. y =16-x 46. у = x(6 – 4х) 
44. y »x)-x-6 47. y = 2⁄2 
45. y = 6x(x + 1)(x - 2) 48. у= 42 -x* 


Nos Exercícios 49-52, faga o gráfico de cada fungáo. Em segui- 
da, use a primeira derivada da fungáo para explicar o que vocé está 
vendo. 


49. у-х23--(х-1)9 51. у=х!?+(х-1)!З 
50. у= 23 + (x — 15 52. y=x263 _ (x - 1) 
Esboce os gráficos das funções racionais nos Exercícios 53-60. 
ша ЖОР, 2858 
53. ус ЖЕ уа 
= RR _ == 
54. у= 5735 58. у= = 
2 
x*—a4 
х? + 1 „у= £ 
55. у= £d 59. 2—3 
x 
56. х2 -х+1 60. » = 5 
ea Y-4 


Aplicação da regra de l'Hôpital 


Nos Exercícios 61-72, use a regra de l'Hópital para determinar os 
limites. 


a <s 

62. lim E = ; 67. „im, sec 7x cos 3x 
63. lim Hx 68. dim, Vx sec x 

64. lim — 69. lim (cossec x — cotg x) 
MN 


71. 
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lim (М? + x + = Væ — x) 


x—00 


Determine os limites nos Exercícios 73-84. 


*— t= I (1 + 2% 
73. lim 19 —1 18. p мн 
х-»0 x 150 £^ 
. 39-1 sen? (zx) 
74. | 20) зев (zx) _ 
mo O 80. p e *-3-x 
. gsenx 241 А 
75. lim == š e 1 
x20 e*—1 81. Jim ($ 1) 
—sen x 
16. lim 2— — 1 82. lime Iny 
x20 е —1 у—э0* 
ns 3 — 3608X | py” 
24 = 4e* : 2 7 
78. lim o 84. lim (1 +£ + 2) 
Otimizacáo 
85. A soma de dois números náo negativos é 36. Diga quais seráo 


86. 


87. 


88. 


89. 


90. 


esses números se 

a. a diferença de suas raízes quadradas tiver que ser a maior 
possível. 

b. a soma de suas raízes quadradas tiver que ser a maior possível. 


A soma de dois números não negativos é 20. Diga quais serão 

esses números 

a. se o produto de um número multiplicado pela raiz quadrada 
do outro tiver que ser o maior possível. 

b. se a soma de um número com a raiz quadrada do outro tiver 
que ser a maior possível. 


Um triângulo isósceles tem seu vértice na origem, e sua base é 
paralela ao eixo x, estando os vértices da base acima do eixo, 
sobre a curva у = 27 — х2. Determine a maior área que o triân- 
gulo pode assumir. 


Um cliente lhe pediu que projetasse um tanque retangular de 
aço inoxidável, sem tampa. Ele deverá possuir base quadrada e 
um volume de 32 pés e será soldado a partir de chapas de aço 
com espessura de 1/4 de polegada, sem pesar mais do que o 
estritamente necessário. Que dimensões você recomendaria? 


Determine a altura e o raio do maior cilindro circular reto que 
pode ser colocado dentro de uma esfera de raio У 3. 


A figura a seguir apresenta dois cones circulares retos, um de 
cabeça para baixo dentro do outro. As duas bases são parale- 
las, е o vértice do menor coincide com o centro da base maior. 
Que valores de r e Л darão ao cone o menor e o maior volume 
possível? 


A, 


12 
67) 
p 
| 
+ L h 
= 025 | 
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91. Produção de pneus Sua empresa pode fabricar por dia x 
centenas de pneus com qualidade А e y centenas de pneus com 
qualidade B, onde 0 € x x 4e 


40 — 10x 
55-03 


Seu lucro sobre o pneu de qualidade А é duas vezes maior do 
que o lucro sobre o pneu de qualidade B. Qual é o número de 
cada tipo de pneu que torna a produgáo mais lucrativa? 


92. Deslocamento de uma partícula As posições de duas partí- 
culas no eixo s são s, = cos г e s, = cos (t + 7/4). 
a. Qual é a maior distância entre as partículas? 
b. Quando as partículas colidirão? 


Caixa sem tampa Uma caixa retangular, sem tampa, será 
confeccionada a partir de uma folha de papelão de 10 х 16 pol., 
recortando-se os vértices quadrados com lados iguais e do- 
brando-se os lados para cima. Determine analiticamente as 
dimensões da caixa de maior volume e seu volume máximo. 
Fundamente sua resposta graficamente. 


94. O problema da escada Qual é o comprimento aproxima- 
do (em pés) da maior escada que você consegue transportar 
horizontalmente de um corredor para o outro, passando pelo 
canto, como mostra a figura a seguir? Arredonde para baixo 
sua resposta para um número inteiro. 


93. 


y 


(8,6) 


Método de Newton 


95. Seja f(x) = 3x — x°. Mostre que a equação f(x) = — 4 tem uma 
solução no intervalo [2, 3] e use o método de Newton para 
determiná-la. 


96. Seja f(x) = x! — x°. Mostre que a equação f(x) = 75 tem uma 
solução no intervalo [3, 4] e use o método de Newton para 
determiná-la. 


Determinação de integrais indefinidas 


Nos Exercícios 97-120, determine as integrais indefinidas (as pri- 
mitivas mais gerais). Verifique suas respostas por derivação. 


0 
97. | (х + 5x — 7d 104. [558 
/ ü И 7+ 0 
98. f(e - Ё + ) аг 105. +97 dx 
99. [6м + 4) dt 
Ê 
3 
А 


106. fe - ху? ах 


pom 
107. |» 10 4 


108. Ї cossec? zs ds 


109. | cossec У 20 cotg V20 do 


103. | юув + 140 


0, 0 
13222322 


1 — соз 2) 


$ £ x fisicas 25 = 
111: |» + 4 (Dica: sen 0 2 


112. ES > dx 
113. JG E 
5 2 
114. “+ ах 

JG xb ) 
1 fuas „н 
us (16 е Ja 


116. Jo + 5%) ds 


117. | гө 
118. ferrar 


3 
нө. | —3—& 
2xV x — 1 
ш. | = 
№16 = 02 


Problemas de valor inicial 


Nos Exercicios 121-124, resolva os problemas de valor inicial. 


dy 41 
d 2? 


dn (+ 1\,. que 
-a(t ‚ y() 


2 
123.45 = 15у7+ 3. 
12 


ур 


121. y(1) = -1 


r(1)=8, r(1)=0 


124. dr _ —cost; $r"(0) =r'(0)=0, r(0) = –1 
а? 
Aplicacóes е exemplos 
125. As integrações dos itens (a) e (b) podem ambas estar corretas? 
Explique. 
dx E -1 
а. =sen x+ C 


vies 
e =. 


126. As integrações dos itens (a) e (b) podem ambas estar corretas? 
Explique. 


cos !x + C 


cos lx + C 


—du X = —u 
V1-(-uy dx= —du 
—du 
VI- 


= cos lu + C 


cos !(—x) + C 


и = -x 


127. O retângulo apresentado na figura possui um lado no eixo y po- 
sitivo, um lado no eixo x positivo e seu vértice superior direito 
na curva y = e”. Que dimensões dão ao retângulo a maior área 
possível, e qual é essa área? 


128. 


O retángulo apresentado na figura possui um lado no eixo y 
positivo, um lado no eixo x positivo e seu vértice superior di- 
reito na curva y = (In x)/x?. Que dimensões dão ao retângulo a 
maior área possível, e qual é essa área? 


_ nx 
= UL 
X 


y 


Nos Exercícios 129 e 130, determine os valores máximo e mínimo 
absolutos de cada função no intervalo dado. 


129. 


130. 


lI 


- le 
xIn2x — x, E 


10x(2 — Inx), (0, е2] 


Y 


у= 


Nos Exercícios 131 e 132, determine os máximos e mínimos abso- 
lutos das funções e diga onde eles ocorrem. 


131. 
132. 


 1эз. 
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Јо) = evil 
go) = nm 


Faça o gráfico das funções a seguir e utilize o que você obser- 
var para localizar e estimar os valores extremos, identifique as 
coordenadas dos pontos de inflexáo e os intervalos nos quais 
os gráficos sáo cóncavos para cima ou para baixo. Em segui- 


Funcóes e derivadas 


1. 


O que vocé pode dizer sobre uma fungáo cujos valores máxi- 
mo e mínimo em determinado intervalo sáo iguais? Justifique 
sua resposta. 


Seria correto dizer que uma fungáo descontínua náo pode ter 
seus valores máximo e mínimo absolutos em um intervalo fe- 
chado? Justifique sua resposta. 


O que vocé pode concluir sobre valores extremos de uma fun- 
ção continua em um intervalo aberto? E em um intervalo se- 
miaberto? Justifique sua resposta. 


Extremos locais Use o padráo de sinal para a derivada 


6(x — 1)(х — 2) (x — 3)%(х — 4)* 


para identificar os pontos em que f tem valores máximo e mí- 
nimo locais. 


Extremos locais 
a. Suponha que a primeira derivada de y = f(x) seja 
у= 6(х + Dx – 2). 


Em que pontos, se houver, / ровзи um máximo local, um 
mínimo local ou um ponto de inflexào? 


b. Suponha que a primeira derivada de y — f(x) seja 
y = 6x(x + 1)(x - 2). 


Em que pontos, se houver, f possui um máximo local, um 
mínimo local ou um ponto de inflexào? 


1:34. 
His. 


136. 


10. 
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da, confirme suas estimativas trabalhando com as derivadas 
das funções. 

a. y = (Inx)/ Vx 

by-2e* 

с. yz (It x)e* 

Faça o gráfico de f(x) = x In x. A função parece ter um valor 
mínimo absoluto? Confirme a sua resposta com cálculo. 

Faça o gráfico de f(x) = (sen х)“ no intervalo [0, 375]. Expli- 
que o que vocé observa. 

Um cabo redondo de transmissáo subaquática consiste de um 
nücleo de fios de cobre envolto em matéria isolante nào con- 
dutora. Se x representa a razào entre o raio do nücleo e a espes- 
sura do material isolante, sabe-se que a velocidade do sinal de 
transmissáo é dada pela equagáo v = x? In (1/x). Se o raio do 
núcleo é de 1 cm, que espessura de isolamento Л proporciona- 
rá a maior velocidade de transmissão? 


Exercícios adicionais e avançados 


Se f'(x) = 2 para qualquer x, então qual é o máximo que os va- 

lores de f podem aumentar em [0, 6]? Justifique sua resposta. 

Limitando uma função Suponha que f seja contínua em 

[a, b] e que c seja um ponto interior do intervalo. Demonstre 

que se f(x) = 0 em [a, c), e f'(x) > 0 em (c, b], então f(x) 

nunca será menor do que f(c) em [a, b]. 

Desigualdade 

a. Demonstre que -1/2 = x/(1 +x?) = 1/2 para qualquer valor de x. 

b. Suponha que f seja uma função cuja derivada é f(x) = 
x/(1 + х?). Use o resultado do item (a) para demonstrar que 


|у) — ft) = Flo — al 


para quaisquer a e b. 
A derivada de f(x) = x? é zero em x = 0, mas f não é uma 
função constante. Isso não contradiz o corolário do teorema 
do valor médio, que afirma serem constantes as funções com 
derivada igual a zero? Justifique sua resposta. 
Extremos e pontos de inflexão Seja Л = fg o produto de 
duas funções deriváveis de x. 
a. Se f e g são positivas, com máximo local em x = a, e se f'e 
87 mudam de sinal em а, Л pode ter um máximo local em а? 
b. Se os gráficos de f e g têm um ponto de inflexão em x= a, 
entào o gráfico de // também tem? 


Se a resposta for “sim” para um dos itens, entào demonstre. Do con- 
trário, dé um contraexemplo. 


11. 


Determinação de uma função Use as seguintes informa- 
ções para determinar os valores de a, b e c na fórmula f(x) = 
(x + ay (bx? + ex + 2). 
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i) Os valores de a, b, e c sáo 0 ou 1. 
ii) O gráfico de f passa pelo ponto (- 1, 0). 
iii) A reta y = 1 é uma assíntota do gráfico de f. 
12. Tangente horizontal Para que valor(es) da constante Ка 


curva y = 32 + ha? + 3x — 4 tem exatamente uma tangente 
horizontal? 


Otimizacáo 


13. O maior triángulo inscrito Os pontos 4 e B estão nas ex- 
tremidades de um diámetro de um círculo unitário e o ponto 
C está na circunferéncia. E correto dizer que o perímetro do 
triángulo ABC é máximo quando esse triángulo é isósceles? 
Como vocé sabe? 
14. Prova do teste da segunda derivada О teste da segunda de- 
rivada para máximos e mínimos locais (Segáo 4.4) afirma que: 
a. f tem um valor máximo local em x = c se f(c)=0e f"(c) 
< 0. 
b. f tem um valor mínimo local em x = с se f(c)=0 e f''(c) 
> 0. 
Para demonstrar a afirmação (a), faça e = (1/2)|f"(c)|. En- 
táo use o fato de que 


. Ple + h) — file) f'(e + h) 
lim im 
h—0 h h—0 h 


fc) 


para concluir que para algum 6 > 0, 


f'(c + В) 


0< [1 « à А 


«€ f"(c) + e < 0. 


Portanto, f'(c + h) é positiva para —ó < л < 0 e negativa 
para 0 < h < ó. Demonstre a afirmativa (b) de uma maneira 
semelhante. 


15. Furo em um tanque de água Você quer fazer um furo na 
parede do tanque apresentado na figura a seguir, em uma altu- 
ra tal que o jorro de água resultante atinja o solo o mais longe 
do tanque possível. Se vocé fizer o furo muito alto, onde a 
pressão é baixa, a água sairá lentamente, mas permanecerá um 
tempo relativamente longo no ar. Se vocé fizer o furo mui- 
to baixo, a água sairá com velocidade maior, mas terá pouco 
tempo para cair. Onde é o melhor lugar, se houver, para fazer 
o furo? (Dica: quanto tempo leva para atingir o solo uma mo- 
lécula de água que cai de uma altura y?) 


Tanqueaberto, у 
mantido cheio 


Solo 


Alcance 


16. Marcando um gol Um jogador de futebol norte-americano 
quer fazer um gol com a bola sobre a linha tracejada à direita. 
Considere que as traves estejam b metros distantes entre si e 
que a linha tracejada lateral esteja a uma distáncia a > 0 pés da 
trave direita (veja a figura a seguir.) Determine a distáncia Л, 


em relação à linha de fundo, que oferece ao jogador o maior 
ángulo 8. Considere que o campo de futebol seja plano. 


Traves de linha de fundo 


Linha tracejada lateral à direita 


Bola 


17. Problema de max-min com resposta variável Às vezes, а 
solução de um problema de max-min depende das proporções 
das formas envolvidas. Por exemplo, suponha que um cilin- 
dro de revolugáo com raio r e altura Л esteja inscrito em um 
cone de revolucào com raio R e altura Н, conforme a figura a 
seguir. Determine o valor de r (em função de R e H) que ma- 
ximiza a área total da superfície do cilindro (inclusive o topo 
e base inferior). Como você verá, a solução dependerá se H 
=2R ou Н> 2R. 


18. Minimização de um parámetro Determine o menor valor 
da constante positiva m que torna mx — 1 + (1/x) maior ou igual 
a zero para qualquer valor positivo de x. 


Limites 
19. Calcule os limites a seguir. 
». 2 señ 5х so Ж — SenX 
а. шаа € du — 
a 3x x20 £ — tgx 
2 
b. lim sen 5х cotg 3x g. lin SE 
x0 хәб xsenx 
c. lim x cossec? V2x g. lim ѕесх —l 
x0 x0 x 
Р - PEN 
d. lim (secx — tgx) h. lim € 8 
кыр x—2 2 — 4 


20. A regra de l'Hópital nào nos ajuda a determinar os limites а 
seguir. Determine-os de outra maneira. 


Vx 25 b. 2) 


A 59 
. lim === lim 
3 х5 VE Is Эр тм 


Teoria e exemplos 


21. 


22. 


23. 


24, 


25. 


26. 


Suponha que uma empresa gaste у = а + bx dólares para produ- 
zir х unidades por semana. Ela consegue vender essas unidades 
a um prego P = c — ex dólares por unidade. a, b, c e e represen- 
tam uma constante positiva. (a) Qual nível de produgáo ma- 
ximiza o lucro? (b) Qual é o prego correspondente? (c) Qual 
é o lucro semanal desse nível de produção? (d) A que preço 
cada item deveria ser vendido para maximizar os lucros, caso о 
governo impusesse um imposto de / dólares por item vendido? 
Comente a diferença entre o preço antes e depois do imposto. 


Estimativa de recíproca sem divisão Você pode estimar o 
valor do recíproco do número a sem nunca ter que dividir por 
a, aplicando o método de Newton à função f(x) = (1/x) — a. Por 
exemplo, se а = 3, então a função envolvida é f(x) = (1/х) — 3. 
a. Trace o gráfico de y = (1/x) — 3. Onde o gráfico cruza o eixo x? 
b. Demonstre que nesse caso a fórmula da recursáo é 


=x (2 —3x), 


Хун 
e, portanto, náo é preciso dividir. 


Para determinar х = Va, aplicamos o método de Newton em 
f(x) = x! — a. Aqui supomos que a seja um número real posi- 
tivo e q um inteiro positivo. Demonstre que x, é uma “média 
ponderada” entre x, e a/xf!; depois, determine os coeficientes 
mo, ту, de tal forma que 


) mo > 0,mi > 0, 


Ху = moxo + m (-5 
x 0X0 1 
x ! mo + ту = l. 


^0 


A que conclusão você chegaria se x, e a/xf”! fossem iguais? 
Qual seria o valor de хү, nesse caso? 


A família de retas y = ax + b (sendo a, b constantes arbitrárias) 
pode ser caracterizada pela relação y” = 0. Determine uma rela- 
ção similar satisfeita pela família de todos os círculos 


(х= A + (y - hy = , 


onde h e r são constantes arbitrárias. (Dica: elimine / e r do 
conjunto de três equações incluindo a que foi dada e duas obti- 
das por derivagáo sucessiva.) 


Queda livre no século XIV Em meados do século XIV, Al- 
berto da Saxónia (1316-1390) propós um modelo para queda 
livre que admitia ser a velocidade de um corpo em queda pro- 
porcional à distáncia da queda. Parecia razoável considerar que 
um corpo que caísse de uma altura de 20 pés se deslocaria duas 
vezes mais rápido do que outro que caísse de 10 pés. Além dis- 
so, nenhum dos instrumentos disponíveis na época era preciso o 
suficiente para provar o contrário. Hoje, ao resolver o problema 
de valor inicial implícito em seu modelo, vemos que o modelo 
de Alberto de Saxónia estava longe de estar correto. Resolva o 
problema e compare graficamente sua solugáo com a equagáo 
s = 167. Você verá que ela descreve um movimento que se ini- 
cia lentamente demais, e depois se torna rápido e muito depres- 
sa para ser real. 


Teste de grupo sanguíneo Durante a Segunda Guerra Mun- 
dial, foi preciso fazer exame de sangue em um grande nümero 
de soldados. На duas maneiras padráo para realizar o exame de 
sangue em N pessoas. No método 1, cada pessoa é examinada 
separadamente. No método 2, as amostras de sangue de x pes- 
soas sào misturadas e examinadas como uma grande amostra. 
Se o resultado for negativo, esse ünico teste será suficiente para 
as x pessoas. Se for positivo, entáo cada uma das x pessoas de- 
verá ser examinada separadamente, sendo necessário um total 
de x + 1 exames. Usando o segundo método e alguma nogáo de 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
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probabilidade, pode-se demonstrar que, em média, o número 
total y de testes será 


»-x(i -є+}). 


Com q = 0,99 е N= 1000, determine o valor inteiro de х que 
minimiza y. Determine também o valor inteiro de x que maxi- 
miza y (esse segundo resultado náo é importante em situagóes 
reais). O método de exame de sangue em grupo foi usado na 
Segunda Guerra Mundial e resultou em uma economia de 80% 
em relagáo ao método de testes individuais, mas náo com o 
valor dado de q. 


Suponha que o freio de um automóvel produza uma desacelera- 
gáo constante de k pés/s?. (a) Determine qual k um automóvel 
que viaje a 60 milhas/hora (88 pés/s) precisa ter para parar a 
uma distáncia de 100 pés do ponto em que o freio é acionado. 
(b) Com o mesmo k, que distáncia um carro que viajasse a 
30 milhas/hora percorreria antes de parar? 


Seja f(x), g(x) duas fungóes continuamente deriváveis que sa- 
tisfazem as relações f'(x) = g(x) e f(x) = —f(x). Seja h(x) = 
PU) + g2(x). Se h(0) = 5, determine A(10). 

Pode existir uma curva que satisfaga as condições a seguir? 42у/ 
dx? é igual a zero em toda parte, quando x= 0, у = 0 e dy/dx=1. 
Justifique sua resposta. 


Determine a equação para a curva no plano cartesiano que 
passa pelo ponto (1,—1), sendo seu coeficiente angular em x 
sempre 3x? + 2. 


Uma partícula se move ao longo do eixo x. Sua aceleragáo é a 
= -2. Em t= 0, a partícula está na origem. No decurso de seu 
movimento, ela alcanga o ponto x = b, onde 5 > 0, mas nào vai 
além de b. Determine a sua velocidade em г = 0. 


Uma partícula se move com aceleração a = Vit = (ИМ). 
Supondo que а velocidade v = 4/3 e a posigáo s = —4/15 quan- 
do t = 0, determine 

a. a velocidade v em termos de t. 

b. a posição s em termos de /. 


Dado f(x) = ax? + 2bx + с com a > 0. Considerando o mínimo, 
demonstre que f(x) > 0 para todos os х reais, se, e somente se, 
b—acs 0. 

Desigualdade de Schwarz 

a. No Exercício 33, considere 


f(x) = (ах + Ь,)? + (ах + Б)? + + (ах b, 


e deduza a desigualdade de Schwarz: 


(aibi + а›Ь» +++ + аЬ)? 
= (a? tate aj (bi? =+ 52), 
b. Demonstre que a desigualdade de Schwarz poderá ser uma 
igualdade apenas se existir um número real x que torne ах 
igual a —b, para todos os valores de і entre 1 e n. 


Os melhores ángulos para a ramificacáo de vasos sanguí- 
neos e tubos Quando um pequeno tubo se ramifica em um 
sistema de fluxo a partir de outro maior, pode-se querer que 
essa ramificagáo ocorra no melhor ángulo para poupar energia. 
Pode-se desejar, por exemplo, que o consumo de energia devi- 
do ao atrito seja minimizado ao longo da seção АОВ, mostrada 
na figura a seguir. Nesse diagrama, B é um ponto qualquer a ser 
conectado ao tubo menor, 4 é um ponto no tubo maior, anterior 
a B, sendo O o ponto em que a ramificação ocorre. Uma lei 
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formulada por Poiseuille diz que a perda de energia devido ao 
atrito em fluxo náo turbulento é proporcional ao comprimento 
e inversamente proporcional á quarta poténcia do raio. Assim, 
a perda ao longo de АО é (kd,)/R* e ao longo de OB é (kd,)/r*, 
onde k é uma constante, d, é o comprimento do segmento АО, 
d, é o comprimento do segmento OB, R é о raio do tubo maior 


Assim, temos as relações 
d +d,cos0=a d,sen 0 =b, 
de modo que 


d, = b cossec 0, 


e r é o raio do tubo menor. O ángulo 0 deve ser escolhido para 


Жил d, —a — d, cos 0 —a — b cotg Ө. 
minimizar a soma dessas duas perdas: 


di 4, Podemos expressar a perda total L como função de Ө: 
m p — pf @ = bcot cossec 
L=k m +; 16, bcotg 0 A b 0 
к E s 
a. Demonstre que o valor crítico de 0 para o qual dL/d0 é igual 
a zero é 
4 
0. = cos 28” 


d, 


Bid, cos 0 | 


| 


Em nosso modelo, admitimos que AC = a e BC = Ь são fixos. 


b. Se a razão entre os raios do tubo é r/R = 5/6, calcule para o 
valor inteiro mais próximo o ângulo em graus de ramifica- 
ção ótimo dado no item (a). 


a 


Capítulo 


Projetos de aplicação de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Movimento ao longo de uma reta: posição — velocidade — aceleração 


Você observará o formato de um gráfico em impressionantes animações que retratam as relações de derivação entre posição, velocidade e 
aceleração. As figuras do texto podem ser animadas. 


Método de Newton: estimar т com quantas casas decimais? 
Trace os pontos de uma função no plano cartesiano, observe uma raiz, escolha um ponto inicial perto dela e, por fim, use o método iterativo 
de Newton para aproximar a raiz até a precisão desejada. Os números т, e e V2 são aproximados. 


5.1 


0 05 1 


FIGURA 5.1 А área da região R nào pode 
ser determinada por meio de uma fórmula 
simples. 


Área e estimativa com somas finitas 


INTEGRAÇÃO 


VISÃO GERAL Um dos grandes avanços da geometria clássica foi a obtenção de 
fórmulas para determinar a área e o volume de triângulos, esferas e cones. Neste 
capítulo, desenvolveremos um método para calcular áreas e volumes das formas 
mais gerais. Esse método, chamado integração, é uma ferramenta para calcular 
muito mais do que áreas e volumes. A integral é de fundamental importância em es- 
tatística, ciências e engenharia. Ela nos permite calcular quantidades que vão desde 
probabilidades e médias até consumo de energia e forças que atuam contra as com- 
portas de uma represa. Estudaremos uma variedade dessas aplicações no próximo 
capítulo, mas, neste, iremos nos concentrar no conceito de integral e em seu uso no 
cálculo de áreas de várias regiões com contornos curvos. 


A integral definida é uma ferramenta essencial em cálculo para definir quanti- 
dades importantes para a matemática e para a ciência, como áreas, volumes, com- 
primentos de linhas curvas, probabilidades e pesos de vários objetos, apenas para 
mencionar alguns. A ideia por trás da integral é que podemos efetivamente calcular 
tais quantidades dividindo-as em pequenas partes e, em seguida, somando as con- 
tribuições de cada parte. Consideremos, então, o que acontece quando partes cada 
vez menores são levadas em conta no processo somatório. Finalmente, se o número 
de termos que contribuem para a soma tende a infinito e tomamos o limite dessas 
somas na forma descrita na Seção 5.3, o resultado será uma integral definida. Na 
Seção 5.4 demonstraremos que as integrais são ligadas a primitivas, uma conexão 
que é uma das relações mais importantes em cálculo. 

A base para a formulação de integrais definidas é a construção de somas finitas 
apropriadas. Embora seja necessário definir precisamente o que queremos dizer com 
a área de uma região geral no plano, ou o valor médio de uma função ao longo de um 
intervalo fechado, temos ideias intuitivas sobre o que essas noções significam. Assim, 
nesta seção, começamos a nossa abordagem de integração aproximando essas quanti- 
dades com somas finitas. Consideraremos também o que acontece quando incluímos 
cada vez mais termos no processo somatório. Nas seções subsequentes, consideraremos 
tomar o limite dessas somas quando o número de termos tende a infinito, o que conduz, 
então, para definições precisas das quantidades que são aproximadas aqui. 


Área 


Suponha que queiramos calcular a área da região sombreada R que se encontra 
acima do eixo x, abaixo da curva у = 1 — x? e entre as retas verticais x = 0 e x = 1 
(Figura 5.1). Infelizmente, não há nenhuma fórmula geométrica simples para calcu- 
lar as áreas de formas gerais com contornos curvos como a região R. Como, então, 
podemos determinar a área de R? 

Embora ainda não tenhamos um método para determinar a área exata de R, po- 
demos aproximá-la de uma maneira simples. A Figura 5.2a mostra dois retângulos 
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que, em conjunto, contêm a região R. Cada retângulo tem largura 1/2 e alturas 1 e 3/4, 
da esquerda para a direita. A altura de cada retângulo é o valor máximo da função f, 


025 05 075 


(а) (b) 
FIGURA 5.2 (a) Usando dois retángulos que contém R, obtemos uma estimativa 
superior da área de R. (b) Quatro retángulos fornecem uma estimativa superior 
mais precisa. Ambas as estimativas ultrapassam o valor real da área pelo 
montante sombreado azul mais claro. 


que é obtida pelo cálculo de / na extremidade esquerda do subintervalo de (0, 1] 
que forma a base do retángulo. A área total dos dois retángulos aproxima a área А 
da regiáo R, 


Essa estimativa é maior do que a área real A, uma vez que os dois retángulos contém 

R. Dizemos que 0,875 é uma soma superior, pois é obtida considerando-se a altura de 

cada retángulo como o valor máximo (o ponto mais alto) de f(x), para um ponto x no 

intervalo da base do retángulo. Na Figura 5.2b, tornamos nossa estimativa mais precisa 

usando quatro retángulos estreitos, cada um com largura de 1/4, os quais, considerados 

em conjunto, contém a regiáo R. Esses quatro retángulos fornecem a aproximagáo 
1.45 Ey 3 й 7 25 


goce. d La rd 222. 
APA PS 


que é ainda maior do que А, uma vez que os quatro retángulos contém К. 

Suponha, em vez disso, que usemos quatro retángulos contidos na regiáo R 
para estimar a área, como na Figura 5.3a. Cada retángulo tem largura de 1/4, como 
anteriormente, mas eles sáo mais baixos e ficam inteiramente abaixo do gráfico de 


025 05 0/5 
0.25 0375 0625 0875 
(b) 


FIGURA 5.3 (а) Os retângulos contidos em R fornecem uma estimativa da área que 
ultrapassa o valor real pelo montante sombreado cinza. (b) A regra do ponto médio utiliza 
retángulos com altura de у = f(x) no ponto médio de suas bases. А estimativa parece mais 
próxima do valor real da área, porque as áreas em azuis sobressalentes equilibram mais ou 
menos as áreas em cinza mais claro. 


FIGURA 5.4 (a) Soma inferior que usa 16 
retángulos de largura igual Ах = 1/16. 
(b) Soma superior com 16 retángulos. 
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f. A função f(x) = 1 —x2 é decrescente em (0, 1], e, portanto, a altura de cada um dos 
retángulos é dada pelo valor de f na extremidade direita do subintervalo que forma 
a sua base. O quarto retángulo tem altura zero e, assim, náo contribui com área. 
Somando esses retángulos com alturas iguais ao valor mínimo de f(x), para x em 
cada subintervalo da base, temos uma aproximação de soma inferior para a área, 


15.1,3.1,7.1 1.1 
16 414 4116 40473 


= 0,53125. 


Essa estimativa é menor do que a área de А, pois todos os retángulos se situam 
dentro da regiáo R. O verdadeiro valor de А situa-se em algum ponto entre as somas 
superior e inferior: 


0,53125 < A < 0,78125. 


Considerando as duas aproximações, a de soma inferior e a de soma superior, 
conseguimos não apenas estimativas para a área, mas também um limitante para 
o tamanho do erro possível nas estimativas, uma vez que o valor real da área fica 
em algum ponto entre elas. Nesse caso, o erro não pode ser superior à diferença 
0,78125 — 0,53125 = 0,25. 

É possível, ainda, obter outra estimativa usando retângulos nos quais as alturas 
sejam valores de f em pontos médios de suas bases (Figura 5.3b). Esse método de es- 
timativa se chama regra do ponto médio para aproximação da área. A regra do ponto 
médio fornece uma estimativa que fica entre uma soma inferior e uma soma superior, 
mas não fica claro se ela superestima ou subestima a área real. Com quatro retângulos 
de largura 1/4 como anteriormente, a regra do ponto médio estima a área de R em 

63 1,55 1,39 1.15 1 172 1 
тка Mid аз a “q 7 0,671875. 


A 


Em cada uma de nossas somas calculadas, o intervalo [a, b] ao longo do qual 
a funcáo f é definida foi subdividido em n subintervalos de largura igual (também 
chamada comprimento) Ах = (b — ay/n, e f foi calculada em um ponto em cada 
subintervalo: c, no primeiro subintervalo, c, no segundo subintervalo, e assim por 
diante. Desse modo, todas as somas finitas assumem a forma 


f(e) Ax+ (су) Ах+ f(e) А+ fes) Ах. 


Considerando cada vez mais retángulos, cada um deles mais estreito do que os 
anteriores, parece que essas somas finitas fornecem aproximagóes cada vez mais 
precisas da área real da regiáo R. 

A Figura 5.4a mostra uma aproximagáo de soma inferior para a área de R com 
16 retángulos de largura igual. A soma de suas áreas é 0,634765625, que parece 
próximo da área real, mas ainda é menor, pois os retángulos estáo dentro de R. 

A Figura 5.4b mostra uma aproximação de soma superior que usa 16 retângulos 
de largura igual. A soma de suas áreas é 0,697265625, um pouco maior do que a 
área real, pois os retángulos juntos contém R. A regra do ponto médio para 16 retán- 
gulos dá uma aproximação da área total de 0,6669921875, mas nào fica imediata- 
mente evidente se essa estimativa é maior ou menor do que a área real. 


EXEMPLO 1 A Tabela 5.1 mostra os valores de aproximagóes de soma superior 
e inferior para a área de R que usam até 1000 retângulos. Na Seção 5.2, veremos 
como obter o valor exato das áreas de regióes como A determinando o limite quando 
a largura da base de cada retángulo tende a zero e o nümero de retángulos tende a 
infinito. Com as técnicas aqui desenvolvidas, conseguiremos demonstrar que a área 
de К é exatamente 2/3. 


Distáncia percorrida 


Suponha que conhegamos a função velocidade v(t) de um carro que percorre 
uma rodovia, sempre na mesma diregáo, e queiramos saber que distáncia ele terá 
percorrido entre os instantes / = a e t = b. Se conhecemos uma primitiva F(t) de 
v(t), podemos determinar a função posição do carro s(t) fazendo s(t) = F(t) + C. 
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TABELA 5.1 Аргохітас̧ӧеѕ finitas da área de R 
Ae: Soma inferior Ponto médio Soma superior 
2 0,375 0,6875 0,875 
4 0,53125 0,671875 0,78125 
16 0,634765625 0,6669921875 0,697265625 
50 0,6566 0,6667 0,6766 
100 0,66165 0,666675 0,67165 
1000 0,6661665 0,66666675 0,6671665 


Determinamos, então, a distância percorrida calculando a mudança па posição s(b) 
— s(a) = F(b) — F(a). Se a função velocidade for determinada apenas pelas leituras 
em vários instantes de um velocímetro no carro, entáo náo temos uma fórmula da 
qual obter uma função primitiva para a velocidade. Assim, o que fazemos então 
nessa situação? 

Quando não conhecemos uma primitiva da função velocidade v(r), podemos 
aplicar o mesmo princípio de aproximação da distância percorrida com somas fi- 
nitas de uma maneira semelhante às estimativas de áreas, discutidas anteriormente. 
Subdividimos o intervalo [a, b] em pequenos intervalos de tempo, em cada um 
dos quais a velocidade é considerada razoavelmente constante; então, fazemos uma 
aproximação da distância percorrida em cada subintervalo de tempo com a fórmula 
usual de distância, 


distância = velocidade X tempo 


e somamos os resultados ao longo de [a, b]. 
Suponha que o intervalo subdividido tenha a seguinte aparéncia: 


|=a1=|<a1=|-A1>| 


- e °. e L5 t (s) 
a d t t3 b 


e todos os subintervalos possuam um comprimento Ar. Escolha um número /, no 
primeiro intervalo. Se Aż é tão pequeno que a velocidade mal se altera em um pe- 
queno intervalo de duração Af, então a distância percorrida no primeiro intervalo 
de tempo ficará em torno de v(t,) At. Se г, for um número do segundo intervalo de 
tempo, a distância percorrida nesse segundo intervalo ficará em torno de v(t,) Ат. A 
soma das distáncias percorridas durante todos os intervalos é 


D= v(t,) At+ v(t) At+ = + v(t) At, 


onde л é o número total de subintervalos. 


EXEMPLO 2 А função velocidade de um projétil disparado diretamente para cima 
é f(t) = 160 — 9,81 m/s. Use a técnica do somatório descrita para estimar a que dis- 
táncia o projétil sobe durante os 3 primeiros segundos. Quáo perto as somas chegam 
do número exato 435,9 m? 


Solução  Exploramos os resultados para diferentes números de intervalos e diferentes 
escolhas de pontos de avaliação. Observe que /(/) é decrescente, portanto as extremi- 
dades esquerdas nos daráo uma estimativa de soma superior, ao passo que as extremi- 
dades direitas nos daráo uma estimativa de soma inferior. 


(a) Trés subintervalos de comprimento 1, com f calculada nas extremidades es- 
querdas, resultando em uma soma superior: 


0 1 
kar 
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Com f calculada em í = 0, 1 e 2, temos 
D = К) At + f(t) At + fls) At 
= [160 — 9,8(0))(1) + [160 — 9,8(1)](1) + [160 — 9,8(2)](1) 
= 450,6. 


(b) Três subintervalos de comprimento 1, com f avaliada nas extremidades direi- 
tas, resultando em uma soma inferior: 


L „ e 
0 1 2 3' 
аы 


Com f calculada em г = 1, 2 e 3, temos: 
D = f(t) At + ft) At + fts) At 
= [160 — 9,8(1)](1) + [160 — 9,8(2)](1) + [160 — 9,8(3)](1) 
= 421,2. 


(с) Com seis subintervalos de comprimento 1/2, obtemos 


ti t> £3 t4 ts 16 ti t2 13 t4 15 16 
>1 444444 ›/ 


0 1 2 3 
| Н 
Ar 


Essas estimativas geram uma soma superior utilizando extremidades esquerdas: 
D = 443,25; e uma soma inferior utilizando extremidades direitas: D = 428,55. Es- 
sas estimativas de seis intervalos sào um pouco mais próximas do que as estimativas 
de trés intervalos. Os resultados melhoram à medida que os subintervalos diminuem 
de tamanho. 

Como podemos ver na Tabela 5.2, as somas superiores da extremidade esquer- 
da se aproximam do valor real 435,9 por cima, enquanto as somas inferiores da 
extremidade direita aproximam-se dele por baixo. O valor real situa-se entre essas 
somas superior e inferior. A magnitude do erro nos valores mais próximos é 0,23, 
uma pequena fragáo do valor real. 


Magnitude do erro = |valor real — valor calculado | 
= |435,9 — 435,67| = 0,23. 


0,23 
435,9 


Porcentagem de erro = = 0,05%. 


A partir dos últimos valores da tabela, seria razoável concluir que o projétil 
subiu aproximadamente 436 m durante os 3 primeiros segundos de voo. 


TABELA 5.2 Distâncias percorridas estimadas 


Número de Comprimento de 


subintervalos cada subintervalo Soma superior Soma inferior 
3 1 450,6 4212 
6 1/2 443,25 428,55 
12 1/4 439,58 432,23 
24 1/8 437,74 434,06 
48 1/16 436,82 434,98 
96 1/32 436,36 435.44 


192 1/64 436,13 435,67 
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FIGURA 5.5 Pedra no Exemplo 3. A 
altura de 256 pés é alcançada em t = 2 s 
et=8s.A pedra cai 144 pés da altura 
máxima quando г = 8. 


TABELA 5.3 Função velocidade 


2,5 80 7,0 -64 
3,0 64 7,5 -80 
3,5 48 8.0 -96 
4,0 32 


Deslocamento versus distáncia percorrida 


Se um corpo com a função posição s(/) se desloca ao longo de um eixo co- 
ordenado sem mudar de diregáo, podemos calcular a distáncia total percorrida de 
t= а até t = b, somando a distáncia percorrida durante intervalos pequenos, como 
fizemos no Exemplo 2. Se o corpo muda de diregáo uma ou mais vezes durante 
o trajeto, então precisamos usar a rapidez do corpo |v(t)|, que é o valor absoluto 
da função velocidade, v(t), para determinar a distância total percorrida. Usando a 
própria velocidade, como fizemos no Exemplo 2, obtém-se uma estimativa para o 
deslocamento do corpo, s(5) — s(a), a diferença entre as posições inicial e final. 

Para saber o porqué disso, divida o intervalo de tempo [a, b] em subintervalos 
At pequenos o suficiente, de modo que a velocidade do corpo nào mude muito do 
instante /, , para г. Então, v(t,) permite a obtenção de uma boa aproximação para a 
velocidade ao longo do intervalo. De acordo com isso, a variagáo na coordenada da 
posigáo do corpo durante o intervalo de tempo será de aproximadamente 


v(t,) At. 


A variação será positiva se v(f,) for positivo, e negativa se u(#,) for negativo. Em qualquer 
um dos casos, a distáncia percorrida durante o subintervalo será de aproximadamente 


julio] Ar. 
A distáncia total percorrida terá um valor aproximado ao da soma 
[v(t,)| At + |v(t5)| At + ee + о) At. 


Revisitaremos essas ideias na Seção 5.4. 


EXEMPLO 3 No Exemplo 4 da Seção 3.4, analisamos o movimento de uma pedra 

pesada, que é arremessada para cima por uma explosão de dinamite. Nesse exem- 
plo, determinamos que a velocidade da pedra em qualquer momento durante o seu 
deslocamento é de v(r) = 160 — 321 pés/s. A pedra estava a 256 pés acima do solo 
2 segundos após a explosão, continuou em ascendência para atingir uma altura má- 
xima de 400 pés 5 segundos após a explosão e, em seguida, iniciou a descida para al- 
cançar a altura de 256 pés novamente em / = 8 s após a explosão. (Veja a Figura 5.5.) 


Se seguirmos um procedimento semelhante ao apresentado no Exemplo 2 e 
usarmos a função velocidade v(t) no processo de soma sobre o intervalo de tempo 
10, 8], obteremos uma estimativa de 256 pés, altura da pedra acima do solo em г = 8. 
O movimento ascendente positivo (que produz uma variação de distância positiva 
de 144 pés da altura de 256 pés para a altura máxima) é eliminado pelo movimento 
negativo descendente (produzindo uma variação negativa de 144 pés da altura má- 
xima no sentido para baixo para 256 pés novamente), assim o deslocamento ou a 
altura acima do solo é calculada a partir da função velocidade. 

Por outro lado, se o valor absoluto |u(/)| for utilizado no processo de soma, será 
obtida uma estimativa para a distância total percorrida pela pedra: a altura máxima al- 
cançada de 400 pés mais a distância de 144 pés de queda do máximo para baixo quando 
ela atinge novamente a altura de 256 pés em / = 8 s. Ou seja, usando o valor absoluto da 
função velocidade no processo somatório sobre o intervalo de tempo [0, 8], obtemos uma 
estimativa de 544 pés, a distância total para cima e para baixo que a pedra percorreu em 
8 segundos. Não há cancelamento de variação de distância por causa de mudança de sinal 
na função velocidade, e assim calculamos a distância percorrida em vez do deslocamento 
ao usarmos o valor absoluto da função velocidade (isto é, a rapidez da pedra). 

Para ilustrar essa discussão, subdividimos o intervalo [0, 8] em dezesseis su- 
bintervalos de comprimento At = 1/2 e consideramos a extremidade direita de cada 
subintervalo em nossos cálculos. A Tabela 5.3 mostra os valores da função veloci- 
dade nessas extremidades. 

Usando v(/) no processo somatório, estimamos o deslocamento em 1 = 8: 


(144 + 128 + 112 + 96 + 80 + 64 + 48 + 32 + 16 
+0— 16 — 32 — 48 — 64 — 80 96)-2 = 192 
Magnitude do erro = 256 — 192 = 64 


f(x) = sen х 


>x 


т 
2 


FIGURA 5.7 Aproximação da área sob 
f(x) = sen x entre 0 e 7 para calcular o 
valor médio de sen x sobre (0, 77] usando 
oito retángulos (Exemplo 4). 
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Usando |v(/)| no processo somatório, calculamos a distância total percorrida 
durante o intervalo de tempo [0, 8]: 


(144 + 128 + 112 + 96 + 80 + 64 + 48 + 32 + 16 
+0+ 16 + 32 + 48 + 64 + 80 + 96) - = 528 
Magnitude do erro = 544 — 528 = 


Se considerarmos mais e mais subintervalos de (0, 8] em nossos cálculos, as 
estimativas para 256 pés e 544 pés melhoram, aproximando seus valores reais. 


Valor médio de uma funcáo contínua náo negativa 


Para obter a média de um conjunto de л números Хү» devemos somá- 
-108 e dividir o resultado por n. Mas qual é a média de uma função contínua f em um 
intervalo [a, b]? Tal fungáo pode assumir uma infinidade de valores. Por exemplo, 
a temperatura em um determinado local de uma cidade é uma fungáo contínua que 
sobe e desce todos os dias. O que significa dizer que a temperatura média da cidade, 
ao longo de um determinado dia, é de 73 °F? 

Quando uma função é constante, é fácil responder a essa questão. Uma função 
com valor constante c em um intervalo [a, b] tem valor médio с. Se c for positivo, 
o gráfico da função em [a, 5] formará um retângulo de altura c. A média da função 
poderá entáo ser interpretada geometricamente como a área desse retángulo dividi- 
da por sua largura b — a (Figura 5.6a). 


(a) 


FIGURA 5.6 (а) O valor médio de f(x) = c em [a, b] é a área do 
retângulo dividida por b ~ a. (b) O valor médio de g(x) em [a, b] é a 
área abaixo de sua curva dividida por 5 — a. 


E se quisermos determinar a média de uma função nào constante, tal como a 
função g na Figura 5.6b? Podemos pensar nesse gráfico como uma “fotografia” da 
altura de um pouco de água que balanga dentro de um tanque, entre as paredes con- 
finantes em x = a e x = b. Conforme a água balanga, sua altura muda a cada ponto, 
mas а altura média permanece a mesma. Para obter essa altura média, esperamos 
até que a арпа assente e sua altura регтапеса constante. A altura resultante c é igual 
à área sob a curva de g dividida por 5 — a. Assim, fomos levados a definir o valor 
médio de uma função não negativa sobre um intervalo [a, b] como a área sob sua 
curva dividida por 5 — a. Para que tal definigáo seja válida, devemos compreender 
precisamente o que significa essa área sob a curva. Faremos isso па Segáo 5.3, mas 
por ora analisaremos um exemplo. 


EXEMPLO 4 Estime o valor médio da função f(x) = sen x no intervalo (0, 77]. 


Solucáo Ао analisarmos o gráfico de sen x entre 0 e 7 na Figura 5.7, podemos ver 
que sua altura média fica entre 0 e 1. Para determinar a média, precisamos calcular 
a área А sob o gráfico e depois dividi-la pelo comprimento do intervalo, т — 0 = т. 

Nào dispomos de uma maneira simples para determinar a área, por isso fa- 
zemos uma aproximação com somas finitas. Para obter uma estimativa de soma 
superior, adicionamos as áreas de oito retângulos de largura igual a 77/8, que jun- 
tos contêm a região abaixo do gráfico de у = sen x e acima o eixo x em (0, т]. 
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Escolhemos as alturas dos retángulos como o maior valor de sen х em cada subin- 
tervalo. Em um determinado subintervalo, esse maior valor pode ocorrer na extre- 
midade esquerda, na extremidade direita ou em algum ponto entre elas. Calculamos 
sen x nesse ponto para obter a altura do retángulo de uma soma superior. A soma das 
áreas dos retángulos, portanto, estima a área total (Figura 5.7): 


= т т 3m т т 5m 3 7т\ т 
A = (кал + sente + зев + sen + sen + sento + sen; + sena) 8 


x 


(0,38 + 0,71+ 0,92 + 1 + 1 + 0,92 + 0,71 + 0,38) - s = (6,02) - = = 2,365. 


Para estimar o valor médio de sen х, dividimos a área estimada por 7 e obtemos a 
aproximação 2,365/7 = 0,753. 

Como usamos uma soma superior para aproximar a área, essa estimativa é 
maior do que o valor médio real de sen x em (0, z]. Se usarmos cada vez mais 
retângulos, e cada um ficar cada vez mais estreito, chegaremos mais e mais perto 
do valor médio real. Usando as técnicas abordadas na Seção 5.3, mostraremos que 
o valor médio real é 2/77 = 0,64. 

Como anteriormente, poderíamos muito bem ter usado retângulos sob o grá- 
fico de y = sen x e calculado uma soma inferior de aproximação, ou poderíamos 
ter usado a regra do ponto médio. Na Seção 5.3, veremos que, em cada caso, as 
aproximações estarão mais próximas da área real se todos os retângulos forem su- 
ficientemente estreitos. 


Resumo 


A área sob o gráfico de uma função positiva, a distância percorrida por um 
objeto em movimento que não muda de direção e sentido e o valor médio de uma 
função não negativa ao longo de um intervalo podem ser aproximados por somas 
finitas. Primeiro dividimos os intervalos em subintervalos, tratando a função apro- 
priada f como se ela fosse constante em cada subintervalo. Em seguida, multiplica- 
mos a largura de cada subintervalo pelo valor de / em um ponto dentro dele; depois, 
somamos os produtos. Se o intervalo [a, b] for subdividido em n subintervalos de 
larguras iguais Ах = (b — a)/n e se f(c,) for o valor de f em dado ponto c, no k-ésimo 
intervalo, esse processo resultará em uma soma finita com a seguinte forma: 


Fc) Ax + f(c,) Ax + f(c,) Ax +++ + f(c,) Ax. 


As escolhas para с, podem maximizar ou minimizar o valor de / no k-ésimo subin- 
tervalo, ou fornecer algum valor intermediário. O verdadeiro valor ficará em algum 
ponto entre as aproximações dadas pelas somas superiores e inferiores. As aproxi- 
mações de soma finita que observamos melhoram à medida que consideramos mais 
subintervalos de largura cada vez menor. 


Exercícios 5.1 


Área 3. f(x)= 1/x entre x= 1l ex=5. 


= 2 = = 
Nos Exercícios 1-4, use aproximações finitas para estimar a área 4. f)=4-xentrex=2ex=2. 
sob a curva da funçào, usando Usando retángulos cujas alturas sejam dadas pelo valor da fungáo 
no ponto médio da base do retángulo (regra do ponto médio), estime 


a. uma soma inferior com dois retángulos de largura igual. : А ы 4 ШҮД, à 
a área sob as curvas das seguintes funções, utilizando primeiro, dois 


b. uma soma inferior com quatro retángulos de largura igual. e depois quatro, retángulos. 

с. uma soma superior com dois retángulos de largura igual. 5. f(x) - xh entrex=0ex=1. 

d. uma soma superior com quatro retángulos de largura igual. 6. f(x) 2 9 entrex 0 ex— 1. 
1. f(x) 2x2 entrex 20e x— 1. 7. f(x) = Vx entre x= l ex=5. 


2. f(x) - 9 entrex=0ex=1. 8. f(x) -4- x! enrex 2 2ex-2. 


Distáncia 


9. Distância percorrida А tabela a seguir mostra a velocidade 
de uma locomotiva em miniatura que se desloca por um trilho 
durante 10 segundos. Estime a distáncia percorrida pela mi- 
niatura usando 10 subintervalos de comprimento 1 com 
a. valores na extremidade esquerda. 

b. valores na extremidade direita. 


Tempo Velocidade Tempo Velocidade 

(s) (pol/s) (s) (pol/s) 

0 0 6 n 

1 12 7 6 

2 22 8 2 

3 10 9 6 

4 5 10 0 

S 13 


10. Distância percorrida rio acima Você está sentado junto à 
foz de um rio, observando as ondas levarem uma garrafa rio 
acima. Você registra a velocidade da garrafa а cada 5 minu- 
tos durante uma hora, obtendo os resultados apresentados na 
tabela a seguir. Que distância, aproximadamente, a garrafa 
percorreu durante essa hora? Faça uma estimativa usando 12 


subintervalos de comprimento 5 com 


a. valores na extremidade esquerda. 
b. valores na extremidade direita. 


Tempo (min) Velocidade | Tempo (min) Velocidade 
(m/s) (m/s) 
0 1 35 1,2 
5 1,2 40 1,0 
10 1,7 45 1,8 
15 2,0 50 1,5 
20 1,8 55 1,2 
25 1,6 60 0 
30 14 


11. Comprimento de uma estrada Você e um amigo estão pres- 
tes a dirigir em um trecho sinuoso de uma estrada de terra em 
um carro cujo velocimetro funciona, mas cujo hodômetro (con- 
tador de quilômetros) está quebrado. Para descobrir a extensão 
desse trecho de estrada, você registra a velocidade do carro a 
intervalos de 10 segundos, com os resultados apresentados na 
tabela a seguir. Estime o comprimento desse percurso usando 
a. o valor na extremidade esquerda de cada intervalo. 

b. o valor na extremidade direita de cada intervalo. 


Tempo Velocidade Tempo Velocidade 
(s) (convertida em (s) (convertida em 
pés/s) (30 mph pés/s) (30 mph = 
= 44 pés/s) 44 pés/s) 
0 0 70 15 
10 44 80 22 
20 15 90 35 
30 35 100 44 
40 30 110 30 
50 44 120 35 
60 35 
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12. Distáncia a partir dos dados de velocidade — A tabela a seguir 


fornece dados sobre a velocidade de um carro esportivo que ace- 
lera de 0 a 142 milhas/hora em 36 segundos (10 milésimos de 
uma hora). 


Tempo (h) Velocidade Tempo (h) Velocidade 
(mph) (mph) 
0,0 0 D 0,006 116 
0,001 40 0,007 125 
0,002 62 0,008 132 
0,003 82 0,009 137 
0,004 96 0,010 142 
0,005 108 
milhas/hora 


13. 


14 


0,002 0,004 0006 0,008 0,01 


a. Use retángulos para estimar a distáncia que o carro per- 
correu durante os 36 segundos decorridos até atingir 142 
milhas/hora. 

b. Aproximadamente quantos segundos o carro levou para 
atingir o ponto médio do caminho? Qual era entáo a veloci- 
dade aproximada do carro? 


Queda livre e resistência do ar Um objeto é solto de um he- 
licóptero. O objeto cai cada vez mais rápido, mas sua aceleragáo 
(taxa de variagáo da velocidade) diminui com o passar do tempo 
por causa da resisténcia do ar. A aceleragáo é medida em pés por 
segundo ao quadrado e registrada a cada segundo durante $ se- 
gundos após o langamento, como se pode ver na tabela a seguir: 


t 0 l 
a 3200 1941 


2 3 4 5 
11,77 7,14 433 2,63 


a. Faça uma estimativa superior para o módulo da velocidade 
quando г = 5. 

b. Faça uma estimativa inferior para o módulo da velocidade 
quando г = 5. 

с. Faça uma estimativa superior рага a altura da queda quando 
t=3. 

Distáncia percorrida por um projétil Um objeto é atira- 

do do nível do mar para cima com uma velocidade inicial de 

400 pés/s. 

a. Supondo que a gravidade seja a única força que аша sobre 
о objeto, superestime sua velocidade depois de 5 segundos. 
Use g = 32 pés/s? para a aceleração gravitacional. 

b. Faga uma estimativa inferior à altura atingida depois de 5 s. 


294 Cálculo 


Valor médio de uma funcáo 


Nos Exercícios 15-18, utilize uma soma finita para estimar o valor 
médio de f no intervalo dado, dividindo-o em quatro subintervalos 
de comprimento igual e avaliando f nos pontos médios dos subin- 
tervalos. 

15. f(x) 2:9 em [0,2] 

16. f(x) = l/x em [1,9] 


17. fü) -(1/2)- se? zt. em [0,2] 
1 2 
у=; + sen“ Tt 
15 2 
1 
05 
1 L 54 
0| 1 2 
Tt Y: 
18. HM) = 1 = (Í =) em [0,4] 
x 4 
ett e ті 
i y=1 (cos 3 
>t 


Exemplos de estimativas 


19. Poluigáo da água Há um vazamento de combustível em um 
petroleiro avariado no mar. A tabela a seguir mostra que a avaria 
apresenta uma piora, pois o vazamento aumenta a cada hora. 


Tempo (h) 0 l 2 3 4 
Vazamento (gal/h) 50 70 97 136 190 


Tempo (h) 5 6 7 8 
Vazamento (gal/h) 265 369 516 720 


a. Superestime e subestime a quantidade total de petróleo va- 
zada 5 horas depois do acidente. 

b. Repita o item (a) para estimar a quantidade total de petró- 
leo vazada 8 horas depois do acidente. 

с. O tanque continua a vazar 720 gal/h depois das primeiras 
8 horas. Se o petroleiro continha 25.000 galóes de com- 
bustível, aproximadamente, quantas horas mais decorreráo, 
na pior das hipóteses, até que todo o petróleo vaze? E na 
melhor das hipóteses? 

20. Poluição do ar Uma fábrica gera energia elétrica pela 
queima de óleo. Os poluentes produzidos como resultado da 
combustáo 880 removidos por purificadores colocados nas 
chaminés. Com o tempo, o mecanismo de limpeza se torna 
menos eficiente e, finalmente, deve ser substituído quando 


a quantidade de poluentes lançada excede os parámetros go- 
vernamentais. Ao final de cada més é efetuada uma medicáo, 
como a registrada a seguir, que determina a taxa de liberagáo 
dos poluentes na atmosfera. 


Més Jan Fev Mar Abr Мао Jun 


Таха de liberagáo 
de poluentes 
(toneladas por dia) 


0,20 0,25 0,27 0,34 0,45 0,52 


Més Jul Ago Set Ош Nov Dez 


Таха de liberagáo 
de poluentes 
(toneladas por dia) 


0,63 0,70 0,81 0,85 0,89 0,95 


a. Considerando um més com 30 dias e que novos purifica- 
dores permitem o lancamento de apenas 0,05 tonelada por 
dia, faca uma superestimativa da quantidade total de po- 
luentes langada no fim de junho. Qual é a subestimativa? 

b. Na melhor das hipóteses, aproximadamente quando teráo 
sido langadas 125 toneladas de poluentes na atmosfera? 

21. Inscreva um polígono regular de n lados dentro de um círculo 

de raio 1 e calcule a área do polígono para os seguintes valores 

de n: 

а. 4 (quadrado) 

b. 8 (octógono) 

c. 16 

d. Compare as áreas obtidas nos itens (a), (b) e (c) com a área 
do círculo. 

22. (Continuação do Exercicio 21.) 

a. Inscreva um polígono regular de n lados dentro de um cir- 
culo de raio 1 e calcule a área de um dos n triângulos con- 
gruentes formados pelos raios que cruzam os vértices do 
polígono. 

b. Calcule o limite da área do polígono inscrito quando n — оо. 


e. Repita os cálculos dos itens (a) e (b) para um círculo de raio r. 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 23-26, utilize um SAC para realizar os passos a seguir. 


a. Faça um gráfico das funções ao longo do intervalo dado. 

b. Subdivida o intervalo em n = 100, 200 e 1000 subintervalos 
de comprimento igual e avalie a função no ponto médio de 
cada subintervalo. 


€. Calcule o valor médio dos valores da função gerados no 
item (b). 

d. Resolva a equação f(x) = (valor médio) para x usando o valor 
médio calculado no item (c) para a partição com n = 1000. 


23. f(x)=senx em [0,7] 
24. f(x)=sen?x em [0,7] 


25. f(x) = x sen À em B "| 


26. f(x) = хѕеп2 1 ет РЯ 


Capítulo 5 Integração 295 


5 2 | Notacáo sigma e limites de somas finitas 


Na Segáo 5.1, ao fazer estimativas com somas finitas, encontramos várias so- 
mas com muitos termos (até 1000 na Tabela 5.1, por exemplo). Nesta seção, apre- 
sentaremos uma notacào mais conveniente para designar somas com grande quan- 
tidade de termos. Após descrever a notagáo e enunciar várias de suas propriedades, 
examinaremos o que acontece com uma aproximação de soma finita quando o nú- 
mero de termos tende a infinito. 


Somas finitas e notacáo sigma 


A notação sigma permite expressar uma soma com muitos termos de forma 
compacta. 


п 
Sa = а + üp + 43 + + dtd. 
k=1 


A letra grega > (sigma maiúscula, que corresponde à nossa letra S) significa 
“soma”. O índice do somatório k diz onde a soma começa (no número sob o sím- 
bolo 2) e onde termina (no número acima do 2). Qualquer letra pode ser usada para 
indicar o índice, mas as letras i, j е k são as mais comuns. 


O índice k termina em k = n. 


(letra grega sigma) Sig 
k=1 
м, 

O índice k inicia em k= 1. 


Símbolo do somatório ак 


a, € a fórmula para o k-ésimo termo. 


Assim, podemos escrever 


11 
12+ 22 + 32 + 4 + 52 + 6 + 72 + 82 + 92 + 102 + 12 = Ye? 
k=1 


100 


10) + /(2) + f(3) +--+ f(100) = 2,0. 


O limite inferior do somatório nào tem de ser 1; pode ser um número inteiro qualquer. 


EXEMPLO 1 
Soma em notação Soma escrita, um termo para 
: Valor da soma 
sigma cada valor de k 
5 
Sk 1+2+3+4+5 15 
k=1 
3 
Ami E CD) + (ED) + (—1)(3) -1+2-3=-2 
£l 
2 
sk ï 2 ї.8-7 
ё +1 1+1 2-1 2-3 56 
5 2 2 2 
К - 5 16 , 25 139 
k-1 4-1 5-1 3*4 m 
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EXEMPLO 2  Expresse a soma 1 +3 + 5 + 7 + 9 em notação sigma. 


Solucáo А fórmula que gera os termos muda conforme o limite inferior do somató- 
rio, mas 08 termos gerados permanecem os mesmos. Normalmente é mais simples 
começar com k = 0 ou k = 1, mas pode-se começar com qualquer número inteiro. 


4 
Começando com k=0: 1+3+5+7+9= YN (2k + 1) 
k=0 


5 


Comegando comk=1: 1+3+5+7+9= S (2k = Dj 
Ёл 


6 
Começando comk=2: 1+3+5+7+9= > (2k = 3) 
ЁО 


1 
Começando comk=-=3: 1+3+5+7+9= > (2k + 7) 
12555 


Quando temos uma soma do tipo 
3 


> (k + к?) 


k=1 


podemos rearranjar os termos, 


3 
D (k +k?) = (1 + 12) + (2 + 22) + (3 + 32) 
ЁЛ 


(1 + 2 + 3) + (12 + 22 + 32) 


3 3 
Termos reagrupados 
> k + XE. 
k=1 k=1 


Isso ilustra uma regra para somas finitas: 
n n n 
SN (a + b) = Ma + Sb 
= k=1 k=1 


Quatro regras desse tipo são apresentadas a seguir. Uma prova de sua validade pode 
ser obtida por meio de indução matemática (veja o Apêndice 2). 


Regras algébricas para somas finitas 


n 


n п 
1. Regra da soma: qa + by) = 2 sb хь 


2. Regra da diferenga: дө - by) = > - Уһ 
x> (Qual 
3. Regra da multiplicagáo por constante: » = Хө ман sd 


n 
Ус = n'c (с é qualquer 
a valor constante) 
4. Regra do valor constante: к 


EXEMPLO З Demonstraremos a utilização das regras de álgebra. 


n n n 
(a) > Gk — к?) = 3 = У? Regra da diferenga e да 
k=1 k=1 k=1 


multiplicação por constante 


n п п п 
() ЭД ак) = > 1) ас = —1* Уа = Уа Regra da multiplicação 
A A A A 


por constante 
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3 3 3 
(с) >G + 4) Nk + YA Regra da soma 
k-l К-1 k=1 


(1+2+3)+ (3*4) Regra do valor constante 
=6+ 12 = 18 


п 
а 1 mi he 1 = Regra do valor constante 
© 2 " "Un 1 (ln é constante) 


Ao longo dos anos, as pessoas descobriram uma variedade de fórmulas para 
os valores de somas finitas. As mais famosas delas sáo a fórmula para a soma dos 
primeiros n inteiros (comenta-se que Gauss a descobriu quando tinha 8 anos) e as 
fórmulas para a soma dos quadrados e cubos dos primeiros » inteiros. 


EXEMPLO 4 Mostre que a soma dos n primeiros números inteiros é 


Ч п(п + 1) 


Dk = 2 


k=1 
Solução А fórmula nos diz que a soma dos quatro primeiros inteiros é 
(4)(5) 
2 > 10 
A adição confirma a previsão: 


1+2+3+4=10. 


Para demonstrar a fórmula de um modo geral, podemos escrever os termos da soma 
duas vezes, uma para a frente e outra para trás. 


1 + 2 + 3 + B + п 
п + (n=l) + (n=2) + ын + 1 


Se somarmos os dois termos na primeira coluna, temos 1 +n=n+ 1. Da mesma forma, 
se somarmos os dois termos da segunda coluna, temos 2 + (n — 1) = n + 1. A soma de 
dois termos em qualquer coluna resulta sempre em n + 1. Quando somamos as л colu- 
nas, obtemos л termos, cada um igual a л + 1, em um total de n(n + 1). Uma vez que 
isso é o dobro da quantidade desejada, a soma dos primeiros n inteiros é (n)(n + 1/2. 


As fórmulas para as somas dos quadrados e cubos dos primeiros n inteiros 
são demonstradas por meio de indução matemática (veja o Apêndice 2). Definimos 
essas fórmulas a seguir. 


a n(n + 1)(2п + 1) 
Primeiros n quadrados: Ak š 6 
(1 
n 2 
2 | гу [пп +1) 
Primeiros л cubos: > = (pun 
Limites de somas finitas 


As aproximações de somas finitas que consideramos na Seção 5.1 se tornaram 
mais precisas conforme o número de termos aumentou e a largura (comprimento) dos 
subintervalos diminuiu. O próximo exemplo mostra como calcular um valor limite, 
quando as larguras dos subintervalos tendem a zero e seu número cresce a infinito. 


EXEMPLO 5 Determine o valor limite das aproximações de soma inferior à área 
da regiào R abaixo da curva y = 1 — x? e acima do intervalo (0, 1] no eixo x usando 
retángulos de mesma largura que tendem a zero e cujo nümero tende a infinito. 
(Veja a Figura 5.4а). 
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Solução Calculamos uma aproximação da soma inferior usando n retângulos de 
largura igual Ax = (1 — 0)/n e depois vemos o que acontece quando n — oo. Come- 
gamos por subdividir (0, 1] em subintervalos iguais de largura n 


1 12 n= ln 
La ea] 


Cada subintervalo tem largura 1/n. A fungáo 1 — x? é decrescente em (0, 1], e seu 
menor valor em cada subintervalo ocorre na extremidade direita desse subintervalo. 
Assim, constrói-se uma soma inferior com retángulos cuja altura no subintervalo 
[(k — 1)/n, kin] € f(k/n) = 1 — (k/n)2, o que resulta na soma 


(a) o) + 68) OE ++ G 


Escrevemos isso em notação sigma e simplificamos, 


Bt) = 36 - (6) Ka) 


cl 5 k? 
= СОРЖ n Regra da diferenca 
k=1 п k=1 n? 

_ 1 15, | 
= Nº a k Regra do valor constante e da multi- 
n k=1 plicação por constante 

1 Y (n)(n + 1)Qn + 1) 
1 nº 6 Soma dos primeiros л quadrados 


_ 2n2 + Зп? +n 


= 1 
бл? 


Numerador expandido 

Obtemos uma expressáo para a soma inferior que vale para qualquer n. Con- 
siderando o limite dessa expressáo quando л — oo, vemos que as somas inferiores 
convergem quando o número de subintervalos aumenta e a largura desses subinter- 
valos tende a zero: 


I ( ditar te) 2 2 

Hm [1 = =1 = 

n—00 6 3 

As aproximações de soma inferior convergem para 2/3. Um cálculo semelhante 
mostrará que as aproximações de soma superior também convergem para 2/3. Qual- 
quer aproximação de soma finita 2; |, f(c,)(1/n) também converge para o mesmo 
valor, 2/3. Isso ocorre por ser possível mostrar que qualquer aproximação de soma 
finita fica entre as aproximações de soma inferior e superior. Por essa razão, somos 
levados a definir a área da regiào R como esse valor limite. Na Segáo 5.3, estudare- 
mos os limites dessas aproximações finitas em um contexto mais geral. 


Somas de Riemann 


O matemático alemáo Bernhard Riemann promoveu a precisáo da teoria dos 
limites de aproximações finitas. Agora, introduziremos o conceito de soma de Rie- 
mann, que é fundamental para a teoria da integral definida, a ser estudada na pró- 
xima seção. 

Comegaremos com uma fungáo arbitrária / definida em um intervalo fechado 
[a, b]. Assim como a função traçada na Figura 5.8, f pode ter valores negativos e 
positivos. Subdividimos o intervalo [a, b] em subintervalos, náo necessariamente da 
mesma largura (ou extensáo), e formamos somas da mesma maneira que fizemos 
com as aproximações finitas na Seção 5.1. Para tanto, escolhemos n — 1 pontos 
(Xp x Хун X, ,; entre a e b que satisfazem 


ax, €x,« «x, aX b. 


FIGURA 5.8 Função contínua típica 
у = f(x) ao longo de um intervalo fechado 
[a, b]. 
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Para tornar a notação consistente, indicamos a como x, e b como х,, de forma que 


= MMC" <A =D. 


O conjunto 
PS {015.20.106 
é chamado partição de [a, b]. 
A particào P divide [a, b] em n subintervalos fechados 
[xo Х|], [xy xl [x 4 x. 
O primeiro desses subintervalos é [x,, x,], o segundo [x,, x,] e o k-ésimo subinter- 
valo de P é х, ,, x,], sendo k um número inteiro entre 1 e n. 


| K-ésimo subintervalo | 
| | —a h h + > x 
Ї Ї 
хо=а х Хэ EE Хус Xk £&s Sua x = b 


A largura do primeiro subintervalo [x,, х|] é indicada рог Ах, a largura do se- 
gundo [x,, х,], por Ax, e a largura do k-ésimo subintervalo ё Ax, =x, — x, у. Se todos 
os n subintervalos tiverem largura igual, então a largura Ax será igual a (b — a)/n. 


|+ Ax; 4- Av — Ах, —] |— As 


I I } Y | х 


Ї 
x=4 X Хэ ess Xk-1 Xk БЕ 3-1 x, = b 


Em cada subintervalo selecionamos um ponto. Chamamos o ponto escolhido 
no k-ésimo subintervalo [x, ,, x,] de c,. Depois, em cada subintervalo construímos 
um retângulo vertical que tem base no eixo x e toca a curva em (c,, f(c,)). Esses 
retângulos podem estar tanto acima como abaixo do eixo x, dependendo se f(c,) é 
positivo ou negativo, ou ainda sobre ele se f(c,) = 0 (Figura 5.9). 

Em cada subintervalo formamos o produto f(c,) ` Ах, Esse produto pode ser 
positivo, negativo ou nulo, dependendo do sinal de f(c,). Quando f(c,) > 0, o produto 
fc, ` Ax, é a área de um retângulo com altura f(c,) e largura Ax,. Quando f(c,) < 0, 
o produto f(c,) · Ax, é um número negativo, o oposto da área de um retângulo com 
largura Ах, que sai do eixo x para o número negativo f(c,). 


y как 
— (cm Hen) 


| 
é Xp = 


(cy. fée.) 


k-ésimo retángulo 


° 
ә 


0 | хо tz E Xii * 
' 
' 
' 
' 
1 
1 
(с, Hc) À 
Н 


(ca, f(c;)) 


FIGURA 5.9 Os retángulos aproximam a regiáo que fica entre o gráfico da fungáo 
у= f(x) e o eixo x. A Figura 5.8 foi aumentada para realçar a partição de [a, b] e a 
selegáo de pontos c, que produzem os retángulos. 
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Finalmente, somamos todos esses produtos para obter 
n 
Sp = PCI Ах. 
1 


A soma S, é chamada de soma de Riemann para f no intervalo [a, Б]. Há muitas 
somas desse tipo, dependendo da partigáo P que escolhermos e dos pontos c, nos 
subintervalos. Por exemplo, podemos escolher л subintervalos, todos com a largura 
Ax = (b — а)/п, para a partição [a, Б], e, então, escolher o ponto c, igual à extremi- 
dade direita de cada subintervalo ao formar a soma de Riemann (como fizemos no 
Exemplo 5). Essa escolha leva à fórmula da soma de Riemann 


Podemos obter fórmulas semelhantes se, em vez disso, escolhermos c, como a ex- 
tremidade esquerda, ou o ponto médio, de cada subintervalo. 

Nos casos em que os subintervalos tém largura igual a Ax = (b — a)/n, podemos 
torná-los mais estreitos ao simplesmente aumentarmos o nümero л. Quando a parti- 
ção tiver subintervalos de larguras variadas, podemos garantir que todas elas sejam 
estreitas por meio do controle da largura do subintervalo mais largo (mais longo). 
Definimos a norma de uma partição Р, escrita como ||P||, como a maior de todas as 
larguras dos subintervalos. Se ||P|| for um número pequeno, então todos os subinter- 
valos da partição P são estreitos. Vejamos um exemplo dessas ideias. 


EXEMPLO 6 O conjunto P= (0; 0,2; 0,6; 1; 1,5; 2) é uma partição de [0, 2]. Exis- 


o tem cinco subintervalos de Р: [0; 0,2], (0,2: 0,6]. (0,6: 1], [1; 1,5] e [1,5; 2]: 


[sx] А —|—Ax, —|+ Ax, —— Axs | 
———————— —————— — 
0 02 06 I 15 2 E 


Os comprimentos dos subintervalos são Ax, = 0,2, Ax, = 0,4, Ax, = 0,4, Ax, = 0,5 
e Ax, = 0,5. O comprimento do subintervalo mais longo é de 0,5, logo a norma da par- 
tição é ||P|| = 0,5. Neste exemplo, existem dois subintervalos com esse comprimento. 


Qualquer soma de Riemann associada a uma partição de um intervalo fechado 
[a, b] define retângulos que aproximam a região entre o gráfico de uma função соп- 
tínua f e o eixo x. Partições cuja norma tende а zero levam a conjuntos de retângulos 
que aproximam a região com uma precisão cada vez maior, tal como sugerido pela 
Figura 5.10. Veremos na próxima seção que, se a função f é contínua no intervalo 
fechado [a, b], então não importa como escolhemos a partição P e os pontos c, em 


(9) 


FIGURA 5.10 Curva da Figura 5.9 com 
retângulos obtidos de partições mais 
finas de [a, b]. Partições mais finas criam 
conjuntos de retângulos com bases mais 


estreitas que aproximam a região entre a seus subintervalos para construir uma soma de Riemann, a aproximação sempre 
curva de f e o eixo x com precisão cada chegará a um valor limite único quando a largura dos subintervalos, controlada pela 
vez maior. norma da partição, tender a zero. 


Exercícios 5.2 


Notação sigma 7. Qual das seguintes alternativas expressa 1 +2 +4+8+ 16+32 
ЭС ón e em notação sigma? 
Escreva as somas nos Exercícios 1-6 sem a notação sigma. Em se- SAO SET 


guida, calcule-as. 4 


6 5 
а, Y b. Sat c, S 2t 
k=1 k=0 


2 5 са 
1, > E, 4. Y sen Ат А 2 
Ak+i £ 8. Qual das seguintes alternativas expressa 1 -2--4—8 + 16 – 32 
S uk š em notaçào sigma? 
2, It 5. DI sent : e _ : 
= = 5 
4 4 а. Y(-2)*! b. X (12 e. У) (p122 
3. Y cos kar 6. Y (— 1)“ cos kr k=l k=0 k=-2 


k=1 = 


9. Qual das fórmulas a seguir náo equivale ás outras duas? 
teme v SED (—1)* 
"X == 1 Е 16+ 2 


10. Qual das fórmulas a seguir náo equivale ás outras duas? 
4 3 -1 
a D(k- 1)? b X(+] е. SE 
@ Ган! к=з 


Expresse as somas nos Exercícios 11-16 em notagáo sigma. A forma 
de sua resposta dependerá de sua escolha quanto ao limite inferior 
do somatório. 
11. 1+2+3+4+5+6 
12. 1+4+9+16 
1. 1.1 1 


13, 27478716 


14, 244-6-8-10 


Lad B 
im ma = S + 


Valores de somas finitas 


n п 
17. Suponha que Уа = —Se Уһ = 6. Determine os valores de 
= = 


п 
а. за, 
ёл 


п b п 
= e. Y (b, — 2а) 
=] A 


d. >a - by) 
A 


п 


с. > (ak + Ьу) 
> k k 
n n 
18. Suponha que Уа =0е >b, = 1. Determine os valores de 
[= ёл 
n n 
a. У 8а c. Y (a + 1) 
ёл = 


b. $ 250b, d. Y (b, = 1) 
k=1 k=1 


Calcule as somas nos Exercícios 19-32. 


10 10 10 
19. а. Xk b. Ук? с. Ye 
k=1 k=1 k=1 
13 
13 13 13 
20. а. Ук b. Sk? с. Ук? 
k=1 k=1 k=1 
7 5 k 
21. Y (2) 2. 5 7 
k=l k=1 15 


A integral definida 


2.2 
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; 
26. Y k(2k + 1) 
zii 


24. 


> 
N 
| 

22 


ТМ» Me 
ч 

Me 1 

El 

ГЪ 

+ 

Es 

l^ 

> 


5 28 7 2 1 k? 
25. (SE) - Y 
5 Жз + 5) (> > 2 
7 500 264 
29. а. Уз b. $7 с. M10 
1 k=1 k=3 
36 17 71 
30. a. Ук ь ук с. D kk- 1) 
9 £= K=18 
п п n 
31. a. У4 b. >с с. Dik- 1) 
k=1 [zi k= 
2/1 E: ЭГ 
32. a. У п *?п b Yz с =: 
k= k=1 k=1 nº 
Somas de Riemann 


Nos Exercícios 33-36, faça o gráfico de cada função f(x) no inter- 
valo dado. Divida o intervalo em quatro subintervalos de compri- 
mento igual. Em seguida, adicione os retângulos associados com 
a soma de Riemann > - yf (cj) Ax, ao esboço, dado que c, seja (a) a 
extremidade esquerda, (b) a extremidade direita e (c) o ponto médio 
do k-ésimo subintervalo. (Faga um esbogo para cada conjunto de 
retángulos.) 


33. f(x) 2x? - 1, [0,2] 
34. f(x) = 2, [0,1] 
37. Determine a norma da particào P — 


35. f(x)=senx, 
36. f(x)=senx+1, [-7,71] 
105 1,2::1,552,3; 2,6: 33. 
; 1,6; -0,5; 0; 0,8; 1}. 


[77.7] 


38. Determine a norma da partigáo P — {—2 


Limites de somas de Riemann 


Para as funções nos Exercícios 39-46, determine a fórmula para a 
soma de Riemann obtida dividindo o intervalo [a, b] em n subin- 
tervalos iguais e usando a extremidade direita para cada c,. Depois, 
tome o limite dessas somas quando л — oo para calcular a área sob 
a curva ao longo de [a, b]. 

39. f(x) = 1 — x? ao longo do intervalo (0, 1]. 

40. f(x) = 
41. f(x) = х2 + 1 ao longo do intervalo (0, 3]. 
42. f(x) = 
43. f(x) = x + x? ao longo do intervalo (0, 1]. 
44. f(x) = 3x + 2x? ao longo do intervalo (0, 1]. 
45. f(x) = 2x? ao longo do intervalo (0, 1]. 


46. f(x) = 


2х ao longo do intervalo [0, 3]. 


3х? ao longo do intervalo [0, 1]. 


x? — xX ao longo do intervalo [-1, 0]. 


Na Segáo 5.2, investigamos o limite de uma soma finita para a fungáo definida 
em um intervalo fechado [a, b] com n subintervalos de mesma largura (ou com- 
primento), (b — a)/n. Nesta seção, examinaremos o limite de somas de Riemann 
mais gerais quando a norma das partigóes de [a, 5] tende a zero. Para as somas de 
Riemann gerais, os subintervalos das partigóes nào precisam ter a mesma largura. 
O processo de limite leva, então, à definição de integral definida de uma função ao 
longo de um intervalo fechado [a, 5]. 
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Definição da integral definida 


A definição da integral definida é baseada na ideia de que, para determinadas fun- 
ções, à medida que a norma das partições de [a, ^] tende a zero, os valores da soma de 
Riemann correspondentes tendem a um valor limite J. Esse limite significa que uma soma 
de Riemann ficará próxima do número fornecido J, desde que a norma de sua partigáo 
seja suficientemente pequena (de modo que todos os seus subintervalos sejam pequenos o 
suficiente). Introduzimos o símbolo e como um número positivo pequeno que especifica 
o quào perto de J a soma de Riemann deve ficar, e o símbolo ó como um segundo número 
positivo pequeno que especifica quáo pequena a norma de uma partigáo deve ser para que 
isso aconteça. Agora, definiremos esse limite com precisão. 


DEFINIÇÃO Seja f(x) uma função definida em um intervalo fechado [a, b]. 
Dizemos que um número J é a integral definida de f em [a, b] e que Jé o li- 
mite das somas de Riemann 2; _, f(c,) Ax, se a seguinte condição for satisfeita: 


Dado qualquer número e > 0, há um número correspondente ó > 0, tal que 
para toda partição P = (хү, x,...., x, ) de [a, b] com ||P|| < ó e qualquer escolha 
de c, em [х,_|, x,], temos 


Y fe) Ах, — J| e e. 
= 


A definigáo envolve um processo de limite no qual a norma da partigáo vai a 
zero. Nos casos em que todos os subintervalos tém largura igual a Ax = (b — a)/n, 
podemos formar cada soma de Riemann como 


n n 
Sn = 2 f(ci) Ах, = > Her) ( п 3! Ax, = Ax = (b — a)/n para todo К 
“A A 


onde c, é escolhido no subintervalo Ax,. Se o limite dessas somas de Riemann existe 
e é igual a J quando n — oo, então J é a integral definida de f ao longo de [a, b], 
de modo que 


J= lim X feo (° 7 2) = lim У, f(e) Ах Ax = (b - a)/n 
zi n>% (221 


Leibniz introduziu uma notação para a integral definida que capta sua cons- 
trugáo como um limite de somas de Riemann. Ele imaginou as somas finitas 
>, f(c) Ax, se tornando uma soma infinita dos valores da função f(x) multipli- 


cada por larguras de subintervalos dx “infinitesimais”. O símbolo do somatório € 
é substituído no limite pelo símbolo da integral /, cuja origem é a letra “S”. Os 
valores da função f(c,) são substituídos por uma seleção contínua de valores da 
função f(x). As larguras dos intervalos Ах, se tornam a diferencial dx. E como se 
somássemos todos os produtos da forma /(х): dx à medida que x se move de a para 
b. Embora essa notação capte o processo de construção da integral, é a definição de 
Riemann que dá um significado preciso à integral definida. 
O símbolo para o número J na definição da integral definida é 


b 
f f(x) ах, 


que é lido como “integral de a até b de f de x e dx”, ou, às vezes, como “integral de a até b de 
f de x em relação a x”. Os outros componentes do símbolo da integral também têm nomes: 


Limite superior de integração A função é o integrando. 


Sinal de integral b х F variável de integração. 
JG) dx 


a Quando você encontra o valor da 
Limite inferior de integração —— integral, calculou a integral. 
Integral de f de a até b 
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Quando a condição na definição é satisfeita, dizemos que as somas de Riemann de 
f em [a, b] convergem para a integral definida J = J Р f(x) ах e que f é integrável 
no intervalo [a, b]. 

Temos muitas opções de partição P com norma que tende a zero, e muitas op- 
ções de pontos c, para cada partição. A integral definida existe sempre que obtemos 
o mesmo limite J, nào importando quais escolhas tenham sido feitas. Quando existe o 
limite, nós o escrevemos como a integral definida 


H Ч b 

lim У (с) Ax = J = / /(х) ах. 
IIPI=0 221 а 

Quando cada partição tem n subintervalos iguais, cada um com largura Ах = (b — a)/n, 

também escrevemos 


im Seil дэг n 


п-э00 (21 


O limite de qualquer soma de Riemann é sempre tomado quando a norma das parti- 
ções tende a zero e o número de subintervalos tende ao infinito. 

O valor da integral definida de uma fungáo em qualquer intervalo específico de- 
pende da função, e nào da letra, que escolhemos para representar a variável indepen- 
dente. Se decidirmos usar / ou и em vez de x, basta que escrevamos a integral como 


b b b 
КТ ou Гледа, em vez de ns 


Nào importa como representamos a integral; o mesmo nümero ainda é definido 
como o limite das somas de Riemann. Como nào importa a letra utilizada, a variável 
de integração é chamada de variável artificial, que representa os números reais no 
intervalo fechado [a, b]. 


Funcóes integráveis e náo integráveis 


Nem todas as funções definidas no intervalo fechado [a, b] são integráveis nesse 
intervalo, mesmo que a função seja limitada. Ou seja, as somas de Riemann para 
algumas funções podem não convergir para o mesmo valor limite, ou para nenhum 
valor. Um desenvolvimento completo de exatamente quais fungóes definidas ao longo 
de [a, b] são integráveis requer uma análise matemática avançada, mas felizmente a 
maioria das funções que comumente ocorrem nas aplicações é integrável. Em espe- 
cial, cada fungáo contínua ao longo de [a, b] 6 integrável nesse intervalo, e assim toda 
fungáo que nào tiver mais do que um número finito de descontinuidade de saltos em 
[a, P]. (As últimas são chamadas de funções contínuas por partes e serão definidas 
nos Exercícios adicionais 11-18 ao final deste capítulo.) O teorema seguinte, que é 
demonstrado em cursos mais avançados, estabelece esses resultados. 


TEOREMA 1 — Integrabilidade de funções contínuas Se uma função f 


é contínua ao longo do intervalo [a, b], ou se f tem no intervalo um número 


finito de descontinuidades de salto, então a integral definida É е /(х) ах existe, 
e f é integrável ao longo de [a, b]. 


A ideia por trás do Teorema 1 para funções contínuas será dada nos Exercícios 
86 e 87. Resumidamente, quando f é contínua, podemos escolher cada c, de modo 
que /(с,) forneça o valor máximo de f no subintervalo [x, ,, x,], resultando em uma 
soma superior. Da mesma forma, podemos escolher c, para dar o valor mínimo de 
f em [x, , x,] para obter uma soma inferior. Podemos mostrar que as somas supe- 
riores e inferiores convergem para o mesmo valor limite á medida que a norma da 
partigáo P tende a zero. Além disso, cada soma de Riemann está encerrada entre os 
valores das somas superior e inferior, assim cada soma de Riemann também con- 
verge para o mesmo limite. Portanto, o número J na definiçào da integral definida 
existe, e a função contínua f é integrável ao longo de [a, 5]. 
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Para que a integrabilidade falhe, uma função tem de ser tão descontínua que 
a regiáo entre a curva e o eixo х náo possa ser aproximada apropriadamente pelos 
retángulos cada vez mais estreitos. O exemplo a seguir mostra uma fungáo que náo 
é integrável ao longo de um intervalo fechado. 


EXEMPLO 1 А função 


1, sexéracional 
Хх) = spo 
0, sex é irracional 


não apresenta a integral de Riemann no intervalo [0, 1]. O fato de que entre dois núme- 
ros quaisquer dessa função existe um número racional e outro irracional reforça essa 
ideia. Assim, a função salta para cima e para baixo em [0, 1] tão erraticamente que a 
região abaixo de sua curva e acima do eixo x não pode ser aproximada por retângulos, 
por mais estreitos que sejam. O que queremos dizer, na verdade, é que as aproximações 
de soma superior e de soma inferior convergem para valores limites diferentes. 

Se escolhermos uma partição P de [0, 1] e c, fornecer o valor máximo de f em 
[xc BAR então a soma de Riemann correspondente é 


U= È fci) Ах, = 20 Ax, = 1, 


pois cada subintervalo [x, ,, x,] contém um número racional, onde f(c,) = 1. Observe 
que a soma do comprimento dos intervalos na partição totaliza 1, X7 | Ax, = 1. As- 
sim, cada soma de Riemann é igual a 1, e um limite de somas de Riemann que use 
essas escolhas será igual a 1. 

Por outro lado, se escolhermos c, como o ponto do valor mínimo de f em 
[x,. p х,], então a soma de Riemann será 


L- > Ха) Ax = 20 Ax, = 0, 


pois cada subintervalo [x х] contém um número irracional Cp onde Hc; =0.0 
limite das somas de Riemann que use essas escolhas será igual a zero. Uma vez que 
o limite depende das escolhas de c,, a função f não é integrável. 


O Teorema 1 não diz nada sobre como calcular integrais definidas. Na Seção 
5.4, desenvolveremos um método de cálculo por meio de uma ligação com o pro- 
cesso de obter primitivas. 


Propriedades das integrais definidas 


Ao definir = f(x) dx como um limite das somas > _ 1 Ус) Ax, movemo-nos da 
esquerda para a direita ao longo do intervalo [a, b]. O que aconteceria se nos movés- 
semos no sentido oposto, comecando em = b e terminando em х= а? Сада Ах, па 
soma de Riemann mudaria seu sinal, com x, — x, , agora negativo em vez de positivo. 
Com as mesmas escolhas de c, em cada subintervalo, o sinal de qualquer soma de 
Riemann mudaria, assim como o sinal do limite, a integral /? f(x) dx. Como até agora 
náo explicamos o que significa integrar de trás para a frente, somos levados a definir 


а b 
f f(x) dx = -| /(х) ах. 
b a 


Embora tenhamos apenas definido a integral sobre um intervalo [a, b] quando a < b, 
seria conveniente ter uma definição para a integral sobre [a, b] quando a = b, ou seja, 
para a integral em um intervalo de largura zero. Como a = b resulta em Ax = 0, sempre 


que /(а) existir, definimos 
a 
f f(x) dx = 0. 
aÜ 


O Teorema 2 estabelece propriedades básicas das integrais, dadas as regras que 
elas satisfazem, incluindo as duas que acabamos de discutir. Essas regras se tornam 
muito úteis no processo de cálculo de integrais. Recorreremos a elas várias vezes 
para simplificar nossos cálculos. 
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As regras 2-7 têm interpretações geométricas, mostradas na Figura 5.11. Os 
gráficos dessas figuras são de funções positivas, mas as regras se aplicam a funções 
integráveis em geral. 


TEOREMA 2 Quando f e g são integráveis no intervalo [a, b], a integral de- 
finida satisfaz as regras na Tabela 5.4. 


TABELA 5.4 Propriedades satisfeitas pelas integrais definidas 


a b 

1. Ordem de integração: / f(x) dx = — f f(x) dx Uma definição 
b a 
a 
5 = Uma definição 
2. Intervalo de largura / /(х) ах = 0 аашлах 
zero: " " 

3. Multiplicação por / kf(x) ах = | f(x) dx Qualquer número k 


constante: b 


b b 
4. Soma e diferenga: | (f(x) + g(x)) dx -f f(x) dx + | g(x) dx 


b с с 
5. Aditividade: Ї f(x)dx -f f(x) dx = | f(x) dx 
а b a 
6. Desigualdade Se f tem o valor máximo max f e o valor mínimo min f 
max-min: em [a, 5], entào 


b 
nin jb - a) = | лов = max f *(b — a). 


b b 
7. Dominação: f(x) = g(x) em [a, b] -f f(x) dx -/ g(x) dx 


b 
f(x) =0 em [a,b] > li f(x) dx > 0 (Caso especial) 


y = f(x) + g(x) 


y = go) 


y= fe) 
x 
(a) Intervalo de largura zero: (b) Multiplicação por constante:(k = 2) (©) Soma: (áreas se somam) 
a b b b b b 
Хх) dx = 0 | kf(x) dx = | f(x) ах / (f(x) + g(x)) ах = 1 f(x) dx + j g(x) dx 


» 


у= Јо) 


y = f(x) 


(d) Aditividade para integrais definidas: (e) Desigualdade max-min: (Е) Dominação: 


b c е b 
[iwas [12 = rua ninf-6 - a) = f f(x) ах f(x) = g(x) em [a, b] 
a a m b b 
= max f (b — a) -| д = god 


FIGURA 5.11 Interpretações geométricas das regras 2-7 na Tabela 5.4. 
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Enquanto as regras 1 e 2 são definições, as regras 3-7 da Tabela 5.4 precisam 
ser provadas. Segue uma prova da Regra 6. Provas similares podem ser fornecidas 
para verificar as outras propriedades mostradas na Tabela 5.4. 


Prova da regra 6 А regra 6 diz que a integral de f em [a, b] nunca é menor do 
que o valor mínimo de f vezes o comprimento do intervalo, e nunca é maior que o 
máximo de f vezes o comprimento do intervalo. A razão é que, para cada partição 
de [a, b] e para cada escolha dos pontos c, , 


п n 
min f (b — a) = min f: У) Ax, XAu-b-a 
k=1 kel 


n 
Y min f * Ax, Regra do múltiplo constante 
A 


n 


усә) Ах; min f = /(с) 
al 


IN 


IA 


n 
> max f: Ал fico) = max f 
ЁЛ 


п 

= max f ` У Ах, Regra do múltiplo constante 
k=1 

= max f'(b — a). 


Em resumo, todas as somas de Riemann para f em [a, b] satisfazem a desigualdade 
п 
min f*(b — a) = У (с) Ах, = max f- (b — a). 
= 
Por isso seu limite, a integral, também a satisfaz. 


EXEMPLO 2 Para ilustrar algumas das regras, suponhamos que 


1 4 1 
| f(x) ах = 5, | /(х)ах=—2 e | h(x) ах = 7. 
4 1 -1 


1 4 
1; | f(x) dx = -| f(x)dx = —(—2) = 2 Regra 1 
4 1 


Entáo 


1 1 1 
2. | (25) + 3h(x)] dx = 2 / f(x) dx + 3 | h(x) dx Regras 3 е4 
-1 -1 -1 
= 2(5) + 3(7) = 31 


4 1 4 
3, J f(x)dx = | f(x) dx + j /(х)ах=5+(—2)=3 Regra 5 
-1 -1 1 


—s 


EXEMPLO 3 Mostre que o valor de Л V 1 + cos x dx é menor ou igual a №№. 


Solução А desigualdade max-min para integrais definidas (Regra 6) diz que 
min f : (b—a) é um limitante inferior para o valor de /? f(x) dx e que max f : (р-а) é 
um limitante superior. O valor máximo de V1 + cosxem[0,1]]é V1 + 1 = v2 


e, portanto, 


| Vit ems Visa - о) = v2. 1 
0 


FIGURA 5.12 Região do Exemplo 4 é um 
triángulo. 
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Área sob o gráfico de uma funcáo náo negativa 


Agora voltaremos ao problema que iniciou este capítulo, o de definir o que en- 
tendemos por área de uma regiáo que tem um contorno curvo. Na Segáo 5.1, apro- 
ximamos a área sob o gráfico de uma função contínua nào negativa, usando vários 
tipos de somas finitas de áreas de retángulos capturando a regiáo — somas supe- 
riores, somas inferiores e somas que usam os pontos médios de cada subinterva- 
lo —, sendo todos eles casos de somas de Riemann construídas de forma especial. 
O Teorema 1 garante que todas essas somas de Riemann convergem para uma única 
integral definida, quando a norma das partigóes tende a zero e o número de subinter- 
valos vai a infinito. Como resultado, podemos definir agora a área sob o gráfico de 
uma funçào integrável nào negativa como o valor dessa integral definida. 


DEFINIÇÃO Se у = f(x) for não negativa e integrável em um intervalo fe- 
chado [a, b], então a área sob a curva y = f(x) em [a, b] será a integral de f 


de a até b: 
b 
A= j f(x) ах. 


Pela primeira vez, temos uma definição rigorosa da área de uma região cujo 
contorno é o gráfico de uma fungáo contínua qualquer. Agora aplicaremos tal con- 
ceito a um exemplo simples, a área sob uma reta, onde podemos verificar que nossa 
nova definição está de acordo com nossa noção prévia de área. 


EXEMPLO 4 Calcule fix dx e determine a área А sob y = x no intervalo (0, 5], 
b 0. 


Solucáo А regiáo de interesse é um triángulo (Figura 5.12). Calcularemos a área de 
duas maneiras. 


(a) Para estimar a integral definida como limite de somas de Riemann, cal- 
culamos lim po 24 - , /(с) Ax, para partições cujas normas tendem a zero. 


O Teorema 1 nos diz que nào importa quais partições ou pontos c, escolhe- 
mos, desde que as normas tendam a zero. Todas as escolhas resultaráo exa- 
tamente no mesmo limite. Entáo, consideraremos a partigáo P que subdivide 
o intervalo [0, Б] em n subintervalos de largura igual Ax = (b ~ 0)/n = b/n 


e escolhemos c, como o extremo direito em cada subintervalo. A partigáo é 
р 523 nbl. kb 


"mnn n Ck = y - Assim 
п ” 
kb b 
fc) Ax = Stn fe) = с 
К-1 k=1 
E У kb? 
п 
Б? < 
=> k Regra da multiplicação 
n k=l por constante 
b? n(n+1) 
кыс — Soma dos primeiros 
n n inteiros 
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(с) 


FIGURA 5.13 (а) Área dessa região 
trapezoidal é А = (b2 — a2)/2. (b) A integral 
definida na Equação 1 resulta по oposto da 
área dessa regiáo trapezoidal. (c) A integral 
definida na Equação 1 resulta na área da 
regiáo triangular azul adicionada ao oposto 
da área da regiáo triangular cinza. 


À medida que n — oo e ||P|| — 0, essa última expressão à direita tem o 


limite 52/2. Portanto, 
b 
b 
хах = =. 
n 2 


(b) Como a área é igual à integral definida de uma função não negativa, podemos 
deduzir rapidamente a integral definida usando a fórmula da área de um tri- 
ángulo com base b e altura y = b. A área é A = (1/2) b : b = b?/2. Novamente, 


N 


concluímos que ne dx = b?/2. 


О Exemplo 4 pode ser generalizado para integrarmos f(x) = x em qualquer 
intervalo fechado [a, b], sendo 0 <a < b. 


b 0 b 
[ra [хаж [xa Regra 5 
a a 0 
a b 
- [+ [xa Regra 1 
Јо 0 
а? 


2 Exemplo 4 


Concluindo, temos a seguinte regra para integração de f(x) = x: 


Esse cálculo fornece a área de um trapézio (Figura 5.13a). A Equação 1 permanece 
válida quando a e b são negativos. Quando a < b < 0, o valor da integral definida 
(b? — а2)/2 é um número negativo, o oposto da área de um trapézio que começa no 
eixo x e desce até a reta у = x (Figura 5.13b). Quando a < 0 e b > 0, a Equação 
1 ainda é válida, e a integral definida apresenta a diferença entre as duas áreas, a 
área sob o gráfico e acima de (0, b] menos a área abaixo de [a, 0] e sobre o gráfico 
(Figura 5.13c). 

Os resultados seguintes também podem ser estabelecidos usando um cálculo de 
soma de Riemann semelhante ao do Exemplo 4 (Exercícios 63 e 65). 


Valor médio de uma função contínua revista 


Na Seção 5.1, introduzimos informalmente o valor médio de uma função f 
contínua não negativa em um intervalo [a, b], o que nos levou a definir essa média 
como a área sob o gráfico de y = f(x) dividida por b — a. Em termos de notação de 
integral, escrevemos isso da seguinte forma: 


b 
Média (f) PI Ë f(x) dx. 


Podemos usar essa fórmula para definir com precisáo o valor médio de qualquer 
função contínua (ou integrável), seja positiva, negativa ou ambos. 

Alternativamente, podemos usar o seguinte raciocínio: começamos com a ideia 
proveniente da aritmética de que a média de n números é igual á soma desses nú- 
meros dividida por n. Para uma função contínua f em [a, b] pode haver infinitos 
valores, mas ainda podemos amostrá-los de forma ordenada. 
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Dividimos [a, b] em л subintervalos de larguras iguais a Ах = (b — а)/п e calcula- 
mos f em um ponto c, em cada subintervalo (Figura 5.14). A média dos n valores 
amostrados é 


f(e) + fe) fe) 
n 


1 > fax) 


k=1 


= Cy) Ах Regra da multiplicação 
FIGURA 5.14 Amostra de valores de uma b=a à ins ойн constante кн 


função em um intervalo [a, b]. 
Obtemos a média dividindo uma soma de Riemann para f em [a, b] por (5 — a). 
Ao aumentar o tamanho da amostra e fazer a norma da partigáo se aproximar de 
: b : 
zero, a média chega perto de (1/(b — a)) yA f(x) dx. Ambos os pontos de vista nos 
levam à seguinte definição. 


DEFINIÇÃO Se f é integrável em [a, b], então o seu valor médio em [a, b], 
chamado também de média, será 


Média (/)=5 l 


EXEMPLO 5 Determine o valor médio de f(x) = V4 — x? em [-2, 2]. 


FIGURA 5.15 Valor médio de Solução Reconhecemos f(x) = V/4 — x? como uma função cujo gráfico é o semi- 
f(x) = V4 — x? em [22,2] é 7/2 círculo superior de raio 2, centrado na origem (Figura 5.15). 
(Exemplo 5). A área entre o semicírculo e o eixo x de —2 até 2 pode ser calculada usando-se 
a fórmula geométrica 
бына mol лей zl. ža 
Area = 2078 2 ar(2) 27. 


Como f é nào negativa, a área também é o valor da integral de —2 até 2, 
2 
|. V4 — x! dx = 27. 
-2 
Portanto, o valor médio de f é 


média(f) = 


1i _ E pP 9 2 
As, 4 x dx = (27) = 


O Teorema 3 da próxima seção afirma que a área do semicírculo superior sobre 
[-2, 2] é a mesma área do retângulo cuja altura é o valor médio de f sobre [-2, 2] 
(veja a Figura 5.15). ” 
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Interpretacáo de limites como integrais 3. lim >: (cê — 3с) Axy, onde P é uma partição de [—7, 5] 


Expresse os limites nos Exercícios 1-8 como integrais definidas. |> 1 
4. li = de Pé rtição de [1, 4 
` - i m Xe? Axy, onde P é uma partição de (0, 2] TA à 8) ondo? euma partie de [1, 4] 
> É 


п 


2. lim “Уус Ax;, onde P é uma partição de [-1, 0] Ax;, onde P é uma partição de [2, 3] 


5. 
ЇР|-90 A „т-а 1 — € 
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Uso de áreas conhecidas para calcular integrais 
lim $ V/4 — cê Ахь onde P é uma partição de (0, 1] pt е 


` 121—0 1 Nos Exercícios 15-22, esboce o gráfico dos integrandos e use áreas 
para calcular as integrais. 

т. Aog х (sec ck) Ахь onde Р é uma partição de [-7/4, 0] теа 1 
| 15. / (E + JE 19. / |x| dx 

P Ly 
2-7 Bis а) ck) Ах, onde P é uma partição de (0, 77/4] 3/2 1 

16. (-2х + 4) dx 20. Ја- вра 
12 


Uso das regras de integral definida 


9. Suponha que f e g sejam integráveis e que 


2 5 5 0 1 
f f(x) dx = —4, / f(x) dx = 6, / g(x) dx = 8. 18. | V16 — x? dx 22. / (1 -М1- x?) dx 
1 1 1 -4 -i 


3 1 
17. | V9 —х?ах 21: fe- |x|) dx 
E -1 


Use as regras na Tabela 5.4 para determinar Nos Exercícios 23-28, use áreas para calcular as integrais. 
2 5 b b 
a. nr а. нов 23. | 24, 820 25. [55 0<a<b 
2 2 0 a 
1 5 b b 
» f g(x) dx ef [/(x) — g(x)] dx 24. f 4хах, b>0 26. / ийа, 0<a<b 
5 1 0 а 
2 5 27. (х) = V4 – x? em a.[-2,2]  b.[0,2 
«f 3f(x) dx «f [4f(x) = 809) dx f ( ] [0,2] 
І І 28. f(x) 23x + V1 — x? em а. [1,0], 5141! 
10. Suponha que f e Л sejam integráveis e que Cálculo de integrais definidas 
9 9 9 
| f(x) dx = —1, ! f(x) ах = 5, | h(x) dx = 4. Use os resultados das Equações 1 e 3 para calcular as integrais nos 
! 7 7 Exercícios 29-40. 
va Ут 2а 
Use as regras па Tabela 5.4 para calcular 29. | x ах 33. ! x? dx 37. / хах 
9 1 ! 0 а 
а. —2f(x) dx 4. / (x) dx 2,5 0,3 NET 
/ f b? 30. Í x dx 34. ! 5248 38. | хах 
à , 0,5 0 а 
' 7 27 1/2 Y 
» айдаг ын ° / pue 31. | 0 do 35. f tdt 39. | x! dx 
т 0 0 
9 7 
. - „ | IG) — f(x)] Ф sva т/2 3b 
° J (2163 — задрах a Í [0 – Л] а 32. D rdr 36. 1 Ө? do 40. | x? dx 
va 0 0 
11. Suponha que /7 f(x) dx = 5. Calcule Use as regras na Tabela 5.4 e as Equações 1-3 para calcular as inte- 
2 ! grais dos Exercicios 41-50. 
а. | f(u) du É Ї 10) dt 
1 2 1 0 
2 2 41. fra 46. fr - 3) dz 
b. / VAf(z) dz d. 1 [—f(x)] ах ин : 
1 Л 2 2 
42. | Sx dx 47. Í Зи? du 
12. Suponha que f% g(1) dt = V2. Calcule 0 1 
ud 0 2 1 А 
а. / g(t) dt Es / [—g(x)] dx 43. [o = 3)dt 48. / 24u* du 
Jo E 0 1/2 
ví 2 
b. nr a PEO, 44. Jj (t - 2) dt 49. n + x — 5) dx 
Ё 3 v2 0 0 
1 0 
13. Siona que f seja integrável e que R JG) d = 3 e 45. / ( E Э dz 50. ns *àx-—5)dk 
2 1 


Jo FE) de = 7. Calcule 
š Determinacáo de área por integrais definidas 
4 Ї f(z) dz b. 1 f(t) аг Nos Ехегсїсїоз 51-54, use uma integral definida para determinar a 
área da região entre a curva dada e o eixo х no intervalo (0, b]. 
14. Борони que Л ѕеја integrável е que ТЕ" h(r)dr=0 е 51. у= 3х? 
JP, ht») dr = 6. Calcule 52. у= пх? 
53. у= 2х 


1 : 
. | hr) dr - 
а | h(r) dr b. | нд йи 54. у= +1 


Determinação do valor médio 


Nos Exercícios 55-62, faca o gráfico da fungáo e determine o seu 
valor médio ao longo do intervalo dado. 


55. f(x) - x3 -1 em [0, v3] 

56. 10--É em [0,3] 

57. f(x) = -33 -1 em [0,1] 

58. f(x) = 32-3 em [0,1] 

59. f(rn) - (r- 1? em [0,3] 

60. /()-2-1 em [2,1] 

61. gx) = 1-1 em a.[-1, 1], b. [1, 3] e c. [-1, 3] 
62. hx) =] em a.[-1,0], b. [0, 1] e c. [-1, 1] 
Integrais definidas como limites 


Use o método no Exemplo 4a para calcular as integrais definidas 
nos Exercícios 63-70. 


b 
63. | сах 
Ja 


e. | +d 
0 

b 
в. ea, a<b 


0 
66. (x — x2) dx 
+ 


2 
e. f (3x? — 2x + 1) dx 
-l 


1 
68. / x` dx 
-1 


b 
e. [va a<b 


1 
70. (3x — x?) dx 
0 


Teoria e exemplos 


71. Que valores de a e b maximizam o valor de 


(x — x?) dx? 
a 


(Dica: qual é o integrando positivo?) 
72. Que valores de a e b minimizam o valor de 


b 
/ (x* — 2x?) ах? 
a 


73. Use a desigualdade max-min e determine os limites superior e 
inferior para o valor de 


1 
/ : zu 
Jo 1+x* 


74. (Continuagáo do Exercício 73.) Use a desigualdade max-min 
e determine um limitante superior e um limitante inferior para 


05 | ' | 
| зах e | —. 
0 TEs CA E . 


Some esses limitantes para chegar a uma estimativa mais pre- 
cisa de 


75. 


76. 


77. 


78 


79 


80. 


81 


82. 


83. 
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Demonstre que nào é possível que o valor de f P sen (x?) dx 
seja 2. 


Demonstre que o valor de T Vx +8dx situa-se entre 
2V2 = 2863. 


Integrais de funcóes nào negativas Use a desigualdade 
max-min para mostrar que, se f é integrável, entáo 


b 
f(x)z0 em [a,b] > [оа =о. 


Integrais de funcóes nào positivas 
tegrável, entáo 


Mostre que, se / for in- 


b 
Лх) < 0 em [a,b] = nr 


Use a desigualdade sen x = x, que é válida para x = 0, para 
determinar um limitante superior para o valor de / sen x dx. 


A desigualdade sec x = 1 + (32/2) vale em (=7/2, 7/2). Use-a 
para determinar um limitante inferior para o valor de / H sec x dx. 


Você concorda que, se média( f) é realmente um valor típico 
da função integrável f(x) em [a, b], então a função constante 
média( f) deveria ter a mesma integral em [a, b] que f? Isto é, 
ё verdade que 


b b 
[ média( f) dx = ro dx? 


Justifique sua resposta. 


Seria bom se as médias dos valores das funções integráveis 

obedecessem ás regras a seguir em um intervalo [a, 5]. 

a. média( f + g) = média( f) + média(g) 

b. média(kf) = k média(f) (qualquer número k) 

c. média(f) = média(g) se /f(x)-g(x) em [а,Ь]. 

Será que essas regras 880 válidas? Justifique sua resposta. 

Somas superior e inferior para funcóes crescentes 

a. Suponhamos que o gráfico de uma função continua f(x) 
suba gradualmente conforme x se move da esquerda para a 
direita em um intervalo [a, b]. Seja P uma partição de [a, b] 
em n subintervalos de comprimento Ах = (b — a)/n. Obser- 
vando a figura a seguir, demonstre que a diferença entre 
as somas superior е inferior para f nessa partição pode ser 
representada graficamente como a área de um retângulo R, 
cujas dimensões sejam [f(b) — f(a)] por Ax. 
(Dica: a diferença U — L é a soma das áreas dos retângulos 
cujas diagonais Q, O, O, O,..... Q, , Q, situam-se ao lon- 
go da curva. Não há sobreposição quando esses retângulos 
são transladados horizontalmente para R.) 

b. Suponha que, em vez de serem iguais, os comprimentos 

Ax, dos subintervalos da partição de [a, b] variam em ta- 

manho. Demonstre que 


U-L=|f(b)— f(a)| Ax, 


тах? 


onde Ах nax é a norma de P e que, portanto, lim „у (U— L) 
=0. 
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:1 


fb) — fía) 


84. Somas superior e inferior para funções decrescentes (Con- 


85 


86 


tinuagáo do Exercício 83.) 

a. Desenhe uma figura como a do Exercício 83 para uma fun- 
gáo contínua f(x) cujos valores decrescem constantemente 
à medida que x se move da esquerda para a direita ao longo 
de um intervalo [a, ^]. Seja P uma partigáo de [a, b] em 
subintervalos de comprimento igual. Determine uma ex- 
pressáo para U — L análoga àquela que vocé encontrou no 
Exercício 83a. 

Suponha que, em vez de serem iguais, os comprimentos 
Ax, dos subintervalos de P variem em tamanho. Demonstre 
que a desigualdade 


U- L = |f(b) - Ha) Ах, 


b 


do Exercício 83b ainda é válida e que, portanto, lim po 
(U-L)=0. 
Use a fórmula 
sen h + sen 2h + sen3h +---+ sen mh 
cos (h/2) — cos ((m + (1/2))h) 
Е 2 sen(h/2) 


para determinar a área sob a curva y = sen x de x = 0 até x = 
7/2 em duas etapas: 


a. Divida o intervalo (0, 7/2] em n subintervalos de compri- 
mento igual e calcule a soma superior U correspondente; 
entáo 


b. Determine o limite de U quando n — œ e Ах=(Ь—а)п—>0. 


Suponha que f seja contínua e náo negativa em [a, b], como na 
figura a seguir. Ao inserir pontos 


A Хөд Е WN 
como mostrado, divida [a, b] em п subintervalos de compri- 
mentos Ax, =x a, Ах, = x, X... Ax, = b — x, ,, que nào 
precisam ser iguais. 
a. Se m, = min (f(x) para x no k-ésimo subintervalo;, expli- 
que a relaçào entre a soma inferior 
L=m, Ax, + m, Àx, t +m, Ax, 


е as regióes sombreadas na primeira parte da figura. 
b. Se M, = max (f(x) para x no k-ésimo subintervalo;, expli- 
que a relaçào entre a soma superior 
U=M, Ax, + М, Ax, t + M, Ax, 


е as regiões sombreadas na segunda parte da figura. 


c. Explique a relagáo entre U — L e as regióes sombreadas ao 
longo da curva na terceira parte da figura. 


87. 


88. 


Dizemos que f é uniformemente contínua em [a, 5] se, dado 
qualquer є > 0, existe um ô > 0, tal que, se ху, x, estão em 
[a, b] e be, — х, < ô, então |f(x,) — f(x;)| < e. É possível de- 
monstrar que uma fungáo contínua em [a, 5] é uniformemente 
contínua. Use isso e a figura do Ехегсїсїо 86 para mostrar que, 
se f é contínua e є > 0 é dado, é possível fazer U-L=e: 
(b — a), tornando o maior dos Ax, suficientemente pequeno. 
Se vocé tem uma velocidade média de 30 milhas/hora em uma 
viagem de 150 milhas e depois percorre as mesmas 150 milhas 
com uma média de 50 milhas/hora, qual é a velocidade média 
para a viagem toda? Justifique sua resposta. 


USO DO COMPUTADOR 


Se seu SAC pode desenhar retángulos associados com somas de 
Riemann, entáo use-o para desenhar retángulos associados com as 
somas de Riemann que convirjam para as integrais dos Exercícios 
89-94. Use n = 4, 10, 20 e 50 subintervalos de comprimento igual, 
em cada caso. 


89. 


| 1 
Га-өв-3 
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1 т/4 95. f(x) = х 0, 
90. [+ 1) dy = £ 92. | sectx dx = 1 Дф) = sens sma Doa 
0 3 0 96. f(x) = sen'x em [0,7] 
т 1 1 
91. ] cosx dx = 0 9з. / |х| ах = 1 97. f(x) = хзеп em EX] 
<. -1 


2 
94. 1 la (O valor aproximado da integral é 0,693.) 
1 


98. f(x) = xset ет на 


Nos Exercícios 95-102, use um SAC para executar os seguintes pas- 99. A dim : eu p 

sos: 100. fx) =e” em [0,1] 
a. Trace os gráficos das funções em um intervalo dado. 101. f(x) = Lt em [2,5] 
b. Divida o intervalo em n — 100, 200 e 1000 subintervalos É 


de comprimento igual e calcule a função no ponto médio de 102. f(x) = Ed 


cada subintervalo. 


1 
em 01] 
E | 2 


c. Calcule a média dos valores da função gerados no item (b). 


d. Determine x na equagáo f(x) = (valor médio) usando o va- 
lor médio calculado no item (c) para n = 1000. 


5.4 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 
Sir Isaac Newton 
(1642-1727) 8 


f(e), altura 
média 


х 


FIGURA 5.16 O valor f(c) по Teorema do 
Valor Médio é, em certo sentido, a altura 
média (ou média) de f em [a, b]. Quando 
1220, a área do retângulo é a área sob o 
gráfico de f de a até b, 


b 
f(cKb — а) = | f(x) ах. 


Teorema fundamental do cálculo 


Esta segáo apresenta o teorema fundamental do cálculo, que é o teorema mais 
importante do cálculo integral. Relacionar integração e diferenciação permite cal- 
cular integrais por meio de uma primitiva da funçào integranda em vez de pela de- 
terminação dos limites das somas de Riemann, como fizemos na Seção 5.3. Leibniz 
e Newton exploraram essa relação e impulsionaram desenvolvimentos matemáticos 
que alimentaram a revolução científica nos 200 anos seguintes. 

Ao longo do caminho, apresentaremos uma versáo integral do teorema do va- 
lor médio, outro teorema importante no cálculo integral e que serve para provar o 
teorema fundamental. 


Teorema do valor médio para integrais definidas 


Na seção anterior, foi definido o valor médio de uma função contínua ao longo 
de um intervalo fechado [a, b] como a integral definida [ЖЗ dx dividida pelo 
comprimento ou largura 5 — a do intervalo. O teorema do valor médio para integrais 
definidas afirma que esse valor médio é sempre assumido pelo menos uma vez pela 
função f no intervalo. 

O gráfico da Figura 5.16 mostra uma funçào positiva contínua y = f(x) defini- 
da no intervalo [a, b]. Geometricamente, o teorema do valor médio diz que existe 
um número c em [a, 5], tal que o retángulo com altura igual ao valor médio f(c) 
da função e base b — a tem exatamente a mesma área que a região sob a curva de f 
entre a e b. 


TEOREMA 3 — Teorema do valor médio para integrais definidas Se f for 
contínua em [a, 5], entào em algum ponto c em [a, b] 


1 b 
К = т 31 f(x) dx. 


Prova Se dividirmos os dois lados da desigualdade max-min (Tabela 5.4 da Regra 6) 
por (b — a), obtemos 


b 
min f = = À f(x) dx = max f. 
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Valor médio 1/2 


1 
2 náo assumido 


NS 


FIGURA 5.17 Uma função descontínua 
náo precisa assumir o seu valor médio. 


FIGURA 5.18 А função F(x) definida pela 
Equação 1 fornece a área sob o gráfico de 
f de a até x quando f é nào negativa e x > a. 


FIGURA 5.19 Na Equação 1, F(x) é a área 
à esquerda de x. Além disso, F(x + h) ба 
área à esquerda de x + A. A razão 
incremental [F(x + h) — F(x)]/A é, desse 
modo, aproximadamente igual a f(x), a 
altura do retângulo mostrado aqui. 


Como f é contínua, o teorema do valor intermediário para funções contínuas (Seção 
2.5) diz que f deve assumir todos os valores entre min f e o max f. Deve, portanto, 
assumir o valor (1/(b — a)) TR f(x) dx em algum ponto c em [a, b]. 


A continuidade de f é importante aqui. É possível que uma fungáo descontínua 
nunca assuma seu valor médio (Figura 5.17). 


EXEMPLO 1  Demonstre que, se f é contínua em [a, b], a # b, e se 


b 
P f(x) dx = 0, 


então f(x) = 0 pelo menos uma vez em [a, b]. 


Solução O valor médio de f em [a, b] é 
sdia() = = [” — ги 
média (f) = mm 7i f(x) dx = yer 0-0. 
Pelo teorema do valor médio, f assume esse valor em algum ponto c e [a, 5]. 


Teorema fundamental, parte 1 


Se f(t) é uma função integrável em um intervalo finito /, então a integral de 
qualquer número fixo a e / até outro número x e / definirá uma nova função Е; cujo 
valor em x será 


Ех) = f д а. (1) 


Por exemplo, se f 6 náo negativa e х se encontra а direita de a, Р(х) ба área 
sob a curva de a até x (Figura 5.18). A variável x é o limite superior de integragáo 
de uma integral, mas F é como qualquer outra função real de uma variável real. 
Para cada valor da variável independente x, existe um valor numérico bem definido, 
nesse caso, a integral definida de f de a até x. 

A Equação 1 fornece um caminho para definir novas funções (como veremos 
na Seção 7.2), mas a importância de a mencionarmos agora é a ligação que ela 
estabelece entre integrais e derivadas. Se f for qualquer fungáo contínua, entào o 
teorema fundamental afirma que F será uma fungáo derivável de x cuja derivada é f 
em si. Em cada valor de x, o teorema afirma que 


Р(х) = Јо), 


Para entender melhor о que esse resultado representa, examinaremos os argumentos 
geométricos por trás dele. 

Se f = 0 em [a, b], então o cálculo de F'(x) segundo a definição da derivada 
significa tomar o limite quando h — 0 da razão incremental 


F(x + h) — F(x) 
EN е, 


Para h > 0, o numerador é obtido pela subtração de duas áreas e, por isso, ele é a 
área sob a curva de f de x até x + h (Figura 5.19). Se h for pequeno, essa área é 
aproximadamente igual á área do retángulo de altura f(x) e largura h, que pode ser 
visto na Figura 5.19. Isto é, 

F(x + h) — F(x) = hf(x). 
Dividindo os dois lados dessa aproximaçào por h, e sabendo que Л — 0, 6 razoável 
esperar que 

F(x + А) — F(x) 


F'(x) im A Tx). 


Esse resultado é verdadeiro mesmo se a função f não for positiva e constitui a pri- 
meira parte do teorema fundamental do cálculo. 
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TEOREMA 4 — Teorema fundamental do cálculo, parte 1 Se f é contínua 
em [a, 5], entáo F(x) = f 3 f(t) dt é contínua em [a, b] e derivável em (a, b), e 
sua derivada é f(x): 


ғ) = 4 | “ro de = f(x). (2) 


Antes de provar o Teorema 4, examinaremos alguns exemplos para que melhor 
o compreendamos. Em cada exemplo, observe que a variável independente é exibi- 
da em um limite de integração, possivelmente em uma fórmula. 


EXEMPLO 2 Use o teorema fundamental para determinar dy/dx se 


5 2 
(a) >= Í (0-1) 4 (c) y -| cos t dt 
a 1 
5 4 1 
(b) y = / 3t sen t dt (d) y = E DEW dt 
Solução Calculamos as derivadas em relação à variável independente x. 
х 
(а) El (б + Dd=x*4+1 Equação 2 com f(r) =? +1 
dy 5 S " 
(b) -- É | antdre LA =] Зиг! TANI ANDERE 
dx dx), dx 5 
x 
-_ 4 
к=. | 31 sen t dt 
= —3x sen x Equação 2 com f(t) = 31 sen / 


(с) O limite superior de integração não é х, mas x2. Isso torna y uma composição 
de duas funções, 


u 
у= / costdt e u-x. 
Л 


Devemos, portanto, aplicar a regra da cadeia quando determinarmos dy/dx. 


dy | dy du 
dx аи dx 


-(4Г ‚йш 
- (zf а) p? 


— б 
dx 


= cos(x?) 2x 
= 2x cos x? 


g 1 d | 
d = Regra 1 
" las 266 El | 240 2 


d 1-38 1 
dx Ja 24e 
1 q Equaçào 2 e 
= 734 eo dy U + 3x?) regra da cadeia 
eta 
— 
DET el +32) 


dt 
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Prova do Teorema 4. Demonstramos a parte 1 do teorema fundamental aplicando 
diretamente a definição de derivada à função F(x), quando x e x + ^ estão em (а, b). 
Isso significa escrever a razáo incremental 
F(x + h) — F(x) (3) 
h 


e mostrar que o seu limite quando Л — 0 é o número f(x) para qualquer x em (a, b). 
Entào, 


Ех + h) — Fx) 


F'(x) = lim 


h>0 h 
1 x+h х 
- Jim у | fü) dt — | fü ai 
1 x+h 
= im f(t) dt Tabela 5.4, Regra 5 
1— X 


De acordo com o teorema do valor médio para integrais definidas, o valor antes 
do limite na última expressáo é um dos valores assumidos por f no intervalo entre x 
e x + h. Ou seja, para um número c nesse intervalo, 


x+h 
1 нов ло. (4) 


Quando л — 0, x + А se aproxima de x, forçando c a também se aproximar de x 
(porque c fica entre x e x + h). Como f é contínua em x, f(c) se aproxima de f(x): 

Jim Fc) = f(x). (5) 
Em resumo, temos 

Fe)=lml| да 
hje 
= Jim Fc) Equação 4 
= f(x). Equação 5 


Sex=a ou b, então o limite da Equação 3 é interpretado como um limite lateral 
com h — 0* ou Л —0 , respectivamente. Então, o Teorema 1 da Seção 3.2 mostra 
que F é contínua para qualquer ponto em [a, b]. Isso conclui a demonstração. 


Teorema fundamental, parte 2 (teorema de cálculo) 


Agora iremos à segunda parte do teorema fundamental do cálculo. Essa parte 
descreve como calcular integrais definidas sem ter de calcular os limites de somas 
de Riemann. Em vez disso, determinamos e calculamos uma primitiva nos limites 
de integração superior e inferior. 


TEOREMA 4 (continuação) — Teorema fundamental do cálculo, parte 2 Se 
f é contínua em qualquer ponto de [a, b] e se F é qualquer primitiva de f em 
[a, b], então 


b 
Ї f(x) dx = F(b) — Fla). 


Prova А parte 1 do teorema fundamental nos diz que existe uma primitiva de f, ou seja, 
G(x) = f 012 


Assim, se F for qualquer primitiva de f, então F(x) = G(x) + C para uma constante 
C, sendo a < x < b (pelo Corolário 2 do teorema do valor médio para derivadas na 
Seção 4.2). 
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Uma vez que F e G são contínuas em [a, b], vemos que F(x) = G(x) + C também 
se aplica quando x — a e x — b, considerando-se os limites laterais (quando x — a* 
ex>b). 
Calculando F(b) — F(a), temos 
F(b) — F(a) = [G(b) + C] — [G(a) + C] 
= G(b) — G(a) 


= [уда- КТ 
= [ уба-о 

p 
- [ fo. 


O teorema diz que, para calcular a integral definida de f em um intervalo [a, b], 
precisamos fazer apenas duas coisas: 


1. Determinar uma primitiva F de f e 


2. Calcular o número F(b) — F(a), que é igual a r f(x) dx. 


Esse processo é muito mais fácil do que usar o cálculo da soma de Riemann. O po- 
der do teorema resulta da constatação de que a integral definida, que é determinada 
por um processo complicado que envolve todos os valores da função f em [a, 5], 
pode ser calculada quando conhecemos os valores de qualquer primitiva F em ape- 
nas duas extremidades a e b. A notação usual para a diferença F(b) — F(a) é 


b b 


ou y 


a 


а 


dependendo se F tem um ou mais termos. 


EXEMPLO 3 Calculamos várias integrais definidas usando o teorema de cálculo, 
em vez de considerar os limites de somas de Riemann. 


т т 
(а) | cos х dx = sen 1 — gi 
o dx 


0 


senm —sen0=0-0=0 


0 
(b) / sec x tg x dx = secx 
—-т/4 


0 
пу SEX = secx tgx 


-т/4 4 


sec 0 = sec ( 


)=1- v2 


7 
4 
“(з 4 di з +4) 4(»),4ү 3 їр 4 

= [ay + 4| — |(1ә? + 4 

jov «i-r «i 


[8 + 1] - [5] = 4 


1 
4 1 
ө [ma аа 
= 102 — Inl = In2 
1 
dx a ГЭРЭЛЭ 
e [= tg J P x 41 


-g'l-tQg!'0-T-0-1. 
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O Exercício 82 oferece mais uma prova do teorema de cálculo, reunindo as ideias 
de somas de Riemann, o teorema do valor médio e a definição da integral definida. 


Integral de uma taxa 
Podemos interpretar a parte 2 do teorema fundamental de outra maneira. Se F for 


qualquer primitiva de f, então F’ = f. A equação no teorema pode ser reescrita como 


b 
| F'(x) dx = F(b) — Fla). 


a 


Agora F'(x) representa a taxa de variação da função F(x) em relação a x e, 
assim, a integral de Р” é apenas a variação líquida em F à medida que x varia de a 
para b. Formalmente, temos o seguinte resultado. 


TEOREMA 5 — Teorema da variação líquida A variação líquida em uma 
função F(x) sobre um intervalo a < x = b é a integral da sua taxa de variação: 


b 
F(b) — Fla) = 1 Р (х) dx. (6) 


EXEMPLO 4 Aqui estão diversas interpretações do teorema da variação líquida. 


(a) Se c(x) é o custo de produção de х unidades de certa mercadoria, então c'(x) é o 
custo marginal (Segáo 3.4). Pelo Teorema 5, 


f ES dx = c(x2) — c(xi), 


que é o custo de aumentar a produção de x, unidades para x, unidades. 


(b) Se um objeto com função posição s(/) se desloca ao longo de uma reta coorde- 
nada, sua velocidade é v(r) = s'(r). O Teorema 5 diz que 


К dt = s(to) — s(ti), 


h 


assim, a integral da velocidade é o deslocamento ao longo do intervalo de 
tempo 1, = t = t,. Por outro lado, a integral do módulo de velocidade |и(/)| é 
a distáncia total percorrida durante o intervalo de tempo. Isso é consistente 
com nossa discussáo na Segáo 5.1. 


Se reorganizarmos a Equação 6 como 


F(b) = F(a) + [ro de 


a 


vemos que o teorema da variação líquida também diz que o valor final de uma fun- 
ção F(x) sobre um intervalo [a, b] é igual a seu valor inicial F(a) mais a sua variação 
líquida no intervalo. Entáo, se v(r) representa a fungáo de velocidade de um objeto 
em movimento ao longo de uma reta coordenada, significa que a posigáo final do 
objeto s(t,) durante um intervalo de tempo /, = г = /, é a sua posição inicial s(t,) 
mais a sua variação líquida na posição ao longo da reta (veja o Exemplo 4b). 


EXEMPLO 5 Considere novamente a análise de uma pedra pesada atirada para 
cima a partir do solo por uma explosão de dinamite (Exemplo 3 na Seção 5.1). A 
velocidade da pedra, em qualquer instante £ durante o seu movimento, foi dada por 
v(t) = 160 — 32t pés/s. 


(a) Determine o deslocamento da pedra durante o período de tempo 0 = / = 8. 
(b) Determine a distáncia total percorrida durante esse período de tempo. 
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Solucáo 
(a) Do Exemplo 4b, o deslocamento é a integral 


8 8 
[әда [aso 321) dt = [1601 — 162] 
0 0 
= (160)(8) — (16)(64) = 256. 


Isso significa que a pedra está a uma altura de 256 pés acima do solo 8 segun- 
dos após a explosáo, o que está de acordo com a nossa conclusáo no Exemplo 
3 da Seção 5.1. 


(b) Como observamos na Tabela 5.3, a função de velocidade v(/) é positiva no in- 
tervalo de tempo [0, 5] e negativa no intervalo [5, 8]. Portanto, de acordo com 
o Exemplo 4b, a distáncia total percorrida é a integral 


8 5 8 
f ola = f oa s | обе) | dr 
0 0 5 


5 8 
= [00-294 = [ae – зда 
0 5 


[1601 — 162]; — [160r — 16º]; 
= [(160)(5) — (16)(25)] — [(160)(8) — (16)(64) — ((160)(5) — (16)(25))] 
= 400 — (—144) = 544. 


Novamente, esse cálculo está de acordo com a nossa conclusáo no Exemplo 3 
da Segáo 5.1. Isto 6, a distáncia total de 544 pés percorrida pela pedra durante 
o período de tempo 0 = / = 8 é (i) a altura máxima de 400 pés alcançada no 
intervalo de tempo [0, 5] mais (ii) a distáncia adicional de 144 pés de queda da 
pedra no intervalo de tempo (5, 8]. 


Relacáo entre integracáo e derivacáo 


As conclusóes do teorema fundamental informam várias coisas. A Equagáo 2 
pode ser reescrita como 


£ J 04 = ЈО), 


que diz que, se você integrar a função f primeiro e, então, diferenciar o resultado, você 
retorna à função f. Da mesma forma, substituir b por x e x por t na Equação 6 resulta em 


fro dt = Бх) — Fla), 


de modo que, se vocé derivar a fungáo F primeiro e depois integrar o resultado, obterá 
a função F de volta (ajustada por uma constante de integração). De certo modo, os pro- 
cessos de integração e derivação são o “inverso” um do outro. O teorema fundamental 
também afirma que qualquer função contínua f tem uma primitiva F. Isso mostra а im- 
portáncia de determinar primitivas para que se possam calcular facilmente as integrais 
definidas. Além disso, o teorema diz que a equação diferencial dy / dx = f(x) tem uma so- 
lução (a saber, qualquer uma das funções y = F(x) + C) para qualquer função contínua f. 


Área total 


A soma de Riemann contém termos como f(c,) À x, que fornecem a área de um 
retángulo quando fc; é positiva. Quando f(c,) é negativa, o produto f(c,) Ах, é a 
área do retângulo com sinal negativo. Quando somamos esses termos para uma fun- 
FIGURA 5.20 Esses gráficos circundam a ção negativa, obtemos o oposto da área entre a curva е o eixo x. Se, então, tomarmos 
o valor absoluto, obteremos a área positiva correta. 


mesma área com o eixo x, mas as integrais 


definidas das duas funções em [-2, 2] . m : Я 
diferem по sinal (Exemplo 6). EXEMPLO 6 A Figura 5.20 mostra o gráfico de f(x) = x? — 4 e sua imagem de 


espelho g(x) = 4 — x? refletida no eixo x. Para cada função, calcule 


320 Cálculo 


(a) a integral definida no intervalo [—2,2]е 
(b) a área entre a curva e o eixo x no intervalo [-2, 2]. 


Solução 


2 3 2 
(a) nc E «| š s) (158) = 


e 
2 312 
mae — 32 
/, g(x) dx = E | 3 


(b) Em ambos os casos, a área entre a curva e o eixo x em [-2, 2] é 32/3 unidades. 
Embora a integral definida de f(x) seja negativa, a área ainda é positiva. а 


Para calcular a área da região delimitada pelo gráfico de uma função y = f(x) е 
o eixo x quando a função assume valores positivos e negativos, devemos ter cuidado 
ao dividir o intervalo [a, b] em subintervalos em que a fungáo náo muda de sinal. 
Caso contrário, pode-se obter a eliminagáo entre as áreas de sinal positivo e negati- 
vo, levando a um total incorreto. A área total correta é obtida pela adigáo do valor 
absoluto da integral definida em cada subintervalo em que f(x) náo muda de sinal. 
O termo “área” designará essa área total. 


EXEMPLO 7 А Figura 5.21 mostra o gráfico da função f(x) = sen x entre x = 0 e 
x= 27%. Calcule 


(a) a integral definida de f(x) em [0, 277] 
(b) a área entre o gráfico de f(x) e o eixo x em [0, 277] 


Solucáo А integral definida para f(x) = sen х é dada por 


27 27 
Н sen x dx = —cosx| = —[cos27 — cos0] = —[1 — 1] = 0. 
0 0 


ПЕШӘ A анов енне = варе A integral definida 6 zero porque as partes do gráfico acima e abaixo do еіхо х 

co eixo x para 0 < x= 27 é a soma dos cancelam-se mutuamente. < | ^ 

valores absolutos de duas integrais Calculamos a área entre o gráfico de f(x) e o eixo x em [0, 27] dividindo o do- 

(Exemplo 7). mínio de sen x em duas partes: o intervalo (0, 77] ao longo do qual ela é nào negativa 
e [7, 27], ao longo do qual ela é nào positiva. 


fo = cos | [cos 7 — cos 0] 1-1 1] = 2 
0 0 


2т 27 
1 sen x dx = cosx = —[cos27 — созт] = -[1 - (-1)]] = -2 


т 


A segunda integral resulta em um valor negativo. A área entre o gráfico e o eixo é 
obtida somando-se os valores absolutos 


Área = |2| + |-2| = 4. а 


Resumo: 


Para determinar a área entre o gráfico de у = f(x) e o eixo x no intervalo [a, b]: 
1. Subdivida [a, 5] nas raízes de f. 

2. Integre f em cada subintervalo. 

3. Some os valores absolutos das integrais. 


FIGURA 5.22 Região entre a curva y ^x? 
— x! — 2x e o eixo x (Exemplo 8). 


Exercícios 5.4 


Calculando integrais 


Calcule as integrais nos Exercícios 1-34. 


1. 


ә 


= 


12. 


13. 


14. 


- 


5. 


16. 


21. 


22. 
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EXEMPLO 8 Determine a área da região entre o eixo x e o gráfico de f(x) = 
*-2x,-1=x=2,. 


Solução Primeiro, determine as raízes de f. Como 


ТО) = — 2 -2x-2x(?-x-2)-x(x- 1)(x-2), 


as raízes são x = 0, —1 e 2 (Figura 5.22). As raízes dividem [-1, 2] em dois subinter- 
valos: |-1, 0], em que f = 0, e [0, 2], em que f = 0. Integramos f ao longo de cada 
subintervalo e adicionamos os valores absolutos das integrais calculadas. 


0 4 3 0 
3 2 x x 2 1 1 _ Š 
nc x 2x) dx = Ё 3 8| =0 1-4 TE 12 


2 4 3 2 
3 <= E_E_2 ls 4 P A N 2 
[e o mas goleo 
A área total incluída é obtida pela adigáo dos valores absolutos das integrais calcu- 
ladas. 


I 4secutgu du 
É LESA a 


© 


7 | — cos 21 - 982 q 


4-т/3 


l tg? x dx 
0 


l (sec x + tg x)? dx 
0 


7/8 
. / sen 2x dx 
0 


k Z 9 
u 1 
va ( 2 1) x 


Á cuida = 3-4. |-8| 37 
Area total incluída = 12 үх | Ч 12 


2 E In2 
23. [ s S NOS d 29. | e? dx 
0 
T GP + 1)(2- x75) MY ux 
24. f RU —— 30. ze dx 
25. | fm 31. | A 2 
т/2 2senx 0 
m/3 N 1/43 dx 
26. / (cosx + sec x)“ dx 32. | = 
0 


4 
27. n x| dx 33. J = 
2 


x [5 2 (сох + |совх|) dx 34. f m dx 
-1 


Nos Exercícios 35-38, deduza uma primitiva do integrando. Verifi- 
que sua hipótese com derivagáo e, depois, calcule a integral defini- 
da dada. (Dica: tenha em mente a regra da cadeia ao deduzir uma 
primitiva. Vocé aprenderá como determinar primitivas desse tipo na 
próxima seção.) 


1 5 
35. ын “dx AT gde 
2 VI + x 


“их xd «a 2 
36. 38. / sen x cos x dx 
0 


чыр де integrais 

Determine as derivadas nos Ехегсїс108 39-44. 
a. calculando a integral e derivando o resultado. 
b. derivando a integral diretamente. 
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4 ух 4 120 5 
39. dx | cos t dt 42. 20 Д sec” y dy 
senx | d x Е 
40. zJ 3r dt 43. El e "dt 


4 
` dt 


Nos Exercícios 45-56, determine dy/dx. 


а [" 
Es 44. 
41 4), Ми ди 


м 
NG 
0 


46. -| (4, x>0 
І 
0 
47. у = Is sen(t?) dt 
Vx 
x? 
48. у= “| ѕеп(г?) dt 
2 
x 2 x 2 
49. y Í HL dr / — di 
- t^ + 4 з ta 
х 3 
50. у= (f (2 + 12) 
0 
senx dt T 
51, y = 5 [xp 
[^ £u 
0 
52. у= | п. 
Jugx 1 +f 
e? Ї 
53. 28! —& 
I 0 Vit 
1 
54. у= / Vi dt 
Jo 


Nos Exercícios 57-60, determine a área total entre a regiáo e o eixo x. 


57. y=2-2x, 3=x=2 
58. у-312-3, 2=x=2 
59. y=x9-312+2x, 0=х=2 
60. у-х13-х, -15х:8 
Determine as áreas das regióes sombreadas nos Exercícios 61-64. 
61. 


y 


62. 


y=senx 


63. 


Problemas de valor inicial 


Cada uma das seguintes funções resolve um dos problemas de valor 
inicial dos Exercícios 65-68. Qual função resolve qual problema? 
Justifique brevemente suas respostas. 


“1 
а. у = 8—3 


X 
s= | sectdt + 4 
0 


x 


c. >= Í ѕесга + 4 
-1 


( 


qu -3 
67. y'=secx, у(0)-4 
| y(1) = —3 


=> 


m Ne) = 3 


dx 
66. у = sec x, 


yC1)24 68. y 


Expresse, em termos de integrais, as solugóes dos problemas de va- 
lor inicial nos Exercícios 69 e 70. 


dy 
69. de 5°©% y2) 23 
dy 
7. T - V1 +, у) =-2 
Teoria e exemplos 
71. Fórmula da área para parábolas de Arquimedes — Arqui- 


medes (287-212 a.C.), inventor, engenheiro militar, médico 
e o maior matemático da época clássica no mundo ocidental, 
descobriu que a área sob um arco parabólico 6 dois tergos da 
base vezes a altura. Esboce o arco parabólico y = Л — (4h/b?) 
x^, -b/2 = x = b/2, supondo que h e b sejam positivos. Em 
seguida, use o cálculo para determinar a área da regiáo com- 
preendida entre o arco e o eixo x. 


72. Demonstre que, se k é uma constante positiva, entáo a área 


entre o eixo x e um arco da curva y = sen kx é 2/k. 


73. Custo a partir do custo marginal О custo marginal da im- 
pressáo de um póster quando x pósteres sào impressos é 
de _ 1 
dx 2vVx 


dólares. Determine c(100) — с(1), о custo da impressáo dos 
pósteres 2-100. 


74. Receita a partir da receita marginal Suponha que a receita 
marginal de uma empresa pela fabricagáo e venda de batedei- 


ras seja 


dr 


-2- + 1)? 
de 27 2/(x +1), 
onde r é medido em milhares de dólares e x em milhares de 
unidades. Quanto dinheiro a empresa deve esperar de uma 
produção de х = 3000 batedeiras? Para descobrir, integre a re- 
ceita marginal dex=0ax=3. 


75. 


76 


77 
78. 
79. 


80 


81 


82 


A temperatura T(ºF) de um quarto no instante / minutos é dada 
por 


Т-85-3у25-1 para 0 = r = 25. 


a. Determine a temperatura do quarto quando г = 0, г = 16 e 
1= 25. 
b. Determine а temperatura média do quarto para 0 = / = 25. 
A altura H (pés) de uma palmeira depois de crescer por г anos 
8 dada por 
Н = Vt 1-5? para 0 = t = 8. 


a. Determine a altura da árvore quando t = 0, /=4 e t= 8. 
b. Determine a altura média da árvore para 0 = í = 8. 


Suponha que / f(r) dt = x? — 2x + 1. Determine f(x). 


Determine /(4) se [> f(t) dt = x cos тх. 
Determine a linearizagáo de 


x+1 
у(х) -2 -| 7274 


emx=1. 


Determine a linearizagáo de 
gax) = 3 Е -1) 4 
1 


emx=-1. 


Suponha que f tenha uma derivada positiva para todos os va- 
lores de x e que f(1) = 0. Qual das seguintes afirmações deve 
ser verdadeira sobre a função 


g(x) = f 100) а? 


Justifique sua resposta. 

a. g é uma função derivável de x. 

b. g é uma função contínua de х. 

c. O gráfico de g tem uma tangente horizontal em x — 1. 

d. g tem um máximo local em x= 1. 

e. g tem um mínimo local em x= 1. 

f. O gráfico de g tem um ponto de inflexão em x = 1. 

g. O gráfico de dg/dx cruza o eixo x em x= 1. 

Outra prova do teorema do cálculo 

a. Seja a = x, < x, < x,  <x, = b qualquer partição de [a, b] 
e F qualquer primitiva de f. Demonstre que 


F(b) — F(a) = 2 [FG(xi) = Fx]. 


b. Aplique o teorema do valor médio para cada termo para 
mostrar que F(x;) — F(x, |) = /(с/(х,-1, ,) para um valor 
de с, no intervalo (x, ,, x). Demonstre que F(b) — F(a) é 
uma soma de Riemann para f em [a, b]. 

c. Do item (b) e da definição da integral definida, mostre que 


F(b) — F(a) = Ї fx) dx. 
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83. Suponha que f seja a função derivável mostrada no gráfico a 
seguir e que a posicào no instante / (segundos) de uma partícu- 
la que se desloca ao longo de um eixo coordenado seja 


metros. Use o gráfico para responder às seguintes perguntas. 
Justifique suas respostas. 


a. Qual é a velocidade da partícula no instante / = 5? 

b. A aceleração da partícula no instante / = 5 é positiva ou 
negativa? 

€. Qual é a posição da partícula no instante г = 3? 

d. Em que instante, durante os primeiros 9 segundos, s apre- 
senta seu valor mais alto? 


e. Quando, aproximadamente, a aceleragáo é zero? 
f. Quando a partícula se desloca para a origem? E se afasta da 


origem? 
g. De que lado da origem a partícula se situa no instante / = 9? 
х 
84. Determine lim == A 
x>% N/x JA Vi 
USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 85-88, seja F(x) — d f(t) dt para a função f e o 
intervalo [a, b] especificados. Use um SAC para executar os passos 
seguintes e responda às questóes propostas. 
Esboce um único gráfico para as funções f e F em [a, P]. 
Resolva a equação F'(x) = 0. O que se pode afirmar sobre 
os gráficos de f e F nos pontos onde F'(x) = 0? Sua obser- 
vação se baseia na parte 1 do teorema fundamental e nas 
informações fornecidas pela primeira derivada? Justifique 
sua resposta. 
Em quais intervalos (aproximadamente) a fungáo F é cres- 
cente e em quais ela é decrescente? O que se pode afirmar 
sobre f ao longo desses intervalos? 
d. Calcule a derivada f' e esboce um único gráfico para ela e 
F. O que se pode afirmar sobre o gráfico de F nos pontos 
onde f'(x) = 0? Sua observação se baseia na parte 1 do 
teorema fundamental? Justifique sua resposta. 
85. f(x) = x? — 4х2 + Зх, [0,4] 


т Р 


с 


86. f(x) = 2x* — 17:3 + 46x? — 43x + 12, ( 


87. f(x) = sen 2х соз 10, 27] 


x 
3 
88. f(x) = хсоѕ тх, [0,27] 
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Nos Exercícios 89-92, seja F(x) = [е 10) dt para a, и e f espe- 89. а= 1, u(x) = х2, f(x) = V1-x 
cificados. Use um SAC рага ехесшаг os passos seguintes е respon- 90. а= 0, цих) = х2, f(x) = МІ xv? 
da ás perguntas. | 91. а-0, ux) 21—x, f(x) = х? – 2х – 3 
a. Calcule o domínio de F. 92 erum à Wg-3-20—3 
b. Calcule F'(x) e determine suas raízes. Para que pontos em йн dis uL к Ñ 
seu domínio F cresce? E decresce? Nos Exercícios 93 e 94, suponha que f seja contínua e que u(x) seja 


e. Calcule F”(x) e determine sua raiz. Identifique o extremo duas vezes derivável. 


local e os pontos de inflexáo de F. q pe Ls 
А ч 3 93. Calcule — f(t) dt e verifique sua resposta usando um 
d. Usando as informações dos itens (a)-(c), faça manualmente SAC dx J, 
o esboço de у = Р(х) sobre seu domínio. Em seguida, esbo- 5 » xu 
ce o gráfico F(x) no SAC para respaldar o seu esbogo. 94. Calcule 2 f(t) dt e verifique sua resposta usando um 
SAC. Фа 


Integrais indefinidas e regra da substituição 


5.5 


O teorema fundamental do cálculo afirma que uma integral definida de uma 
função contínua pode ser calculada diretamente se pudermos determinar uma pri- 
mitiva da função. Na Seção 4.8 definimos a integral indefinida da função f com 
relação a x como o conjunto de todas as primitivas de f, simbolizadas por 


fro dx 


Uma vez que quaisquer duas primitivas de f diferem por uma constante, a notação | 
da integral indefinida indica que, para qualquer primitiva F de f, 


fiw dx = F(x) + C, 


em que C é uma constante arbitrária qualquer. 

Agora, a relação entre primitivas e a integral definida estabelecida no teorema 
fundamental explica essa notação. Quando estiver buscando a integral indefinida de 
uma função f, lembre-se de que ela sempre inclui uma constante arbitrária C. 

Precisamos fazer uma distinção cuidadosa entre integrais definidas e indefinidas. 
Uma integral definida (ы f(x) dx é um número. Uma integral indefinida J: f(x) dx é 
uma função mais uma constante arbitrária C. 

Até agora, aprendemos apenas a calcular primitivas de funções que fossem 
claramente reconhecíveis como derivadas. Nesta seção, começaremos a desenvolver 
técnicas mais gerais para estimar primitivas. 


Substituição: uso inverso da regra da cadeia 


Se u é uma função derivável de x e n é qualquer número diferente de —1, a regra 
da cadeia nos diz que 


Sob outro ponto de vista, essa mesma equação diz que u”*!/(n + 1) é uma das primi- 
tivas da função и"(аи/ах). Portanto, 


n du и"! 
Гев = тс (1) 
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A integral na Equação 1 é igual à integral mais simples 


A ил"! 
= —— + 
и" du AFI С, 


о que иреге que а expressáo mais simples du pode ser substituida рог (du/dx) dx 
no cálculo de uma integral. Leibniz, um dos fundadores do cálculo, percebeu que 
de fato essa substituição pode ser feita e que ela leva ao método da substituição 
para cálculo de integrais. Tal como acontece com diferenciais, ao calcular integrais 
temos 


_ du 
du = di dx. 


EXEMPLO 1 Determine a integral fo + х)%(3х? + 1) ах. 


Solução Faça u =x + х. Então, 


= du, (3,2 
du = q ¿de = (3х + 1) ах, 


de modo que, por substituição, temos 


fo + x) (3x1? + 1) dx = Ја Faça и = х? + x, du = (3⁄2 + 1) dx. 
иб 
= € +С Integre com relação а и. 
(х? + x)* TR 
= ——— v Substitua x^ + x ги. 
6 +C Substiti ро! i 


EXEMPLO 2 Determine / V2x + 1 dx. 


Solução А integral não se encaixa na fórmula 
/ и" du, 


PE IT. 
dx 


com u=2x+1en= 1/2, porque 


náo é precisamente dx. O fator constante 2 está ausente na integral. No entanto, 
podemos introduzir esse fator após o sinal da integral se o compensarmos por um 
fator 1/2 em frente ao sinal da integral. Entáo, escrevemos 


УУ 14г-1| 21-22: 
2 Waw 
и 


du 
-1) “га Faça и = 2х + 1, du =2 dx. 
= lat +C Integre com relação a u 
2 3/2 | 


= (x + lL⁄X2+C Substitua 2x+ 1 роги. 


As substituições nos Exemplos 1 e 2 são instâncias da regra geral a seguir. 
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TEOREMA 6 — Regra da substituição Se u= g(x) for uma função derivável 
cuja imagem é um intervalo / e f for contínua em /, então 


frene dx = fiw du. 


Prova Pela regra da cadeia, F(g(x)) é uma primitiva de f(g(x)) : g'(x) sempre que 
F for uma primitiva de f: 


4. Ев) = F(g())*g'G) Regra da cadeia 
= f(g(x)): g'(x). F'=f 


Se fizermos a substituição u = g(x), então 


j лас) а) dx = / E Fg) de 


= F(g(x)) + С Teorema fundamental 
= Flu) + С и = g(x) 
= [ro du Teorema fundamental 


- fioa F' = f 


A regra de substituição fornece o método de substituição seguinte para o cálculo 
da integral 


frene dx, 


quando f e g' são funções contínuas: 
1. Substitua и = g(x) e du = (du/dx) dx = g'(x) dx para obter a integral 


du. 


3. Substitua u por g(x) no resultado. 


2. Integre em relação a u. 


EXEMPLO 3 Determine | see? (sr + 1): 5 dt. 


Solução Substituímos u = 5t + 1 e du = 5 dt. Então, 


n + 1):54 = / sec? u du Façau = St + 1, du = 5 а. 
йн Ж 
tgu + C qu të secu 


= tg(5t + 1) + C Substitua 5/ + 1 роги. 


EXEMPLO 4 Determine / cos (70 + 3) do. 


Solução Seja и = 70 + 3, de modo que du = 7 40. O fator constante 7 está ausente 
no termo 40 na integral. Podemos compensar isso multiplicando e dividindo por 7, 
usando o mesmo processo que vimos no Exemplo 2. Entáo, 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


George David Birkhoff 
(1884-1944) 
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y cos (70 + 3) de Hj cos (70 + 3)-7 de Coloque o fator 1/7 na frente da integral. 


= +] cos u du Faça и = 70 + 3. du = 746. 
21 

= 7 senu + С Integre. 

- T sen (70 +3) + C Substitua 70 + 3 por u. 


Há outra abordagem para esse problema. Com и = 70 + 3 e du = 7 40, como 
vimos anteriormente, resolvemos df para obter 40 = (1/7) du. Então, a integral 
se torna 


n + 3) do = ПС Façau = 70 + 3, du = 740 e de = (1/7) du 
En! 
= 7 sen u+ Ç Integre. 


= 7 sen (70 + 3) + Ç Substitua 70 + 3 por u. 


Podemos verificar essa solugáo diferenciando e verificando se obtemos a fungáo 
original cos (70 + 3). М 


EXEMPLO 5 Ав vezes, observamos que ита poténcia de х aparece по integran- 
do, que é um a menos do que a poténcia de x que é apresentada no argumento de 
uma função que desejamos integrar. Essa observação sugere imediatamente que 
procuremos uma substituição para a maior potência de x. Essa situação ocorre na 
integração a seguir. 


fre as = fe - xi ах 


1 Façau = x, du = 3х?@ 
= и. du Ç: A ‚йи 4 8, 
fe 3 (1/3) du = х2 dx. 


e + G Integre em relação a и. 


ё tC Substitua и por x?. 


EXEMPLO 6 Antes que o método da substituigáo possa ser aplicado, um integran- 
do pode exigir alguma manipulação algébrica. Este exemplo fornece duas integrais 
obtidas ao multiplicar o integrando por uma forma algébrica igual a 1, levando a 
uma substituição apropriada. 


dx e" dx a >= 
(a) fz FER 2541 Multiplique por (e*/e*) = 1. 
_ du Façau = eu? = e^, 
и? + 1 du = е" dx. 
= tg lu + Ç Integre com relaçào a и. 


= tg le) + C Troque u por e*. 
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secx + tg x secx + tgx 


0) Í <a f eov f secx- EEE а secx + EX сарын 1 


5 
sec” x + sec x tg x de 
secx + tgx 


du u = tgx + secx, 
"ЧЁ du = (sec? x + sec x tg x) dx 


In|u| + € = In|secx + tgx| + C. 


II 


Pode acontecer de um fator extra de x aparecer no integrando ao tentarmos 
uma substituigáo и = g(x). Nesse caso, pode ser possível resolver a equagáo 
и = (х) para x em termos de и. A substituição do fator extra de x pela expressão 
pode entào possibilitar uma integral que possamos calcular. Segue um exemplo 
dessa situagáo. 


EXEMPLO 7 Calcule | хуйх + 1 ax. 


Solução А integração anterior no Exemplo 2 sugere a substituição de u = 2x + 1 
com du = 2 ах. Entào, 


Vx + 1 dx = у Vu du. 


No entanto, nesse caso o integrando contém um fator extra de x que multiplica o 
termo \/2х + |, Para nos ajustarmos а isso, resolvemos a equaçào de substituigáo 
u=2x+ 1 para obter x = (u — 1)/2 e determinar que 


xV2x + 1 dx =>(u = ЖАЛ? 


A integração agora se torna 


fora + Idx= i (и = D Vu du - 4/ « = Du? du Substitua. 


= 1/ (u3⁄2 ян ul?) du Multiplique os termos, 
» 10 иг — Заг) tc Integre. 
x go + ipe B HL * 132 +C Substitua и por 2x + 1. 


O sucesso do método da substituiçào depende de encontrarmos uma substitui- 
çào que transforme uma integral que nào podemos calcular diretamente em uma 
que podemos. Se a primeira substituição falhar, tente simplificar o integrando com 
outras substituições adicionais (veja os Exercícios 67 e 68). 


2z dz 
EXEMPLO 8 Calcule | ————. 
Vz“ + 1 


Solução Podemos usar o método da substituição na integração como ferramenta ex- 
ploratória: substitua a parte mais problemática do integrando e veja o que acontece. 
Para essa integral, poderíamos experimentar и = z? + 1 ou ainda arriscar e conside- 
rar u a raiz cúbica toda. Veja o que acontece em cada caso. 
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Solução 1: Substituau=2?+1 


[EE - [а Façau = г? + 1, 
№2 + 1 u!’ du = 2z dz. 


= n du Na forma fu" du 
2/3 
u 
= — + Integre. 
2/3 
23.28 
= 5и + E 
Be 2/3 : 2 
= >G + 1D + C Substitua и porz? + 1 


Solução 2: Substitua u = Yz? + 1 


2z dz 3u? du Façau = Yz? + 1, 
#22 +1 и u? = z? + 1, Зи? du = 2z dz. 


2 
=3 > +C Integre. 


= ic +1)”+сС Substitua и por (z2 + 1)'®. 


Integrais de sen2 x e cos2 x 


Аз vezes, podemos usar identidades trigonométricas para transformar as inte- 
grais que náo sabemos como calcular em integrais que sabemos calcular pela regra 
da substituigáo. 


EXEMPLO 9 

(a) Јев | 58 ser x = OS 
= ifo — cos 2x) dx 
1 1 sen 2x X  sen2x 
= 5х 2 2 vem 4 +С 


(b) forza | t 8282 & „к c ET 


EXEMPLO 10 Podemos modelar a voltagem de instalações elétricas domésticas 
com a função seno 


V= ше sen 120711, 


que expressa a voltagem V em volts em função do tempo / em segundos. A função 
realiza 60 ciclos por segundo (sua frequéncia é 60 hertz, ou 60 Hz). A constante 
positiva V... é a voltagem de pico. 


O valor médio de V ao longo de meio ciclo, de 0 a 1/120 segundos (veja a Fi- 
gura 5.23), é 
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V = V, 


max Sen 120г 


V, 


max 


2V, 
Vaédia = ян 


FIGURA 5.23 Gráfico da voltagem V 
ao longo de um ciclo completo. O valor 
médio ao longo de meio ciclo é 2/, nax T- 
Seu valor médio ao longo de um ciclo 


completo é zero (Exemplo 10). 


Exercícios 5.5 


1 1/120 "v" 
AN ЭШНЕ 
média (1/120) = 5/ Vmax sen 120771 аг 


1 1/120 
= 120 V max - 1207 208 120, 


V, 
= — [-cos т + cos 0] 


ээ 2V max 
= > 


Como podemos ver na Figura 5.23, o valor médio da voltagem ao longo de um ciclo 
completo é zero. (Veja também o Ехегсїсїо 80.) Se tivéssemos medido a voltagem 
com um galvanómetro padráo de bobina móvel, o medidor deveria indicar zero. 

Para medir a voltagem de forma eficaz, usamos um instrumento que mede a 
raiz quadrada do valor médio do quadrado da voltagem, ou seja, 


Им» = V (У?) ма. 


O subscrito “rms” (leia as letras separadamente) significa “raiz da média quadráti- 
ca”. Como o valor médio de V? = (И, )? sen? 12071 ao longo de um ciclo é 


max 
1 (Visa)? 


1/60 
(И?) média = (1/60) — 0 / (Vmax)? sen? 12071 dt = 2 


(Ехегсїсїо 80, item с), a voltagem rms 6 


(Урлах)? кА Vmax 


Vas = E me 


Os valores dados para correntes e voltagens domésticas sào sempre valores rms. 
Assim, “115 volts ca" significa que a voltagem rms é 115. О pico de voltagem, 
obtido da última equação, é 


Vmax = v2 Ит» = va. 115 = 163 volts, 


que é consideravelmente mais elevado. 


Calculando integrais indefinidas 


Calcule as integrais indefinidas nos Exercícios 1-16 usando as subs- 
tituições dadas para reduzir as integrais à forma padrão. 


TECER u=2x+4 
ERES и=7х— 1 


з. farsa и=х? +5 


3 
4 | тё u=x + 1 
x 


7. / sen Зх dx, и = Зх 


8. ГЕС и = 2х? 


9. / sec 21tg 21 dt, u = 21 


S я t 
10. Л -cos3) sen > dt, u=1 = cos; 


dr и= 1-5 
: V1-r 


12. ES + 4y? + d) + 2y)dy, u= yt + 4y? +1 


5. fo + 2)(3х? + Ax) dx, и = 3x? + 4х 13. n (2 — 1)ах, и= x32 — 1 


ах, u= 1+ Vr 


6. р mE 


1. f Los (2) a, u= 1 
Ес: 


15. 


31. 


/ cossec? 20 cotg 20 40 


a. Usando u = cotg 20 


dx 
o / V5x + 8 


a. Usando и = 5x + 8 


Calcule as integrais nos Exercícios 17-66. 


17. TRE — 2s ds 


/ 


Uu 


2 


ТЕЕ 

Је а 

ЖЕ БЕУ 

NE EXC: 
Vx (1 + va? 

- [costs + ade 


А [5o + 2) dx 


T 
A / cosse ( 


sen (21 + 1) 7 
1) 


cos? (21 + 


02 


0 


1 
sen cos = 


Ё Е + 3) dt 


L аө 


0 


со8 Ent. 


Va зе Ve ser 


үл E dis dt 


dx 
xInx 


z) cotg 6 


b. Usando и = cossec 20 


b. Usando u = У 5x + 8 


24. fe x sec? x dx 


TX oax 
26. fe 2 sec 24 
2 ү? Ч 
27. f СЕ 1) dr 
„5\3 
4 re 
28. f 0 5) dr 


43. fr = p? ax 


44. [v 

45. n + DI = xP ах 
46. fu + 5)(x — 5)? dx 
47. [Na 

48. КУЛЕ 


49. ЭЭ 
(x^ — 4) 


- d 
к ap 
51. ES е“ dy 


52. fe 20) ех" ? дө 


1 2(„У% 
9 — sec” (e ** + 1) dx 
x 


3 he sec (1 + e tg (1 + e) dx 
m 


2: 


s. fa 
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57. dz - ” e 'х dy 
J Le ` J iex 
sg | dx _ вз. | Ger x 
M FEET: 
59. [si 64. 1 Vtg! x dx 
Ч E 1 + x2 
60. | 1 . d 
20 _ | 40 65. fam 
da 2 (tg! у)(1 + y?) 
$i. | E 2 


68. ау 
AU] = 32 66. 1—2 
ев (sei! y) V1 — y? 


Se vocé nào souber qual substituigáo fazer, tente reduzir a integral 
passo a passo, usando uma primeira substituigáo para simplificar 
um pouco a integral e depois outra para simplificar um pouco mais. 
Vocé perceberá o que queremos dizer se experimentar as sequéncias 
de substituições nos Exercícios 67 e 68. 


67. y 18 tg? x sec? x 
(2 + tg x)? 
a. u= tg x, seguido por = и?, então por w=2 + v 
b. u — tg? х, seguido por v=2 + u 
c. u=2+tg'x 


68. [vies I)sen(x — 1) соѕ (х — 1) dx 


a. u —x — 1, seguido por v = sen и, então por w = 1 + v? 
b. и = sen (x — 1) seguido por u= 1 + и? 
с. и= 1 + ѕеп2 (x — 1) 


Calcule as integrais nos Exercícios 69 e 70. 


(2r — 1)cos V3(2r — 1? + 6 


69. dr 


V3Qr = 1? + 6 
sen \/Ө 


70. | ————= do 
VO cos? VO 
Problemas de valor inicial 
Resolva os problemas de valor inicial nos Exercícios 71-76. 
т. 4 = ire - 1, s(1)=3 
dy 
Y _ 2 -13 (0) = 
22. de 4x(x^ + 8) ^, y(0)=0 
73. ® = sen? (1+7), s(0)=8 
` dt 12 
dr _ "EGRE 
74. rm 3 cos E 0 
ds T 
75. — = -4 sen (21 — гүн 5'(0) = 100, s(0)=0 
dr? 2 
d?y " 
76. dé = 4sec^2xtg2x, у'(0) = 4, у(0)-- 
24 
Teoria e exemplos 


77. A velocidade de uma partícula que se move de um lado 
para o outro em uma reta é v = ds/dt = 6 sen 2t m/s para 
qualquer t. Se s = 0 quando 1 = 0, determine o valor de s 
quando t = 7/2 s. 
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78. A aceleragáo de uma partícula que se move de um lado para o Podem as trés integrações estar corretas? Justifique sua resposta. 
outro em uma reta é a = d?s/dt? = т? cos zt m/s? para qualquer t. 80. (Continuação do Exemplo 10.) 


79. 


Se s=0 e v = 8 m/s quando г = 0, determine s quando / = 1 s. 


a. Demonstre por meio do cálculo da integral na expressáo 


Parece que podemos integrar 2 sen x cos x em relagáo a x de 


trés maneiras diferentes: 


a. fom dx — 


b. fomes - 


c. fo dx = 


1 1/60 
/ Vmax sen 120 zt dt 
0 


(1/60) — 0 
[; 2и du и = senx / 
2 E que o valor médio de V = V... sen 120 zt sobre um ciclo 
u“ + Ci —semx-t C completo é zero. 
/ Duda pegar b. O circuito que faz seu forno elétrico funcionar é padroniza- 
do para 240 volts rms. Qual é o valor do pico de voltagem 
—u? + G = —соз?х + C permissível? 
c. Demonstre que 
E 2senxcosx — sen2x 1/60 2 
2.2 (Vmax) 
(Foa) sen? 120 Tt dt = == 
cos 2x 0 120 


5.6 


Substituicáo e área entre curvas 


Existem dois métodos para calcular uma integral definida por substituigáo. O 
primeiro envolve determinar uma primitiva por substituigáo e, depois, calcular a 
integral definida usando o teorema fundamental. O outro envolve estender o pro- 
cesso de substituição diretamente para integrais definidas, alterando os limites de 
integração. Aplicaremos a nova fórmula introduzida aqui ao problema de cálculo da 
área entre duas curvas. 


Fórmula de substituicáo 


A fórmula a seguir mostra como os limites de integracáo mudam quando a 
variável de integração é alterada por substituição. 


TEOREMA 7 — Substituição em integrais definidas Se g' for contínua no 
intervalo [a, b] e f for contínua na imagem de g(x) = u, então 


b 8(5) 
| He(x)) g'(x) dx = / f(u) du. 
a gla) 


Prova Denote por F qualquer primitiva de f. Então, 


4 


ë - = F(g(x)) 
[ Hel(x)g (х) ах = Feto) | = F'(g(x))g'(x) 
a x=a = f(g(x))g'(x) 
= F(g(b)) — F(g(a)) 
u=g(b) 
= 12 
u=g(a) 
gb) Teorema 
= m Fu) du. fundamental, parte 2 


Para usar a fórmula, faça a mesma substituição и = g(x) e du = g'(x) dx que você 
usaria para calcular a integral indefinida correspondente. Depois, integre a integral 
transformada com relagáo a u a partir do valor g(a) (o valor de u em x= a) até o 
valor g(b) (o valor de u em x= b). 


Capítulo 5 Integração 333 


1 
EXEMPLO 1 Calcule ) VE + 1 dx. 
-1 


Solução Temos duas escolhas. 
Método 1: Transforme a integral e calcule a integral transformada com os limites 
transformados dados no Teorema 7. 


Seja и =x + 1, du=3 dx. 


1 
/ 3x? Vx? + 1 dx Quando x=-1,u=(-13+1=0. 
=] 


Quando x= 1, u — (1? - 172. 


2 
- den] Calcule a nova integral definida. 
= 2 [>3⁄2 23-2 _4v2 
= 5 [222 - 022] = $[2v2) = E 


Método 2: Transforme a integral em uma integral indefinida, integre, mude nova- 
mente para x e use os limites originais de x. 


Seja u = x) + 1, du = 3x? dx. 
[EN cies [vida илан 


2 


Integre com relação a и. 
= зи? + C 4 


Е io +1)? + C Substitua u por x° + 1. 


1 
/ 32 Vx? + 1dx= 
-1 


1 
( х +1 yr Use a integral determinada recentemente, 
-1 com limites de integração para x. 


(F + 192 (AP + 19] 


[222 032] Е 21202] зул 


WIN S wjn 


Qual método é melhor: calcular a integral definida transformada com limites 
transformados usando o Teorema 7 ou transformar a integral, integrar e transformar 
novamente para usar os limites originais de integração? No Exemplo 1, o primeiro 
método parece mais fácil, mas nem sempre é assim. Em geral, o melhor é conhe- 
cermos os dois métodos e usar aquele que parecer mais apropriado para cada caso. 


EXEMPLO 2 Usaremos o método de transformar os limites de integração. 


т/2 " 0 Seja и = cotg Ө, du = — cossec? 0 do, 
(a) Ї cotg 0 cossec” 0 40 [ u*(—du) -du = cossec? 0 de. 
т/4 
0 
= | u du 
1 


Quando 0 = 7/4, и = cotg (7/4) = 1. 
Quando 0 = 7/2, и = cotg (7/2) = 0. 


II 


II 

I 

= 
ю|®, 
L... 
- e 


. [m ata 
Е 2 2 7729, 
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-а 0 а 


»- 


(b) 


FIGURA 5.24 (а) f par, [^ f(x) dx 


=2 f(x) dx 
(b) f impar, f^ f(x) dx = 0 


т/. 
(b) tgxdx = / 5211 
7/4 -m/ Seja и = cosx, du = —senx dx. 
v2p2 4 Quando x = —7/4,u = vj. 
msi n = Quando x = 7/4,u = VOJE 


Integrar, intervalo de largura zero 


] 
I 
= 
= 
b 
I 


Integrais definidas de funcóes simétricas 


A fórmula de substituigáo do Teorema 7 simplifica o cálculo de integrais de- 
finidas de funções pares e ímpares (Seção 1.1) em um intervalo simétrico [-a, a] 
(Figura 5.24). 


TEOREMA 8 Seja f contínua no intervalo simétrico [-a, a]. 


(a) Se f é par, entáo T f(x) dx = JU dx. 
—a 0 


(b) Se f é ímpar, entào / ° f(x) dx = 0. 


Prova do item (a) 


a 0 a 
nn а + Joa 


Regra da aditividade para 
integrais definidas 


Regra da ordem de integração 


Seja u = —x, du = —dx. 
Quando x = 0, и = 0. 


: 

? gl. 
= 
i 
š 
+ 

E a 
Бэ? 
= 
& 


Quando x = —a,u = a. 
= m Х-и) du + ИР» f(x) dx 
0 0 
= | Хи) йи + f(x) dx ачуу 0 


A prova do item (Б) 6 totalmente análoga, e vocé deverá apresentá-la по Exer- 
cício 114. 


As afirmações do Teorema 8 permanecem verdadeiras enquanto f é uma fun- 
ção integrável (em vez de possuir a propriedade mais forte de ser contínua). 


EXEMPLO 3 Calcule fi A — 422 бу. 
-2 
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Solução Uma vez que f(x) =x! — 4x? + 6 satisfaz f(—) = f(x), ela é par no intervalo 
simétrico [-2, 2], então 


2 2 
ISS ara 
-2 0 


Áreas entre curvas 


Curva superior 
у= 0) Suponha que queiramos determinar a área de uma regiáo delimitada acima pela 
curva y = f(x), abaixo pela curva y = g(x) e à esquerda e à direita pelas retas x = a e 
x= b (Figura 5.25). A regiào pode, acidentalmente, ter uma forma cuja área podería- 
x mos determinar geometricamente, mas se f e g forem funções contínuas arbitrárias, 
em geral teremos de determinar a área usando uma integral. 
Para vermos qual deve ser a integral, primeiro aproximamos a regiáo com n 
retângulos verticais com base em uma partição P = (xp, X»..., X,) de [a, b] (Figura 
5.26). A área do k-ésimo retángulo (Figura 5.27) 6 


Curva inferior 
у = 80) 


FIGURA 5.25 Região entre as curvas y = 


fx) е y= g(x) e as retasx=aex=b. АА, = altura X largura = [f(cy) = g(c;)] Ax. 


Entáo, aproximamos a área da regiáo adicionando as áreas dos л retángulos: 
п п 
м У АА, = У (сі) — 2(ск)] Axp. Soma de Riemann 
k=1 ёл 


Quando ||P|| — 0, as somas à direita se aproximam do limite Je [/(х) — g(x)] dx 
porque f e g sáo contínuas. Tomamos a área da regiáo como o valor dessa inte- 
gral. Isto é, 


A= Tu m, Ut) — g(c,)] Ах, = Ї [/(х) = g(x)] dx. 
FIGURA 5.26 Fazemos uma aproximação 
da região com retângulos perpendiculares 
ao eixo x. 


DEFINIÇÃO Se f e g são contínuas com f(x) = g(x) ao longo de [a, b], então 
a área da região entre as curvas y = f(x) e y = g(x) de a até b é a integral de 
(f — g) de a até b: 


b 
(с. с) йе | [/(х) — g(x)] ax. 


Ao aplicar essa definigáo, convém esbogar as curvas. O gráfico revelará qual 
delas é a curva superior, f, e qual é a inferior, g. Também ajudará a determinar os li- 
mites de integração, se eles ainda não tiverem sido dados. Para definir esses limites, 
talvez seja necessário determinar onde as curvas se cruzam, e isso pode envolver 
a resolução da equação f(x) = g(x) para valores de x. Depois, você pode integrar a 
função f — g para descobrir a área entre as interseções. 


FIGURA 5.27 Área AA, do k-ésimo 
retângulo é o produto de sua altura f(c,) — 
g(c,) e de sua largura Ax, 


EXEMPLO 4 Determine a área da região compreendida acima da curva y =2e™ + x, 
abaixo da curva у = e*/2, à esquerda por x = 0 e à direita por x = 1. 
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N 


у=2е*+х 


0.5 G, 80) 


0| 1 


FIGURA 5.28 Região no Exemplo 4 com 
um retângulo típico de aproximação. 


FIGURA 5.29 Região no Exemplo 5 com 
um retângulo típico de aproximação. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Richard Dedekind ш 


(1831-1916) 
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Агса seria 
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(х, 809) 


FIGURA 5.30 Quando a fórmula para 
uma curva delimitadora muda, a integral 
de área muda para se tornar a soma das 
integrais correspondentes, uma integral 
para cada uma das regióes sombreadas 
mostradas aqui no Exemplo 6. 


Solucáo A Figura 5.28 exibe os gráficos das curvas e da regiáo cuja área se preten- 
de determinar. A área entre as curvas sobre o intervalo 0 =x = 1 é dada por 


ы 1 БЭРТ a! 
А= 26"4Х)-267| х- Е x + =x? -ie| 
| ехэ -2e] ре 26) 


EXEMPLO 5 Determine a área da região compreendida entre a parábola y —2 —3? | 
eareta y ——x. 


Solução Primeiro, esboce as duas curvas (Figura 5.29). Determinamos os limites de 
integração ao resolver x simultaneamente em y = 2 — x? e y = х. 


2— x? = —x  lguale f(x) e g(x). 
х2-х-2-0 Reescreva. 
(x + Dx — 2) = 0 Fatore. 
x= —1, x=2. Resolva. 


A região vai de x = —1 até x = 2. Os limites de integração são a =-1,b=2. 
A área entre as curvas é 


b 2 
A = [иә g(x)] a= fie x?) — (-x)] dx 


= 4 35) ИСТЕЧЕ A 2 
-(844-3)-(4144)-3 | 


Se a fórmula para uma curva delimitadora muda em um ou mais роп(08, subdividi- 
mos a região em sub-regiões que correspondam às mudanças nas fórmulas; depois, 
aplicamos essa fórmula à área entre as curvas em cada sub-região. 


EXEMPLO 6 Determine a área da região do primeiro quadrante que é delimitada 
acima por y = Vx e abaixo pelo eixo x e pela reta y= x — 2. 


Solução O esboço (Figura 5.30) mostra que a fronteira superior é o gráfico de 
f(x) = Vx. A fronteira inferior muda de g(x)=0, com 0 = x = 2, parag(x)=x—2, 
com2=x=4 (as duas fórmulas estão de acordo em x = 2). Em x=2, subdividimos 
a região nas sub-regiões 4 e B, conforme mostra a Figura 5.30. 

Os limites de integração para a região А são a = 0 e b = 2. O limite à esquerda 
para a região B é a = 2. Para determinar o limite à direita, resolvemos simultanea- 
mente as equações у = Vx e y =x — 2 para obter x: 


Мх=х-2 Iguale f(x) e g(x). 
= E E F Eleve os dois lados 
x=(x-2}=x Ax +4 ао quadrado. 
х®—5х+4=0 Reescreva. 
(x — 1)(х — 4) = 0 Fatore. 
x = 1, x= 4. Resolva. 


FIGURA 5.31 Se integrarmos com relação 
a x, serão necessárias duas integrações 
para determinar a área dessa região. 

Se integrarmos com relação a у, será 
necessária apenas uma (Exemplo 7). 
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Apenas o valor x = 4 satisfaz a equação Vx = x — 2. О valor x= 1 é uma raiz es- 
tranha introduzida ao elevarmos ao quadrado. O limite à direita é b = 4. 


Paraü x = 2: fo) — g(x) = Vx — 0 = vx 
Para2 =< x < 4: f(x) — g(x) = Vx — (х — 2) = x — x + 2 


Adicionamos as áreas das sub-regióes А е B para determinar a área total: 


2 4 
Sef ана 
0 2 


Área total = 
área de A área de 8 
elo ford] 
5 
= 2(2 2 42 — 2 (^n — 
-20yr -04 (ов) (вана) 
= 2(ву—э2—140 
хеее: 
Integracáo em relacáo a y 


Se as curvas delimitadoras de uma região são descritas por funções de y, os 
retângulos de aproximação são horizontais, e não verticais, e a fórmula básica tem 
y no lugar de x. 

Para regiões como estas: 


| x= g(y) 


use a fórmula 
d 
A= 1 [/() = g(y)] dy. 


Nessa equação, f sempre indica a curva à direita, e g, a curva à esquerda, então f(y) 
— g(y) é nào negativa. 


EXEMPLO7 Determine a área da regiáo no Exemplo 6, integrando com relaçào a y. 


Solução Primeiro, esbogamos a região e um retângulo típico horizontal, com base 
em uma partigáo de um intervalo de valores de y (Figura 5.31). A fronteira а direita 
da região é a reta x= y + 2, então f(y) = y + 2. A fronteira à esquerda é a curva 
x=y?, logo g(y) = y2. O limite inferior de integração é у = 0. Determinamos o limite 
superior ao resolver simultaneamente x = y + 2 e x = y2: 


y+2= у? Iguale f(v) = y + 2 e g(y) = y2. 


2-у-2-0 Reescreva. 
(y + DG -2 = 0 Fatore. 
YE =b у= 2 Resolva. 


O limite superior de integração é b = 2. (O valor y = —1 fornece um ponto de 
intersegáo abaixo do eixo x.) 
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Exercícios 5.6 


Cálculo de integrais definidas 


A área da regiáo é 


d 
-| [/(y) — g(y)] dy 


2 
-Їээз-элд 
0 


[2 +%- 


4 8 
4+2 3 


[е + y = уау 
0 


10 
T 


Esse é o resultado do Exemplo 6, encontrado com menos esforço. 


Use a fórmula de substituição do Teorema 7 para calcular as inte- 


grais nos Exercícios 1-46. 


3 
1, | Vy+ldy 
0 
1 
2, 8. [м = dr 
Jo 
т/4 
3. | tg x sec? x dx 
0 
т 
4. а. | 3 cos? х sen х dx 
Jo 
1 
5. а. fra +) а 
0 


EZ 
6. a. [ t( + DB qr 
J0 


! Sr 
7. а. | dr 
Ë J. (4 + 22” 


1 
8. a f AP — 
о (I + v2? 


V 4 
—* de 
0 Vx? + 1 
x 
А ——— dx 
[ Vx* + 9 
т/6 
11. а. / (1 — cos3t) sen 3t dt 
0 


5 t T: 
12. а. ( + ti Э sec” dt 
Í, 5 2 2 


27 
— cosz__ 


0 V4+ ne 


0 
14. a. | — у 
Jan (3 + 2 cos м)? 


13. a. 


1 
is. [VE 66 «24 16 
0 


0 

b. / Му + ld 
-1 
1 

b. [м = ri dr 
-1 


0 
13 | tg x sec? x dx 
—т/4 


3m 
b. | 3 cos? x sen х dx 
2 


т 


1 
b. { PA + D) ч 
=] 


0 
» f. 102 + 1)! qr 


> p ar 


^ 10VWu | 
(1 + п + 22) 
уз 4х 


== dx 
V3 МЛ +1 


P 


b. 


f. T 
——— dx 
-1 Мх +9 


т/3 
b. / (1 — cos 31) sen 31 dt 
т/6 


2 + tg 5 | sec” = dt 
LR 82 2 


т 


т 


22200082 006 


т V4 rre 


ын зеп w 
b. —rI 
f (3 + 2 cos w)? 


b. 


Ї dy 
Л 2Vy(1 + vy) 


17. 


- 
E 


p 


s 3 20 sen 20 4Ө 


3m/2 0 
cotg? sec? 6 40 


0 


К 5(5 — 4 cos r) ^ sen tdt 


L (1 —sen 21)? cos 21 dt 
0 


sent 
2 — cost cos; 


. 4senÜ — 
1 — 4cos0 


— Aa do 


7/2 
5 E (1 + e°%80) cossec? 0 de 38. 


3 


1 
i 1 (4y — y? + 4y3 + 13 (12y? — 2y + 4) dy 
0 
1 
. | (уз + 6y? — 12у + 9712 (y? + 4y — 4) dy 
0 
y л 
9 [Vicos (0%) do 35. | 2 соц É do 
0 7/2 


-1/2 
5 j t 2 sen? ( + 1) dt 36. 
A 


"7/4 4 
| (1 + е!) ѕес2040 37. 
0 


т/12 
n 61g 3x dx 
0 
Їл 2 cos 0 do 
-7/2 1 + (sen0)? 


f _ cossec? x dx 
z/6 1 + (cotg x)? 


9 qe е* dx 
` Jo 1 + е 


б P 4 dt 
“ho (+t) 


1 4ds 


о V4-s 


qe ds 
“dh V9 — 4s? 


2 sec? (sec х) dx 


v2 xVx -1 
/ 2 соѕ (ѕес х) dx 
2N3 хМх? – 1 


pe dy 
Xt. 4y? == 1 


fi vap * dy 
23 yWoy?=1 
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Área 54. 
Determine as áreas totais das regióes sombreadas nos Exercícios 
47-62. 
47. 50. 
20 у= F (соз x)(sen(z + теп x)) 
y 


55. 


x = 12y? — 12y3 


48. 


y = (1 — cosx) sen x 


у = 3(senx)V ] + cos x 


53. 


у= 2х9 — х2 — 5х 


FORA DE ESCALA 


340 Cálculo 


61. 


62. 


Área entre curvas 


93. Determine a área da regiáo em forma de hélice compreendida 


Determine as áreas das regióes compreendidas entre as retas e as 
curvas nos Exercícios 63-72. 


63. у-х2-2 е у-2 


64. у=2х= e y=3 
65. y=x* e y=8x 

66. у=х2-2х е узх 

67. у=? e y=2+4x 


68. у=7-2х2 e у=х2+4 
69. y-x'-4*4 e 2 


2 z xA 


у=х 
70. y = x Va а>0 еу=0 


71. у= У |х] e Sy =x + 6 (Quantos pontos de interseção 
existem?) 

72. у=|?-4| e у= (2/2) +4 

Determine as áreas das regióes compreendidas entre as retas e as 

curvas nos Exercícios 73-80. 


73. x22y), х-0 e y=3 
74. xs? e x=y+2 

75. P-4x=4 e 4x-y=16 
76. x-y} 0 e x+2y=3 
77. x+y=0 e x+32=2 
78. х-у?З=0 e 
79. х= y? - 1 
80. x=y-y e x=2y 


Determine as áreas das regióes compreendidas entre as curvas nos 
Exercícios 81-84. 


81. 42 +y=4 e *-y=1 
82. -y=0 e 32-у=4 
83. х+4у2=4 e х+у%=1, 
84. х+у2=3 e 4x*y?-0 


Determine as áreas das regióes compreendidas entre as retas e as 
curvas nos Exercícios 85-92. 


para x=0 


85. y=2senx e y=sen2x, 0<х<=т 


86. y=8cosx e y=sec2x, -т/3<х=т/3 
87. у=соз(тх/2) e y-1-x* 

88. y2sen(mx/2) e y=x 

89. y-sec?x, y=tg x, хэ-т/4 e х=т/4 


90. x-tg?y e x=-tg y, -п/4=у=т/4 
91. x = 3seny Vcosy e x=0, 0O<y<m5/2 


92. y- sec? (тх/3) e у=х!3, -1xxxl 


94. 


95. 


96. 


97. 


98. 


99. 


100. 


101 


102. 


103. 


104. 


105. 


106. 


entre a curva x ?— у = 0 ea reta x — y — 0. 


Determine a área da regiáo em forma de hélice compreendida 
entre as curvas x — у!/? — 0 ex — у! — 0. 


Determine a área da regiáo, no primeiro quadrante, delimitada 
pelas retas y = x ex = 2, a curva y = 1/x? e o eixo x. 


Determine a área da regiáo "triangular" no primeiro quadrante, 
limitada à esquerda pelo eixo y e à direita pelas curvas y = sen x 
еу=созх. 

Determine a área entre as curvas y = ln x e y = ln 2x de x= 1 
atéx=5. 

Determine a área entre a curva y = tg x e o eixo x de x = —7/4 
até x = 7/3. 


Determine a área da regiáo "triangular" no primeiro quadrante, 
limitada acima pela curva y = e?', abaixo pela curva y ^ e" e à 
direita pela reta x — In 3. 


Determine a área da regiáo "triangular" no primeiro quadrante, 
limitada acima pela curva y = е", abaixo pela curva y = e? 
e à direita pela reta x — 2 In 2. 


Determine a área da região entre a curva y = 2x/(1 + x?) e o 
intervalo —2 = x = 2 do eixo x. 


Determine a área da região entre a curva y = 2'* e o intervalo 
-1 Sx £ 1 do eixo x. 


A regiáo limitada abaixo pela parábola y = x? e acima pela reta 
у = 4 será dividida em duas subsegóes de área igual, sendo 
cortada transversalmente pela reta horizontal y = c. 


a. Esboce a regiào e, através dela, trace a reta y — c, onde pa- 
recer certo. Em termos de c, quais sào as coordenadas dos 
pontos em que a reta e a parábola se cruzam? Adicione-as 
à figura. 

b. Determine c integrando com relação a y. (Isso coloca c nos 
limites de integracáo.) 

c. Determine c integrando com relação a х. (Isso coloca c nos 
limites de integração.) 

Determine a área da regiáo entre a curva y = 3 — x? e a reta 

y = –1 integrando com relação a: a. x; b. y. 

Determine a área da regiáo no primeiro quadrante, limitada 

à esquerda pelo eixo y, abaixo pela reta y — x/4, acima à es- 

querda pela curva y = 1 + Vx e acima à direita pela curva 

y = 2/ Vx. 

Determine a área da regiào no primeiro quadrante, limitada 

à esquerda pelo eixo y, abaixo pela curva x = 2 Vy, acima à 

esquerda pela curva x — (y — 1)? e acima à direita pela reta 

x=3-y. 


107. A figura abaixo mostra o triángulo АОС inscrito па regiáo que 
vai da parábola y = x? até a reta y = a?. Determine o limite da 
razáo entre a área do triángulo e a área da regiáo parabólica 
quando а tende a zero. 


108. Suponha que a área da regiáo entre o gráfico de uma fungáo 
contínua positiva f e o eixo x de x = a até x = b seja 4 unidades 
quadradas. Determine a área entre as curvas y = f(x) e y = 
2f(x) dex=a até x= b. 

Quais das integrais a seguir, se houver alguma, serve para cal- 
cular a área da regiáo sombreada mostrada aqui? Justifique 


sua resposta. 
1 
/ 2x dx 
-1 
1 


а. 1 (x — (—x))dx 

-1 

b. [ame / -2х ах 
-1 -1 


109. 


110. A afirmação a seguir é sempre, às vezes ou nunca verdadeira? 
A área da região entre os gráficos das funções contínuas y = 
f(x) e y = g(x) e as retas verticais x =a e x= b (a < b) é 


b 
f [/(x) — g(x)] dx. 


Justifique sua resposta. 


Teoria e exemplos 


111. Suponha que F(x) seja uma primitiva de f(x) = (sen x)/x, x > 0. 


Expresse 
3 
? sen 2x 


112. Mostre que, se f é contínua, então 


| хов - fa = x) 4%. 
0 0 


113. Suponha que 
1 
/ Хх) dx = 3. 
0 


em termos de F. 
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0 


se a. f é impar, b. f é par. 


Determine 


114. a. Demonstre que se f for impar em [-a, a], entáo 


nnm 


b. Teste o resultado do item (а) com f(x) = sen x ea = 7/2. 
115. Se f é uma função contínua, determine o valor da integral 
a f(x) dx 


ТЗ |, Kot fa-25 


fazendo a substituigáo и = a — x e somando a integral resul- 
tante a /. 


116. Usando substituigáo, prove que, para quaisquer números po- 


sitivos x e y, 
"I. 1 
/ qu = f n 


Propriedade de translacáo para integrais definidas Uma pro- 
priedade básica das integrais definidas é sua invariabilidade sob 
translação, como expresso pela equação 


| хов - [ie * c) dx. (1) 


A equação é válida sempre que f for integrável e definida para 
os valores necessários de x. Por exemplo, a figura a seguir 


mostra que 
-1 1 
/ raya [ов 
-2 0 


porque as áreas das regióes sombreadas 880 congruentes. 


117. Use a substituição para verificar a Equação 1. 

118. Para cada uma das seguintes funções, faça o gráfico f(x) sobre 
[a, b] e f(x + c) sobre [a — c, b — с] para se convencer de que a 
Equação 1 é razoável. 


а. (х) 2x! а-0, b=1, c=1 
b. f(x) =senx, a=0, b =m, с=т/2 


c. f(x) Ух-4, а-4, b=8, с= 5 
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USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 119-122, vocé determinará a área entre as cur- 
vas no plano quando nào puder determinar os pontos de inter- 
segáo usando álgebra simples. Use um SAC para executar os 
seguintes passos: 
a. Trace as curvas conjuntamente para verificar seus aspectos 
e quantos pontos de intersegáo elas possuem. 
b. Use o comando para resolver equagóes numéricas no SAC 
a fim de determinar todos os pontos de intersegáo. 


c. Integre |f(x) — g(x)| sobre pares consecutivos de valores de 
interseção. 
d. Some todas as integrais determinadas no item (c). 


3 х? 1 


119. /(х) = 2 2х + y gx)-2x-1 


4 
120. f(x) — = — 35 + 10, g(x) = 8 — 12х 
121. f(x) = x + sen(2x), g(x) = xš 


3 


122. f(x) = х2 соѕх, g(x) = x) — x 


Capítulo Questóes para guiar sua revisáo 


1. Como vocé poderia estimar, por vezes, grandezas como distán- 
cia percorrida, área e valor médio com somas finitas? Por que 
vocé faria isso? 


2. O que é a notação sigma? Que vantagens ela oferece? Dé 
exemplos. 

3. O que é uma soma de Riemann? Por que vocé poderia conside- 
rar esse tipo de soma? 

4. O que é a norma de uma partigáo de um intervalo fechado? 

5. O que é a integral definida de uma fungáo f ao longo de um 
intervalo fechado [a, b]? Quando vocé pode ter certeza de que 
ela existe? 

6. Qual é a relagáo entre integrais definidas e área? Descreva al- 
gumas outras interpretacóes de integrais definidas. 

7. O que é o valor médio de uma fungáo integrável ao longo de 
um intervalo fechado? A fungáo assume seu valor médio? Ex- 
plique. 

8. Descreva as regras para trabalhar com integrais definidas (Ta- 
bela 5.4). Exemplifique. 


9. O que é o teorema fundamental do cálculo? Por que ele é tào 


importante? Ilustre cada parte do teorema com um exemplo. 


10. O que é o teorema da variação líquida? O que ele afirma sobre 


a integral da velocidade? E sobre a integral do custo marginal? 


11. Discuta como os processos de integração e derivação podem 


ser considerados como “inversos” um do outro. 


12. Como o teorema fundamental fornece uma solugáo para o 


problema de valor inicial dy/dx = f(x), убху) = yy, quando f é 
contínua? 


13. Como a integração por substituição está relacionada com a re- 


gra da cadeia? 


14. Como eventualmente vocé poderia calcular integrais indefini- 


das por substituição? Exemplifique. 


15. Como o método de substituição funciona para integrais defini- 


das? Exemplifique. 


16. Como vocé define e calcula a área da regiào entre os gráficos 


de duas funções contínuas? Dé um exemplo. 
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Somas finitas e estimativas 


1. A figura a seguir mostra o gráfico da velocidade (pés/s) de um 
foguete experimental nos primeiros 8 segundos após seu langa- 
mento. O foguete acelera verticalmente nos 2 segundos iniciais 
e depois plana até alcançar sua altura máxima em / = 8 s. 


Velocidade (pés/s) 


Tempo após o lançamento (s) 


a. Supondo que o foguete tenha sido langado a partir do solo, 
que altura ele atingiu aproximadamente? (Esse é o mesmo 
foguete do Ехегсїсїо 17 da Segáo 3.3, mas náo é necessário 
saber a resposta dele para resolver este exercício.) 


b. Esboce um gráfico da altura atingida pelo foguete em fun- 
ção do tempo para 0 =/= 8. 

2. a. A figura a seguir mostra a velocidade (m/s) de um corpo 
que se desloca ao longo do eixo s durante o intervalo de 
tempo de / — 0 até = 10 s. Qual a distância aproximada que 
о corpo percorreu durante esses 10 segundos? 

b. Esboce um gráfico de s como uma função de / para 0 < / — 10, 
supondo que s(0) = 0. 


Velocidade (m/s) 


0 2 4 6 8 10 
Tempo (s) 


10 10 
3. Suponha que Y a; = —2 e >b, = 25. Determine o valor de 
A [zr 


10 0 
b. Хө — 3а) En - E 


20 20 
4. Suponha que Sa; = 0 e Y b, = 7. Determine os valores de 
ёл £ 


20 
1 2) 
c. ——— 
2-5 
0 


d. Ya -2) 
(1 


20 
а. Say 
k=1 
20 
b. Уа + b) 
= 


Integrais definidas 


Nos Exercícios 5-8, expresse cada limite como uma integral defini- 
da. Depois, calcule a integral para determinar o valor do limite. Em 
cada caso, P é uma partiçào do intervalo dado e os números с, sào 
escolhidos dentro dos subintervalos de P. 


5, то? Уса — 1)? Ахь, onde P é uma partição de (1, 5] 


6. lim БЕ = 


Tu )5 Ax,, onde P é uma partição de [1, 3] 


= 


n 
lim > (zs (2 ) Ах, onde P é uma partição de (-т, 0] 
Ы! 2 


4 im в: (sen су)(сов с) Ах, onde P é uma partição de (0, 7/2] 


9. Se Je 3 f(x) dx = 12, Pro dx=6 e Pe) dx = 2, 
determine os valores a seguir. 


a. f. f(x) dx d. ers a 
-2 -2 


JU A 
Ez 7 

“| g(x) ах 
5 


Se Гр) х = z, /276()4фс-07 e fiel 


determine os valores a seguir. 
2 
d. | V f(x) dx 
0 


a. fio dx 
0 
e. / (ato) — 3/63) de 
0 


2 
b. | «ов 
1 


10. x) dx = 2, 


Área 


Nos Exercícios 11-14, determine a área total da regiào compreendi- 
da entre o gráfico de f e o eixo x. 


11. /х)-х?-4х-43, 0=х=3 
12. х) = 1 (2/4), 2=<x=3 
13. х) =5– 5023, 1 =х=8 


14. f) 21- Vx, 0=х=4 
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Determine as áreas das regiões delimitadas pelas curvas e retas nos 
Exercícios 15-26. 


15. у=х, у= Mx? х=2 


16. y= x, у= М, хэ2 
y=0 


17. Ух + Vy=1, x=0, 


18. х + Vy = 1, 


2 


x=0, y=0, рага 0<х=<1 


x+ Vy= 1, 0=x=1 


19. х=2у2, х-0, y=3 

20. х=4-у, х=0 

21. )/-4х, у=4х-2 

22. у= 4+4, y=4x-16 

23. y=senx, y=x, 0=х= 71/4 

24. у= |ѕепх|, у=1, —r/2 =х= 7/2 

25. у= 2 ѕепх, у= ѕеп 2х, 0<x<7 

26. у= 8 соѕх, у= ѕес2 х, -п/3 =х= т/3 


27. Determine а área da regiáo “triangular” limitada а esquerda 
por x + y = 2, à direita por y =x? e acima por y = 2. 

28. Determine a área da regiào "triangular" limitada à esquerda 
por y = Vx, à direita por y = 6 — x e abaixo por y = 1. 

29. Determine os valores extremos de f(x) = х? — 3x? e a área da 
regiáo delimitada pelo gráfico de f e pelo eixo x. 

30. Determine a área da regiáo cortada do primeiro quadrante pela 
curva x!2 + у!? = q12, 

31. Determine a área total da região delimitada pela curva x = y?? 
e pelas retas x = y e y —-1. 

32. Determine a área total da região entre as curvas y = sen x e y = 
cos x para 0 € x = 377/2. 


33. Área Determine a área entre a curva y = 2(1п x)/x е o eixo 
x de x= 1 аіёх= e. 

34. a. Demonstre que a área entre a curva y = 1/х е o eixo x de 
x= 10 até х = 20 é a mesma área entre a curva e o eixo x 
dex=latéx=2. 

b. Demonstre que a área entre a curva y = l/x e o eixo x de ka 
até kb é a mesma área entre a curva e o eixo x de x — a até 
x=b(0<a<b,k>0). 
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Problemas de valor inicial 


х 
35. Demonstre que у = x? + / la resolve o problema de va- 
1 


lor inicial 
d? y 1 ; 
q 2-1 (1) = 3, y() = 1. 


36. Mostre que y = hola + 2V sec p dt resolve o problema de 
valor inicial 


dy 
E = Vsecxtgx; y'(0 —3, у(0) = 0. 


Expresse as solugóes dos problemas de valor inicial nos Exercícios 
37 e 38 em termos de integrais. 


dy  senx 


37. dx = E) у(5) = —3 
dy 
38. rm V2 – ѕепх, y(-1)=2 
Resolva os problemas de valor inicial nos Exercícios 39-42. 
йу _ 1] _ 
39. = = 2 y(0) = 0 
ар, = l 1 y(0)=1 
“de up Л 
dy _ 1 _ 
41. = a x>1; у(2) = т 
а 
a 2-1 2 — y(0)=2 
dx ы 1—х? 


Cálculo de integrais indefinidas 


Calcule as integrais nos Exercícios 43-72. 


43. E sen x dx 44. [ e»? sec? x dx 


45. nz + | + 2cos (20 + 1)) do 
1 


46. las + 2 sec? (20 — 7) ) do 


s fee a pers 


49. / Vit sen (212/2) de 
50. f өвөө) V ] + secó do 
51. fe sec? (e* — 7) dx 


52, fe cossec (e” + I) cotg(e" + 1) dy 


4 
53. [e 57. 1 uM di 
o dt — 25 
54. f (cossec? х) 85 dy 58. j шш o dv 


! dx (In x)? 
- f Зх —4 59. ¡e 


VI 
[4 — dx 60. ПЕС + Inr) dr 
1 


61. Ї 3% ах 


62. / 28 x sec? x dx 


РА J 6dr 
` J у= (ra 1X 


els 
2 + (х= 1) 


a | == Po m 
VI — 4(+ — 1) 1 + (3x + 1) 


e. f dx 
(2х — 1)V (2x – 1} – 4 


68. 1 di 
(x + 3) V(x + 3)? — 25 


e у х dx ау 
69. | — @<—<— п. | == 
2м — x? Vig !у(1 + y?) 


70. june V sen! x dx - pee 
МІ = х2 — x? 1 + x° 
Cálculo de integrais definidas 


Calcule as integrais nos Exercícios 73-112. 


0 
s. f Sec x tg x dx 
—m/3 


37/4 
90. y cossec z cotg z dz 
т/4 


1 
73. ha (3x? — 4x + 7) dx 
-1 
1 
74. | (882 — 1252 + 5) ds 


75. E —5 dv 


'm/2 
91. [ S(sen)3⁄2 cos x dx 
0 


76. | хэд ах ша 4 
E ds 92. 15 sen 3x cos 3x dx 
-л/2 
* dt 2 
77. J at [ 3 senx cos x 
93. dx 
l ^ va) Jo VI + 3sen x 
4(1 + Vu 7/4 2 
в [a ». [^ — Sex dy 
1 Vu о (1471 ху” 
1! 36dx 123 г) 
gà [td E х ы 14 
о (2x + 1) i | (s 2x) % 
1 dr $ 
80. | — o 2 _ 8) 
о 47-50) %. f € = dx 


І 
81. | x P —xM dx от, Ї ED дү 
1/8 Р 


1/2 
82. | x3 (1 + 9x4) de ов, Ї e?" dw 
—-In2 


ЫГ? №5 
83. f seri Sr dr 99, / e'(3e" + їз? dr 
5 0 


А 
84. E cos? (z _ z) dt 


In9 
100. f ee! — 1)!/2 dg 
0 


85. T sec? 9 de 101. fo + 7 In)! dx 
1 
37/4 2 
86. L cossec? x dx 102. E (ntu 37197 рч 
1 v1 
87. F cotg? Ç dx 103 Ї 222129 
` 0 
1 
20 + 8 In 3 logs 0 
T p Ww ш. f — 00 
1 


/ 
os f 
-34 М9 — 4x? 


106 


1/5 
š [м VA — 25x? 


6 dx / 4у 
109. | === 
yV4y? — 1 
24 dy 


J yVy? — 16 


6 dx 
110. 


2 34 2/3 dy 
107. 43 3 111. — « 
2 j Van |у|[М9у? — 1 
3 dt М6/У5 dy 
108; a п. f — = 
3 -v5  |y[V5y? - 3 

Valores médios 

113. Determine o valor médio de f(x) = mx + b 
a. em [-1, 1] 

b. em [-&, k] 

114. Determine o valor médio de 
а. у= V3x em 10, 3] 

b. y = Vax em [0, a] 

115. Seja f uma funçào derivável em [a, b]. No Capitulo 2, defi- 
nimos a taxa de variaçào média de f ao longo de [a, b] como 

f(b) — fla) 
b=a 
e a taxa de variagáo instantánea de f em x como f'(x). Neste 
capítulo, definimos o valor médio de uma fungáo. Para que a 
nova definigáo de média seja coerente com a anterior, devería- 
mos ter 
хачин = valor médio de f' em [a, b]. 
= 

Isso ocorre? Justifique sua resposta. 

116. É verdade que o valor médio de uma fungáo integrável em um 
intervalo de comprimento 2 é a metade da integral da função 
ao longo do intervalo? Justifique sua resposta. 

117. a. Verifique que / Inxdx=xInx-=x+C. 

b. Determine o valor médio de In x em [1, e]. 

118. Determine o valor médio de f(x) = 1/x em (1, 2]. 


Edno. 


Ed 120. 


Calcule o valor médio da função temperatura 


JG) = 37 sen( ZE (x a юу) + 25 


рага um ano de 365 dias. (Veja о Ехегсїсїо 98 da Segáo 3.6.) 
Essa é uma forma de estimar a temperatura média anual do ar 
em Fairbanks, Alasca. O Servigo Nacional de Meteorologia 
apresenta uma média numérica oficial da temperatura média 
normal diária para o ano de 25,7 °Е, que é ligeiramente mais 
elevada do que o valor médio de f(x). 


Calor específico de um gás A capacidade térmica С é a 
quantidade de calor necessária para elevar a temperatura de 
determinada massa de gás a um volume constante de 1ºC, me- 
dida em cal/ºC.mol (calorias por grau centigrado, por mol). О 
calor especifico do oxigênio depende de sua temperatura T e 
satisfaz a fórmula 


С„= 827 + 105 (267 1,8772). 


Determine o valor médio de C,, para 20°С = Т = 675°C, ea 
temperatura em que ele é atingido. 
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Derivacáo de integrais 


Nos Exercícios 121-128, determine dy/dx. 


121. 


122. 


fe 0 
у= / V2 + cos) t dt 125. у= | e! dt 
J2 Лад? 
Te АА 
y= [* Мата 126. >= f In (2 + 1) 4 
2 1 


123. y = Ї 6 Р " _ [= Ve dt 
uu Tr. och Via 
2 7, 
d -| 21-04 128. у= / Viat 
secx ГС + 1 1 x 
Teoria e exemplos 
129. É verdade que qualquer função y = f(x), derivável em [a, b], é ela 


130. 


131. 


132. 


133. 


134. 


mesma a derivada de uma função em [a, b]? Justifique sua resposta. 
Suponha que F(x) seja uma primitiva de f(x) = V1 + x*. 
Expresse Їл V/1 + x? ах em termos de F e justifique sua 
resposta. 


Determine dy/dx se y = E V1 + 2а. Explique as ргіпсі- 
pais etapas de seu cálculo. 


"0 


Determine dy/dx se у = еек (Q = P) dt. Explique as 


principais etapas de seu cálculo. 

Um novo estacionamento Para atender à demanda por vagas, 
sua cidade destinou a área mostrada aqui a um estacionamento. 
Como vocé é o engenheiro da cidade, a cámara solicitou que 
vocé calculasse se o estacionamento poderia ser construído por 
$ 10.000. O custo para remover a terra será de $ 0,10 por pé 
quadrado, e custará $ 2,00 por pé quadrado para pavimentar o 
estacionamento. O trabalho pode ser feito com $ 10.000? Para 
verificar, use uma estimativa de soma inferior. (As respostas 
podem variar ligeiramente, dependendo da estimativa usada.) 


Ignorado 


Os paraquedistas A e B estào em um helicóptero que paira a 6400 
pés. O paraquedista A salta e, depois de 4 segundos, abre o para- 
quedas. Em seguida, o helicóptero sobe para 7000 pés e permane- 
ce nessa altura. Quarenta e cinco segundos depois que A deixou 
a aeronave, B salta e, 13 segundos mais tarde, também abre o 
paraquedas. Ambos os paraquedistas descem a 16 pés/s com os 
paraquedas abertos. Suponha que eles caiam livremente (sem re- 
sisténcia significativa do ar) antes que os paraquedas abram. 

a. A que altitude o paraquedas de A abre? 

b. A que altitude o paraquedas de B abre? 


с. Que paraquedista aterrissa primeiro? 
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Capítulo 


Teoria e exemplos 


1 1 
1. a. sef 7f(x) dx = 7, 6 verdade que f f(x) dx = 1? 
0 0 


1 
b. Se] f(x) dx = 4e f(x) = 0, é verdade que 
0 


1 
| Vf(x) ax = VA = 22 
0 
Justifique suas respostas. 
2 5 5 
Suponha que / f(x)dx = «f f(x) dx = Fi g(x) dx = 2. 
Ja 2 -2 
Qual das seguintes afirmações é verdadeira? 
2 5 
а. | f(x) ах = —3 b. / (f(x) + g(x) = 9 
5 -2 


€. f(x) = g(x) no intervalo -2 < x « 5 


n" 


3. Problema de valor inicial Mostre que 


у= 3/10 ѕепа(х — t) dt 


resolve o problema de valor inicial 


dy 


ах? 


dp 
f(x), E: —0 e y = Oquando x=0. 


+ а?у 


(Dica: sen (ax — at) = sen ax cos at — cos ax sen at.) 


+ 


» Proporcionalidade Suponha дие x е у estejam relacionados 
pela equagáo 


" 
à 1 
х= | ——aa. 
n VI + 40? 


Mostre que d?y/dx? ё proporcional а y e determine a constante 
de proporcionalidade. 


y 


Determine f(4) se 


a. Fo dt = x cos пх 
0 


f(x) 
b. 1 t? dt = x cos mx. 
0 


6. Determine f(7/2) a partir da seguinte informagáo. 
i) fé positiva e contínua. 
ii) A área sob a curva у = f(x) de x= 0 até x= a é 
2 


a a т 
8-2 + Z cosa. 
2 aa 77:00810 


м 


. А área da regiáo no plano xy delimitada pelo eixo х, a curva y — 


ТОО, f(x) 20 е asretasx=1lex=béiguala Vb? + 1 — v2 


para todo b> 1. Determine f(x). 


so 


Prove que 


| (/ хода) du = no — u) du. 
0 0 0 


(Dica: expresse a integral do lado direito como a diferenga de 
duas integrais. Mostre então que os dois lados da equação têm 
a mesma derivada em relagáo a x.) 


Exercícios adicionais e avancados 


9. Determinação de uma curva Determine a equação para a 
curva, no plano xy, que passa pelo ponto (1, —1) se o coeficien- 
te angular em x é sempre 3х2+ 2. 


10. 


Removendo terra com uma pá Você arremessa com uma 
pá a terra do fundo de um buraco com velocidade inicial de 
32 pés/s. A terra deve ser atirada até 17 pés acima do ponto de 
descarga para cair fora do buraco. Essa velocidade é suficiente 
para retirar a terra, ou seria melhor abaixar? 


Funções contínuas por partes 


Apesar de estarmos principalmente interessados em funções con- 
tínuas, em aplicações práticas, muitas funções são contínuas por 
partes. Uma função f(x) é contínua por partes no intervalo fechado / 
se f tem apenas um número finito de descontinuidades em 1, os 
limites 


lim f(x) e lim f(x) 


existem e são finitos em todos os pontos interiores de /, e os limi- 
tes laterais adequados existem e são finitos nas extremidades de /. 
Todas as funções contínuas por partes são integráveis. Os pontos 
de descontinuidade subdividem / em subintervalos abertos e semia- 
bertos em que f é contínua e o critério de limite citado garante que 
f tenha uma extensão contínua para o fecho de cada subintervalo. 
Para integrar uma função contínua por partes, integramos as exten- 
sões individuais e somamos os resultados. A integral de 


1=% -153Х5«0 
flo) = 422, 0=х< 2 
-4, 2 = x = 3 


(Figura 5.32) em [-1, 316 


fro Pa -»4 foa [ne 
-1 -1 0 2 
х2| х3] P 
AS 


3 
9 


FIGURA 5.32 As funções contínuas por partes como esta são 
integradas parte por parte. 


O teorema fundamental se aplica às funções contínuas por partes 
com a restrição esperada de que (dido) fe f(t) dt seja igual a f(x) 
somente nos valores de x em que f é contínua. Existe uma restrição 
semelhante na regra de Leibniz (veja os Exercícios 31-38). 

Faça o gráfico das funções nos Exercícios 11-16 e integre-as ao 
longo de seus domínios. 


x?5, -85х 

п. fa = {ү 0=х=3 

i к= [375 4zx«0 

ý x? — 4, 0=х=3 
& 0=t 

13. = 

3.50) a 1 == 2 
1-2 0521 

ы: мй =}, зв 15:52 
1, -15х«-1 

15. f(x) 241- x, -1х«1 
2, 1: я 2 
P; —-I<r<0 

16. 10) = < 1 — r2, 0=r<1 
1; l=r=2 


17. Determine o valor médio da função traçada na figura a seguir. 


y 


1 


18. Determine o valor médio da função traçada na figura a seguir. 


y 


o 
N 
w 


Limites 


Determine os limites nos Exercícios 19-22. 
: b dx "EF WE 
1 эйту . lim 2) їр tdt 
19. Jim f 1222 20. mtf g 
; 1 1 1 
И. Jim (5 1 tee) 
22. lim 1 (ei + en +... + етт + е"") 
n= 


Aproximação de somas finitas com integrais 


Em muitas aplicações de cálculo, as integrais são usadas para apro- 
ximar somas finitas — o inverso do procedimento usual de usar 
somas finitas para aproximar integrais. 

Por exemplo, estimemos a soma das raízes quadradas dos primeiros 
n inteiros positivos, VI + № e Vn.A integral 
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! 2232| 2 
[via 3* 1-3 


ё o limite das somas superiores 


1 1 2.1 n 1 
8-14-141--4114 


Мік ++ Vn 


3/2 


Portanto, quando л for grande, 5, ficará próximo de 2/3 e teremos 
Soma de raizes = V1 + V2 +.-- + Vin = S, n ss ан 
A tabela a seguir mostra a previsào que podemos esperar da арго- 


ximação. 


Soma de 


n < (2/3)n*⁄2 Erro relativo 
raízes 
10 22.468 21.082 1,386/22,468 = 6% 
50 239,04 235,70 1,4% 
100 671,46 666,67 0,7% 
1000 21.097 21.082 0,07% 
23. Calcule 
. 1 + 25 + 3 +... + nŠ 
lim r: 
n—00 п 


mostrando que o limite é 


1 
[a 
0 


e calculando a integral. 
24. Veja o Exercicio 23. Calcule 


lim L (13 + 2 +3 +-+ л). 
n—°° n 


25. Seja f(x) uma funçào contínua. Expresse 


como uma integral definida. 
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26. Use o resultado do Ехегсїсїо 25 para calcular 


à lim LO 6d 48), 


n>00 y? 


b. lim (155 + 2/5 + 355 ++ n’), 
n—° р 


1 т 27 37 
sen, + sen + sen, 


z пт 
с. lim +. + sentir), 


п-»со ñ 


O que pode ser dito sobre os limites a seguir? 
d. lim 15 (15 + 215 + 315 +--+ п) 
n>% y 


e. lim — (115 + 215 + 315 +++ n!5) 
n> y 


27. a. Demonstre que a área А, de um polígono regular de л lados 
em um círculo de raio r é 
2 
nr 27 
An = EN sen”. 
. Determine o limite de A, quando n — оо. Essa resposta é 
consistente com o que você conhece sobre a área de um cir- 
culo? 


28. Seja 


т 


pe w 


п n n? 


Para calcular lim, , $,, demonstre que 


2 2 2 
1 1 2 п — 1 
5110) 0) ++ (5)) 
e interprete 5, como uma soma que aproxima a integral 


1 
f x? dx. 
0 


(Dica: divida [0, 1] em л intervalos de comprimentos iguais e 
escreva a soma de aproximação usando os retângulos inscritos.) 


Definição de funções usando o teorema fundamental 


29. Função definida por uma integral O gráfico de uma fun- 
gáo f consiste em um semicírculo e dois segmentos de reta, 


conforme mostrado. Seja g(x) = Л HO at. 


a. Determine g(1). 

b. Determine g(3). 

c. Determine g(-1). 

d. Determine todos os valores de x no intervalo aberto (3, 4) 
em que g tenha um máximo relativo. 

e. Escreva uma equação para a reta tangente ao gráfico de g 
emx=-1. 


f. Determine a coordenada x de cada ponto de inflexão do 
gráfico de g no intervalo aberto (-3, 4). 


g. Determine a imagem de g. 

30. Equação diferencial Demonstre que as duas condições são 
H . т 

satisfeitas por у = senx + 1 cos 21 dt + 1: 

i) y" =-sen x+ 2 sen 2x 

ii) y= 1 e y' = —2, quando x = т. 
Regra de Leibniz Às vezes, em aplicações, encontramos funções 
como 


x 2Vx 
(I+)d4 e gax) = f. sen t? dt, 


senx х 


fix) = 


definidas por integrais que apresentam simultaneamente limites 
variáveis de integração superiores e inferiores. A primeira integral 
pode ser calculada diretamente, mas a segunda, náo. Entretanto, 
podemos determinar a derivada de qualquer uma das integrais por 
meio da fórmula denominada regra de Leibniz. 


Regra de Leibniz 


Se f for contínua em [a, 5] e se u(x) e v(x) forem funções 


deriváveis de х, cujos valores situam-se em [a, b], entáo 


A Figura 5.33 fornece uma interpretação geométrica da regra de 
Leibniz. Ela mostra um tapete de largura variável /(/) que é enrola- 
do à esquerda no mesmo instante х em que é desenrolado à direita. 
(Nessa interpretação, o tempo é x, e não t.) No instante x, o chão está 
coberto de u(x) até v(x). A taxa du/dx na qual o tapete é enrolado 
nào precisa ser a mesma taxa dv/dx na qual o carpete é desenrolado. 
Em qualquer instante dado x, a área coberta pelo tapete será 


vix) 
Ft) dt. 


ux) 


A(x) = 


Enrolando 


Su) 


Desenrolando 
fu) 


у= А) 


vo) 
AQ) = | f(0 а 


u(x) 


FIGURA 5.33  Enrolando e desenrolando um tapete: uma 
interpretagáo geométrica para a regra de Leibniz: 


A = (460) 42 — fub) 8. 


A que taxa a área coberta varia? No instante х, А(х) cresce pela 
largura f(v(x)) do tapete sendo desenrolado vezes a taxa dv/dx do 
tapete sendo desenrolado. Ou seja, А(х) aumenta à taxa 


¡AN e. 


Ao mesmo tempo, А diminui à taxa de 


fu 4, 
a largura na ponta que é enrolada vezes a taxa du/dx. A taxa líquida 
de variação em 4 é 


du 
ах? 


44 = f(v(x)) 42 — f(u(x)) 


que é precisamente а regra de Leibniz. 
Para demonstrar a regra, seja F uma primitiva de f em [a, ^]. Então, 


vix) 
; fü) dt = F(v(x)) — F(u(x)). 


ut 


Derivar os dois lados dessa equação com relação a x resulta na equa- 
gáo que queremos: 


d vix) _ а 
PE ” Л) dt = + ES 221 


- Foo) - Fut) 4 Regra da cadeia 
UNE UN 


Use a regra de Leibniz para determinar as derivadas das fungóes nos 
Exercícios 31-38. 


31. f(x) = ЕС 
» 


гт, Y 
34. sw = Ја 36. у = А Int dt 


Vx 
e 
35. y = | In Vi dt 37. y 
х2/2 


Inx 
f sen e' dt 
0 
38. у= / _Intdt 
[avi 


Teoria e exemplos 


39. Use a regra de Leibniz para determinar o valor de x que maxi- 
miza o valor da integral 


х+3 
/ (5 — t) dt. 


40. Para quais x > 0 tem-se х(7) = (x")'? Justifique sua resposta. 
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. Determine as áreas entre as curvas y = 2(log, x)/x e y = 
2(log, x)/x e o eixo x de x = | até x = e. Qual é a proporção 
da área maior para a menor? 

. a. Determine df/dx se 


fo) -Г 2101 dy, 


b. Determine /(0). 
€. O que se pode concluir sobre o gráfico de f? Justifique sua 
resposta. 
t 
1-1 


dt. 


x 
. Determine f'(2) se f(x) = e* е g(x) = | 
. Use а figura a seguir para demonstrar que E 


т/2 E 1 
senx dx = = — sen ! x dx. 
0 2 0 


Explique o que ocorre em cada caso. 
a. 


(Fonte: NELSON, Roger B. College Mathematics Journal, v. 24, 
n. 2, mar. 1993. p. 165.) 
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Capítulo Projetos de aplicacáo de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Uso de somas de Riemann para estimar áreas, volumes e comprimentos de curvas 

Visualize e aproxime áreas e volumes na parte 1. 

Somas de Riemann, integrais definidas e o teorema fundamental do cálculo 

As partes 1, II e III apresentam somas de Riemann e integrais definidas. A parte IV dá continuidade ao desenvolvimento da 
soma de Riemann e integral definida usando o teorema fundamental para resolver os problemas anteriormente investigados. 
Coletores de chuva, elevadores e foguetes 

A parte 1 ilustra que a área sob a curva é a mesma que a de um retángulo apropriado para exemplos extraídos do capítulo. Vocé 
calculará a quantidade de água acumulada em bacias de formas diferentes á medida que a bacia é preenchida ou drenada. 
Movimento ao longo de uma reta, parte П 

Você observará o formato de um gráfico por meio de animações impressionantes das relações de derivação entre posição, 
velocidade e aceleragáo. As figuras do texto podem ser animadas usando esse software. 

Curvamento de vigas 

Estude formatos de vigas curvadas, determine suas deflexões máximas, concavidades e pontos de inflexão e interprete os re- 
sultados em termos de compressáo e tensáo da viga. 


б.1 


P, Seção transversal 5 (х) 


"s com área A(x) 


FIGURA 6.1 Seção transversal S(x) do 
sólido 5 formado pela intersegáo de S 
com um plano Р, perpendicular ao eixo x 
através do ponto x no intervalo [a, 5]. 


Volumes por secóes transversais 


АРШСАС ОЕ$ DAS INTEGRAIS 
DEFINIDAS 


VISÃO GERAL No Capítulo 5, vimos que uma função contínua em um intervalo 
fechado tem uma integral definida, que é o limite de qualquer soma de Riemann 
para a fungáo. Demonstramos que podemos calcular integrais definidas usando o 
Teorema Fundamental do Cálculo. Descobrimos também que a área sob uma curva 
e a área entre duas curvas podem ser calculadas como integrais definidas. 

Neste capítulo, ampliaremos as aplicações das integrais definidas para deter- 
minar volumes, comprimentos de curvas planas e áreas de superfícies de revolução. 
Usaremos também integrais para resolver problemas físicos que envolvem o traba- 
1һо realizado por uma força, a força de fluido contra uma parede bidimensional e a 
localizagáo do centro de massa de um objeto. 


Nesta seção, definiremos volumes de sólidos utilizando as áreas de suas seções 
transversais. Uma segáo transversal de um sólido 5 é a regiáo plana formada pela 
intersegáo de 5 com um plano (Figura 6.1). Apresentaremos trés métodos diferentes 
para a obtenção das seções transversais apropriadas para determinar o volume de 
um sólido em particular: o método do fatiamento, o método do disco e o método 
do anel. 

Suponha que desejamos determinar o volume de um sólido 5 como o da Figura 
6.1. Iniciaremos estendendo a definigáo de cilindro dada pela geometria clássica 
para sólidos cilíndricos com bases arbitrárias (Figura 6.2). Se o sólido cilíndrico 
tem uma área de base conhecida А e altura Л, entáo o volume do sólido cilíndrico é 


Volume = área X altura = A : À. 


Essa equação constitui a base para a definição dos volumes de muitos sólidos 
que náo sáo cilindros, como o da Figura 6.1. Se a segáo transversal do sólido S em 
cada ponto x no intervalo [a, b] é uma região S(x) de área A(x), e А é uma função 
contínua de х, podemos definir e calcular o volume do sólido 5 como a integral de- 
finida de A(x). Agora mostraremos como essa integral é obtida por meio do método 
do fatiamento. 


h: = altura 
Regiáo plana cuja Sólido cilíndrico baseado na região 
área conhecemos Volume = área de base x altura = Ah 


FIGURA 6.2 Sempre definimos o volume de um sólido cilíndrico 
como sua área de base vezes a sua altura. 
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Fatiando por planos paralelos 


Dividimos [a, b] em subintervalos de largura (comprimento) Ах, e fatiamos o 
sólido, como faríamos com um pedago de páo, por planos perpendiculares ao eixo x 
nos pontos de partição a =x, «x, < + < x, = b. Os planos Po perpendiculares ao eixo 
x nos pontos de partição, dividem Š em “fatias” (como as fatias de um pedaço de pão 
de forma). A Figura 6.3 mostra uma fatia típica. Aproximamos a fatia situada entre 
o plano em x, үе o plano em x, usando um sólido cilíndrico com área de base A(x,) e 
altura Ax, = x, — x, | (Figura 6.4). O volume V, desse sólido cilíndrico é A(x,) * Ax, 
que é aproximadamente o mesmo volume da fatia: 


Volume da k-ésima fatia = V, = A(x,) Ах, 


O volume Y do sólido inteiro 5 6, por conseguinte, aproximado pela soma des- 
FIGURA 6.3 Fatia fina típica do sólido 5. ses volumes cilíndricos, 


И ғ 59 = 2469 Axk. 


y 
A 


o8 Isso é uma soma de Riemann para a fungáo A(x) em [a, b]. Esperamos que as apro- 
cilindro . ГЭ x H mes 

aproximador com base ximações dessas somas melhorem à medida que a norma da partição de [a, b] tenda a 
em S(x,) tem altura zero. Tomando uma partigáo de [a, b] com n subintervalos e ||P|| — 0, teremos 


Ax, = Xk Худ n b 
lim > A(x1) Ах, = f А(х)ах. 


n>% į] 


Plano em xg; 


Assim, determinamos a integral definida, que é o limite dessas somas de Rie- 
mann, como o volume do sólido 5. 


DEFINIÇÃO O volume de um sólido de área de seção transversal integrável 
A(x) de x = a até x = b é a integral de А de a até b, 


"al F ы p 
A base do cilindro Pa 1 А(х) ах. 
а 


é a região S(x,) 
com a área A(x,) 


FORA DE ESCALA 


-- " Essa definição se aplica sempre que A(x) for integrável e, em particular, quando 
FIGURA 6.4 А fatia fina do sólido for contínua. Para aplicar a definição para o cálculo do volume de um sólido, siga 


mostrada na Figura 6.3 é ampliada aqui 
e aproximada pelo sólido cilíndrico com 
base S(x,), que tem área A(x,) e altura 


os passos abaixo: 


Cálculo do volume de um sólido 


Ax, 7 x,- X, a. 
1. Esboce o sólido e uma segáo transversal típica. 
2. Determine uma fórmula para A(x), a área de uma seção transversal típica. 


3. Determine os limites de integração. 


4. Integre A(x) para determinar o volume. 


EXEMPLO 1 Uma pirámide com 3 metros de altura tem uma base quadrada com 
3 metros de lado. A secào transversal da pirámide, perpendicular à altura e a x me- 
tros abaixo do vértice, é um quadrado com x metros de lado. Determine o volume 
da pirámide. 


Solução 
1. Um esboço. Desenhamos a pirâmide com sua altura ao longo do eixo x e seu 
vértice na origem, e incluímos uma seção transversal típica (Figura 6.5). 


Segáo transversal típica 


FIGURA 6.5 Ав seções transversais da 
pirámide do Exemplo 1 sáo quadradas. 


FIGURA 6.6 Cunha do Exemplo 2, 
cortada perpendicularmente ao eixo x. 
As seções transversais são retângulos. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Bonaventura Cavalieri S 


(1598-1647) 
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2. Uma fórmula para A(x). A segáo transversal em x é um quadrado com x metros 
de lado, portanto sua área será 


A(x) =. 


3. Os limites de integração. Os quadrados estendem-se de x = 0 até x = 3. 
4. Integre para determinar o volume: 


3 3 3$ 
v= [аа [28-5] = 9m. 
0 0 0 ñ 


EXEMPLO 2 Uma cunha curva de um cilindro circular de raio 3 foi cortada por 
dois planos. Um plano é perpendicular ao eixo do cilindro. O segundo plano atra- 
vessa o primeiro plano а um ángulo de 45° no centro do cilindro. Determine o 
volume da cunha. 


Solução Desenhamos a cunha e esbogamos uma seção transversal típica perpendi- 
cular ao eixo x (Figura 6.6). A base da cunha na figura é o semicírculo com x > 0 
cortado do círculo x? + y? = 9 pelo plano de 45º, quando este cruza o eixo y. Para 
qualquer x no intervalo [0, 3], os valores de y nessa base semicircular variam de 


y= V9 —xa y= Мэ - х2. Quando fatiamos a cunha por um plano per- 
pendicular ao eixo x, obtemos uma seção transversal em x, que é um retângulo de 
altura x cuja largura se estende em toda a base semicircular. A área dessa seção 
transversal é 


A(x) = (altura)(largura) = (х)(2%9 — x?) 
D Z. 


Os retângulos se estendem de x = 0 a x = 3, então obtemos 


2 3 
y= ana [55-98 
а 0 


з Sejan=9-x, 
du =-2x dx, integre e 
o substitua novamente. 


= -i( эв epa] 


E 2 (gy? 
=0+ 3 (9) 
= 18. & 


EXEMPLO 3 О princípio de Cavalieri diz que os sólidos com a mesma altura e 
com as áreas das seções transversais iguais em cada altura têm o mesmo volume 
(Figura 6.7). Isso se segue imediatamente à definição de volume, pois a função área 
de seção transversal A(x) e o intervalo [a, b] são os mesmos para ambos os sólidos. 


bl. _ Mesmo volume 


Tua 
4 
1 


ap 


Mesma área de seção 
transversal em todos os níveis 


FIGURA 6.7 Principio de Cavalieri: esses sólidos têm o mesmo 
volume, o que pode ser ilustrado com pilhas de moedas. à 
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y Sólidos de revolucáo: o método do disco 


O sólido obtido com a rotacào (ou revolugáo) de uma regiáo plana em torno de 
um eixo em seu plano é chamado de sólido de revolução. Para determinar o volume 
de um sólido como o da Figura 6.8, é preciso observar que a área da segáo transver- 
sal A(x) é um disco de raio R(x), a distáncia entre a fronteira da regiáo bidimensional 
e o eixo de revolução. A área é, portanto, 


A(x) = r(raio)? = z[R(x)]2. 


Assim, obtém-se a definição do volume, nesse caso 


»=% " Volume pelos discos de rotacáo em torno do eixo x 


- " ° 
С (2 v= [ада | тәр. 
Ll | 


Esse método para calcular o volume de um sólido de revolugáo geralmente 6 
E denominado método do disco, pois uma segáo transversal é um disco circular de 
Disco raio R(x). 


EXEMPLO 4 А regiáo entre a curva y = Vx,0=<x<4,e o eixo x gira em 


e torno do eixo x para gerar um sólido. Determine seu volume. 


FIGURA 6.8 Região (a) e sólido de 


revolugáo (b) no Exemplo 4. Solução Desenhamos figuras que mostram a região, um raio típico e o sólido obtido 
(Figura 6.8). O volume é 


b 
v= f т|К(х)р dx 
4 = 
| "| х dx Raio R(x) = Vx para 
0 


rotação em torno do eixo x. 


11 
3 
= 
= 
& 
ll 
3 
MIR, 
Ss > 
II 
3 
ёы 
| 
оо 


EXEMPLO 5 O círculo 
e+p =a 
é girado em torno do eixo x para gerar uma esfera. Determine seu volume. 


Solução Imaginamos a esfera cortada em fatias finas por planos perpendiculares ao 
eixo x (Figura 6.9). A área de seção transversal em um ponto típico x entre —a e a é 


Raio R(x) = Va? — x? para 
rotação em torno do eixo x. 


Alx) = ту? = ría? — x?). 


Portanto, o volume é 


5 2 2 х? É 4 
V = / A(x) dx J т(а? — x2) dx = т|а?х 3 3 та". 
ын a 


a 


O eixo de revolução no exemplo a seguir não é o eixo x, mas a regra de cálculo 
do volume é a mesma: integre (raio)? entre os limites apropriados. 


EXEMPLO 6 Determine o volume do sólido obtido com a rotação da região limi- 
tada por у = Vx e as retas y = 1, x = 4 em torno da reta y = 1. 
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А(х) = ría? - x2) 


X 


' х?+у?=а? 


X 


х 


----------Эт-------г--чШ 


` 


FIGURA6.9 Esfera gerada pela rotaçào do círculo 
х? + y2 = а? em torno do eixo x. O raio é 
R(x) = у = Va? — x? (Exemplo 5). 


Solução Desenhamos figuras que mostram a região, um raio típico e o sólido obtido 
(Figura 6.10). O volume é 


И = f m[R(x)P ах 
1 


Raio R(x) = Vx — 1 


f vie 
mf [2e 1] ax 


Tm 


para a rotagáo em torno 
dey=1 


Expandir integrando, 


Integre. 


=X 2 3/2 wm 
-4Ё 2:3x TE 6^ 


FIGURA 6.10 


Regiáo (a) e sólido de revolugáo (b) no Exemplo 6. 


Para determinar o volume de um sólido obtido com a rotação de uma região 
entre o eixo y e a curva x = A(y), c € y < d, em torno do eixo y, usamos o mesmo 
método com x trocado por y. Nesse caso, a segáo transversal circular é 


A(y) = m[raioP = т[К(у)]?, 


е obtém-se a definigáo de volume 
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FIGURA 6.11 Região (a) e parte do 
sólido de revolugáo (b) no Exemplo 7. 


Volume pelos discos de rotacáo em torno do eixo y 


d d 
И = J AQ) dy = j TIRO) ау. 


EXEMPLO 7 Determine o volume do sólido obtido com a rotação, em torno do 
eixo y, da região entre o eixo yea curva x = 2/у, 1€ y € 4. 


Solução Desenhamos figuras que mostram a região, um raio típico e o sólido obtido 
(Figura 6.11). O volume é 


4 
үе f TROY dy 

1 

4 ү 
= 214 

[ =) ° 

“e= anla] = am 
ау = 4 4 Зт. 
Я! y! 17 т y |, 7/4 т 


EXEMPLO З Determine o volume do sólido obtido com a rotação, em torno da 
reta х = 3, da região entre a parábola x = y? + 1 e a reta x = 3. 


Raio R(y) = 2 рага 
rotação em torno do eixo v 


Solução Desenhamos figuras que mostram a região, um raio típico e o sólido obtido 
(Figura 6.12). Observe que as seções transversais são perpendiculares à reta x = 3 e 


têm as coordenadas y de y = —V2 a y = V2. O volume é 
ын 2 
F= f т[К(у)] dy y= + V2 quando x =3 
va m Raio R(y) = 3 — (у? + 1) 
= V5 т|2- y Y dy para a rotação em torno do eixo x= 3 


Expandir integrando. 


va ; 4 
4 — 4y? + y] d: 
“Га y? + yo] dy 


‚5 ТУ? 
= п|4у — 4,3 + Y Integre. 
3 3 A 
26m V2 
15 ` 
y Куу=3—(у? +1) Ry) = 2— y? 
v2 
y > 
Lx lor 
0 5 
-v2 
(a) (b) 


FIGURA 6.12 Região (a) e sólido de revolução (b) no Exemplo 8. 
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(х, К(х)) 
(x, г(х)) 


y =R(x) -- 


y-r(x) 


FIGURA 6.13 Аз seções transversais do sólido de revolução obtido aqui são anéis, e nào discos, então a integral 
f а АО) dx conduz a uma fórmula ligeiramente diferente. 


R(x) =-x +3 


= -х+ 3 
г(х) = х2 +1 2) 
SNy= +1 
Intervalo de 2. х 
integração 
(a) 


(2,5) | 
e. N 


К(х) = -х + 3 


(1,2) 
18. 
x 
I 
! 


om 
Seção transversal em forma de anel 
Raio externo: R(x) = -x + 3 


Raio interno: r(x) = x? + 1 
(b) 


Т 
г(х) = х? + 1 


FIGURA 6.14 (а) Regiáo do Exemplo 

9 varrida por um segmento de reta 
perpendicular ao eixo de revolução. (b) 
Quando a regiào gira em torno do eixo x, o 
segmento de reta gera um anel. 


Sólidos de revolucáo: o método do апе! 


Se a regiào que giramos para gerar um sólido nào atingir ou atravessar o eixo 
de revolução, o sólido resultante terá um orifício no meio (Figura 6.13). As seções 
transversais perpendiculares ao eixo de revolução são anéis (a superfície circular 
sombreada na Figura 6.13), e não discos. As dimensões de um anel típico são 


Raio externo: R(x) 


Raio interno: r(x) 


A área do anel é 
A(x) = TEROP — т[г(х)]? = z([R(x)]2 — [г(х)]?). 


Por conseguinte, a definição do volume, neste caso, resulta em 


Volume pelos anéis de rotacáo em torno do eixo x 


b b 
үз | А(х) ах = | т([К(х)]? — (нээр) ах. 


Esse método para calcular o volume de um sólido de revolugáo é chamado de 
método do anel, pois a fatia é um anel circular de raio exterior R(x) e raio interior r(x). 


EXEMPLO 9 А região limitada pela curva y =x? + 1 e pela reta y = —x + 3 é girada 
em torno do eixo x para gerar um sólido. Determine o volume do sólido. 


Solucáo Usamos os quatro passos para o cálculo do volume de um sólido tal como 

discutido no início dessa segáo. 

1. Desenhe a regiáo e esboce um segmento de reta que a atravesse perpendicular- 
mente ao eixo de revolugáo (o segmento em cinza na Figura 6.14a). 


2. Determine os raios interno e externo do anel que seriam varridos pelo segmento 
de reta se ele girasse em torno do eixo x, juntamente com a regiáo. Esses raios 
sáo as distáncias dos extremos dos segmentos de reta ao eixo de revolugáo (Fi- 
gura 6.14). 


Raio externo: R(x) =-x + 3 


Raio interno: r(x) =x2 + 1 


358 Cálculo 


(2,4) 


Intervalo de integracáo 


(a) 


FIGURA 6.15 (a) Regiào sendo girada 
em torno do eixo y, raios do anel e limites 
de integracào do Exemplo 10. (b) Anel 
obtido com a rotacào do segmento de reta 
da parte (a). 


3. Encontre os limites de integracào, determinando as abscissas dos pontos de in- 
tersegáo da curva com a reta na Figura 6.14a. 


+1=-х+3 
х2 +х-2 = 0 
(х + 2)(х — 1) = 0 


хэ-2, х= | Limites de integração 


4. Calcule a integral de volume. 


b 
И = [ TROP — [г(х)]?) ах Rotaçào em torno do eixo х 
a 
== [ne ds 3)? - (x? de 1)?) dx Valores dos passos 2 e 3 
-2 
1 
т | (8 — 6x = x? — x!) dx Simplifique algebricamente. 
-2 
3 5]! 
- sais хэмж ы nl 
- та 3x 3 5 L 5 


Para determinar o volume de um sólido obtido com a rotagáo de uma regiáo em 
torno do eixo y, usamos o mesmo procedimento do Exemplo 9, mas integramos 
em relação a y em vez de x. Nessa situação, o segmento de reta cuja rotação gera 
um anel típico é perpendicular ao eixo y (o eixo de revolução), e os raios interno e 
externo do anel são funções de y. 


EXEMPLO 10 A região compreendida entre a parábola y = x? e a reta y = 2x no 
primeiro quadrante gira em torno do eixo y para gerar um sólido. Determine o vo- 
lume do sólido. 


Solução Primeiro, esboçamos a região e traçamos um segmento de reta que cruze 
perpendicularmente o eixo de revolução (eixo у). Veja a Figura 6.15a. 

Os raios do anel obtidos pelo segmento de reta são R(y) = Му, r(y) = y/2 
(Figura 6.15). 

A reta e a parábola se cruzam em y = 0 e y = 4, assim os limites de integragáo 
são c = 0 e d = 4. Integraremos para determinar o volume: 


d 
үе [ TIRO)? — [r(y)]2) dy Rotação em torno do eixo y 


š 2 2 А : - 
У Substitua pelos гаіоѕ e pelo limite 
/ "(М Е Ë] ) dy de integração. 
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Volumes por fatiamento 8. A base de um sólido é a regiáo limitada pelos gráficos de 
у= Vxe y 7 x/2. As seções transversais perpendiculares ao 


Nos Exercícios 1-10, determine os volumes dos sólidos. w © 
eixo х são 


1. O sólido está situado entre planos perpendiculares ao eixo x 
em x = 0 e x = 4. As seções transversais perpendiculares ао 
eixo no intervalo O < x < 4 são quadrados cujas diagonais se 


a. triângulos isósceles de altura 6. 


b. semicírculos com diámetros que se estendem através da 
base do sólido. 


estendem da parábola у = — V à parábola у = Vx. 9. O sólido está situado entre planos perpendiculares ao eixo у 
2. O sólido está situado entre planos perpendiculares ao eixo x ет у = 0 е у = 2. As seções transversais perpendiculares ao 

em x = —1 ex = 1. As seções transversais perpendiculares ao eixo у sáo discos circulares com diámetros que se estendem 

eixo x sáo discos circulares cujos diámetros se estendem da do eixo y á parábola x = Му? 

parábola у = х? à parábola y = 2 — x". 10. A base do sólido é o disco x? + y? < 1. As seções transversais 


por planos perpendiculares ao eixo y entre y = —l e y = 1 são 
triángulos retángulos isósceles com um cateto no disco. 


3. O sólido está situado entre planos perpendiculares ao eixo x em 
x=-lex= 1. Аз seções transversais perpendiculares ao eixo 
x entre esses planos são quadrados cujas bases se estendem do 


semicírculo y = — V1 — x? ao semicírculo y = V 1 — x°. 11. Determine o volume do tetraedro dado. (Sugestão: considere 
4. O sólido está situado entre os planos perpendiculares ao eixo fatias perpendiculares às bordas rotuladas.) 


x em x = —1 ех = 1. As seções transversais perpendiculares 
ao eixo x entre esses planos sào quadrados cujas diagonais 
se estendem do semicírculo y = — V 1 — x2 ao semicírculo 


у= МІ — х2. 


5. A base de um sólido é a região entre a curva у = 2V senx e 
o intervalo (0, 7] no eixo x. As seções transversais perpendi- 
culares ao eixo x sáo 
a. triángulos equiláteros com bases que se estendem do eixo x 

á curva, como mostra a figura a seguir. 


12. Determine o volume da pirámide dada, que tem uma base qua- 
drada de área 9 e altura 5. 


b. quadrados com bases que se estendem do eixo x á curva. 
6. O sólido está situado entre planos perpendiculares ao eixo x 


5 š 3 
em x = —7/3 e x = 7/3. As seções transversais perpendiculares 
ao eixo х sáo 3 
a. discos circulares com diámetros que se estendem da curva 
y = tg x à curva y = sec x. 13. Sólido torcido Um quadrado de lado s está situado em um 
b. quadrados cujas bases se estendem da curva y = tg x à curva plano perpendicular à reta L. Um vértice do quadrado se en- 
y = sec x. contra em L. А medida que esse quadrado se desloca uma dis- 


táncia h ao longo de L, ele faz uma revolução em torno de 
L para gerar uma coluna semelhante a um saca-rolhas com 
seções transversais quadradas. 


7. A base de um sólido é a região limitada pelos gráficos de 
у = 3x, у = бех = 0. As seções transversais perpendiculares 


ao eixo х 580 


à. retângulos de altura:10. a. Determine o volume da coluna. 


b. retángulos de perímetro 20. b. Qual será o volume se o quadrado girar duas vezes em vez 


de uma? Justifique sua resposta. 
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14, Princípio de Cavalieri Um sólido está situado entre planos 
perpendiculares ao eixo x em x = 0 e x= 12. As seções trans- 
versais perpendiculares ao eixo x sào discos circulares cujos 


diámetros vào da reta y = x/2 à reta y = x, conforme mostra a 


figura a seguir. Explique por que o sólido tem o mesmo volu- 
me que um cone circular reto com raio de base 3 e altura 12. 


Volumes pelo método do disco 


Nos Exercícios 15-18, determine o volume do sólido obtido com a 


rotação da região sombreada em torno do eixo dado. 
15. Em torno do eixo x 17. Em torno do eixo y 


y 


18. Em torno do eixo x 


y y 
у = sen x cos x 


z 
2 


Determine os volumes dos sólidos obtidos com a rotaçào das regi- 
без limitadas pelas retas e curvas nos Exercícios 19-28 em torno do 
eixo x. 


19. y-x? у-0, x=2 21. y = 
20. у=, у=0, х-2 22. у=х—?, 
23. у= Vcosx, 0<x<7/2, у-0, x=0 
24. y = sec x, 


25, per, 


9 — x2, y=0 
y=0 


y=0, хэ-т/4, х=т/4 


y=0, x=0, х=1 


26. A região entre a curva y = V cotgx e o eixo x de x = 7/6 a 
х=т/2. 

27. A regiáo entre a curva y = VQ V») eoeixoxdex- l/4a 
x-4. 

28. у=е“!, y=0, 


Nos Exercícios 29 e 30, determine o volume do sólido obtido com a 
rotacào da regiào em torno da reta dada. 


x=1, x23 


29. A regiào, no primeiro quadrante, limitada acima pela reta 
у= va, abaixo pela curva y = sec x tg x e á esquerda pelo 
eixo y, em torno da reta y = V2, 

30. A regiáo, no primeiro quadrante, limitada acima pela reta 
y = 2, abaixo pela curva y = 2 sen x, 0 < x € 7/2 e à esquerda 
pelo eixo y, em torno da reta y = 2. 

Nos Exercícios 31-36, determine o volume dos sólidos obtidos com 
a rotacào das regióes limitadas pelas retas e curvas em torno do 
eixo y. 

31. A regiào limitada por x — V5 y?, x—0,y--1ly-1 

32 y=2 

33. Aregiãolimitadaporx = V2sen2y, 0 < y = 7/2, x=0 

34. A região limitada por V cos (1ry/4), —2<у<0, х-0 

35. x=2/Vy+1, x=0, y=0, y=3 

36. x= V2y/( y? +1) x20, у=1 


Volumes pelo método do anel 


Nos Exercícios 37 e 38, determine o volume dos sólidos obtidos 
com a rotação das regiões sombreadas em torno dos eixos indicados. 


37. Oeixox 38. O eixo y 


y y 


A região limitada porx = у%?, х= 0, 


у = Vcos x 


Nos Exercícios 39-44, determine o volume dos sólidos obtidos com 
a rotaçào das regióes limitadas pelas retas e curvas em torno do 
eixo х. 


39. y=x, y=1, x=0 

40. y=2Vx, y=2 x=0 

41. y=Y+1, y=x+3 

42. у-4-3, у-2-х 

43. y = secx, у= Va, —т/4 = x = 1/4 
44. y=secx, y=tgx, x-0, x=1 


Nos Exercícios 45-48, determine o volume do sólido obtido com a 
rotagáo de cada regiáo em torno do eixo y. 

45. A regiáo limitada pelo triángulo com vértices em (1, 0), 
(2, 1) e(1, 1). 

46. A regiáo limitada pelo triángulo com vértices (0, 1), (1, 0) e 
(1,1). 

47. A região, no primeiro quadrante, limitada acima pela parábola 
у = х?, abaixo pelo eixo x e à direita pela reta x = 2. 

48. A região, no primeiro quadrante, limitada à esquerda pelo сїг- 
culo x? + у? = 3, à direita pela reta x = V3 e acima pela reta 
у= VA. 

Nos Exercícios 49 e 50, determine o volume do sólido obtido com a 
rotagáo de cada regiáo em torno do eixo dado. 

49. A regiáo, no primeiro quadrante, limitada acima pela curva 


y = x2, abaixo pelo eixo х e à direita pela reta x = 1 em torno 
da reta x = –1. 


50. 


A regiáo, no segundo quadrante, limitada acima pela curva 
y = =, abaixo pelo eixo x e à esquerda pela reta x = –1 em 
torno da reta x = —2. 


Volumes de sólidos de revolução 


51. 


52. 


53. 


54. 


Determine o volume do sólido obtido com a rotação da região 
limitada por y = Vxe pelas retas y = 2 e x = 0 em torno 

с. da reta y=2. 

d. da reta x = 4. 


a. do eixo x. 
b. do eixo y. 
Determine o volume do sólido obtido com a rotação da região 
triangular limitada pelas retas y = 2x, y = 0 ex = 1 em torno 
a. daretax=1. b. da reta x = 2. 

Determine o volume do sólido obtido com a rotação da região 
limitada pela parábola у = x? e pela reta у = 1 em torno 

a. daretay= 1. €. da reta y = -1. 

b. da reta y = 2. 

Por integração, determine o volume do sólido obtido pela ro- 
tação da região triangular com os vértices (0, 0), (b, 0), (0, h) 
em torno 


a. do eixo x. b. do eixo y. 


Teoria e aplicacóes 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


Volume de um toro О disco x? + у? € а? gira em tor- 

no da reta x = b (b > a) para gerar um sólido em forma de 

rosquinha chamado foro. Determine seu volume. (Sugestáo: 

12 Va? — y? dy = тта?/2‚ uma vez que é a área de um semi- 

círculo de raio a.) 

Volume de uma tigela Uma tigela tem um formato que pode 

ser obtido pela revolugáo em torno do eixo y, do gráfico de 

y=x2/2 entre y - 0e y= 5. 

а. Determine o volume da tigela. 

b. Taxas relacionadas Se enchermos a tigela com água a 
uma taxa constante de 3 unidades cübicas por segundo, a 
que taxa o nível da água na tigela aumentará quando a água 
estiver com 4 unidades de profundidade? 


Volume de uma tigela 

a. Uma tigela hemisférica de raio a contém água a uma pro- 
fundidade h. Determine o volume de água na tigela. 

b. Taxas relacionadas Água cai em um aquário hemisféri- 
co de raio 5 metros a uma taxa de 0,2 m?/s. A que taxa o ni- 
vel no aquário aumentará quando a água alcançar 4 metros 
de profundidade? 


Explique como se pode calcular o volume de um sólido de 
revolução por meio da medição da sombra sobre uma mesa em 
paralelo ao seu eixo de revolução produzida por uma luz que 
brilha diretamente acima dele. 


Volume do hemisfério Deduza a fórmula V = (2/3) рага 
o volume de um hemisfério de raio R comparando suas seções 
transversais com as de um cilindro sólido circular reto de raio 
Realtura R, do qual foi removido um cone sólido circular reto, 
com raio de base R e altura R, como sugere a figura a seguir. 


VR? =h? 


60. 


61. 


62. 
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Projeto de um peso para prumo Você é o encarregado de 
projetar um peso de latão para prumo que pesará aproximada- 
mente 190 g, e decide concebê-lo como o sólido de revolução 
mostrado aqui. Determine o volume do peso. Se você especi- 
ficar um latão com densidade 8,5 g/cm?, qual será o peso em 
gramas do prumo (arredonde para o inteiro mais próximo)? 


y (cm) 


у= EV36-x? 


12 


Projeto de uma frigideira Você está projetando uma frigi- 
deira que terá o formato de uma tigela esférica com alças. Ao 
fazer uma experimentação em casa, percebe que conseguirá 
um modelo com cerca de 3 € de capacidade, se a profundidade 
for de 9 ст e o raio da esfera, 16 cm. Para ter certeza, você 
desenha a frigideira como um sólido de revolução, como se vê 
na figura, e calcula seu volume com uma integral. Arredon- 
dando para o inteiro mais próximo, qual será o volume obtido 
em cm? (1 € = 1000 ст?.) 


y (cm) 


Max-min O arco y = sen x, 0 < x < 7 gira em torno da reta 
у= с, 0 <с<1, para gerar o sólido da figura a seguir. 


a. Determine o valor de с que minimiza o volume do sólido. 
Qual é o volume mínimo? 

b. Que valor de c em (0, 1] maximiza o volume do sólido? 

. Desenhe o gráfico do volume do sólido em fungáo de c, 
primeiro para 0 € c < 1 e depois em um domínio maior. 
O que acontece com o volume do sólido quando с se 
afasta de [0, 1]? Isso faz sentido fisicamente? Justifique 
sua resposta. 
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63. Considere a regiáo R limitada pelos gráficos de у = f(x) > 0, 64. Considere a região R dada no Exercício 63. Se o volume do 
x=a4>0,x=b>aey=0 (veja a figura a seguir). Se o volume sólido formado pela revolugáo de R em torno do еїхо x for 67r 
do sólido formado pela revolugáo de A em torno do eixo x eo volume do sólido formado pela revolugáo de Ё em torno da 
for 47 e o volume do sólido formado pela revolução de R em reta y = —2 for 10тг, determine a área de К. 


torno da reta у = —1 for 87, determine a área de R. 


6.2 


Volumes por cascas cilíndricas 


Na Seção 6.1, definimos o volume de um sólido como a integral definida 
у-/ : A(x) dx, onde A(x) é uma área da seção transversal integrável do sólido de 
х = а а х = b. Obtivemos a área А(х) ao fatiar o sólido com um plano perpendicular 
ао eixo x. No entanto, esse método de corte é por vezes complicado de aplicar, como 
ilustraremos em nosso primeiro exemplo. Para superar essa dificuldade, usamos a 
mesma definigáo de integral do volume, mas obtemos a área ao cortar o sólido de 
uma maneira diferente. 


Fatiamento com cilindros 


Suponha que fatiemos o sólido utilizando cilindros circulares de raios crescen- 
tes, como os cortadores de biscoitos. Fatiamos o sólido de cima para baixo, de modo 
que o eixo de cada cilindro seja paralelo ao eixo y. O eixo vertical de cada cilindro 
ё a mesma reta, mas os raios dos cilindros aumentam em cada fatia. Desse modo, 
o sólido S é fatiado em cascas cilíndricas finas de espessura constante, que cres- 
cem de dentro para fora a partir de um eixo comum, como os anéis circulares das 
árvores. Se desenrolarmos uma casca cilíndrica, veremos que seu volume é apro- 
ximadamente o mesmo de uma fatia retangular com área A(x) e espessura Ax. Isso 
nos permite aplicar, como anteriormente, a mesma definigáo de volume como uma 
integral. Antes de deduzir esse método geral, examinaremos o exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 А região compreendida pelo eixo x e pela parábola у = f(x) = Зх — x? 
gira em torno da reta vertical x =—1 para gerar o formato de um sólido (Figura 6.16). 
Determine o volume do sólido. 


Solucáo Seria complicado usar o método do anel da Segáo 6.1, porque teríamos que 
expressar os valores de x nos braços esquerdo e direito da parábola da Figura 6.16a 
em termos de y. (Esses valores de x sào os raios interno e externo de um anel típico 
que nos obrigam a resolver y = 3x — x? para x, o que leva a fórmulas complicadas.) 
Em vez de girar uma faixa horizontal de espessura Ay, giramos uma faixa vertical 
de espessura Ax. Essa rotagáo produz uma casca cilíndrica de altura y, que se ergue 
acima de um ponto x, no interior da base da faixa vertical e de espessura Ax. A re- 
giáo sombreada na Figura 6.17 representa um exemplo de casca cilíndrica. Podemos 
pensar na casca cilíndrica mostrada na figura aproximadamente como uma fatia do 
sólido que obteríamos cortando diretamente para baixo, paralelamente ao eixo de 
revolução, em toda a volta próximo à borda do orifício. Depois, cortaríamos outra 
fatia cilíndrica em torno do orifício aumentado, e então outra, e assim por diante, 
até que obtivéssemos n cilindros. Os raios dos cilindros aumentam gradualmente e 
as alturas dos cilindros seguem o contorno da parábola: do menor para o maior e 
novamente para o menor (Figura 6.16a). 


FIGURA 6.17 Casca cilíndrica de altura y, 
obtida com a rotagáo de uma faixa vertical 
de espessura Ax, em torno da reta x = —1. 

O raio externo do cilindro ocorre em х, 
onde a altura da parábola é y, = 3x, —x,? 
(Exemplo 1). 
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f ` 
78 а: 


x HN 


Eixo de 


5 Eixo de 
revolução revolução 
x=-1 х--1 


(а) (b) 


FIGURA 6.16 (а) Gráfico da região do Exemplo 1, antes da revolução. (b) Sólido 
formado quando a região da parte (a) gira em torno do eixo de revolução x =—1. 


Cada fatia se situa ao longo de um subintervalo do eixo x de comprimento (lar- 
gura) Ax,. Seu raio é de aproximadamente (1 + ху) e sua altura, cerca de 3x, -xg. Se 
desenrolarmos o cilindro em x, e o achatarmos, ele se tornará (aproximadamente) 
uma fatia retangular com espessura Ax, (Figura 6.18). A circunferéncia externa do 
k-ésimo cilindro é 27 · raio = 27(1 + x), e esse é o comprimento da fatia retangular 
desenrolada. Seu volume é aproximado pelo volume de um sólido retangular, 


AV, — circunferéncia X altura X espessura 
=2m(1+2x,) (3x, — x) * Ах, 


Em resumo, somando o volume А V, das cascas cilíndricas individuais ao longo 
do intervalo [0, 3], obtemos а soma de Riemann 


Уди = > 2т(х + (3х, = х2) AX. 
К-1 k=1 


Ах, Circunferência externa = 27 · raio -27(1--х,) 
Raio= 1 + x, 


= — 2 
h = (3x,— xp) g^ Ax = espessura 


1=2т(1+ху) 


FIGURA 6.18 О corte e o desenrolar de uma casca cilíndrica 
resulta em um sólido quase retangular (Exemplo 1). 
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| O volume de uma casca cilíndrica de 
altura // com raio interno r e raio 


externo Ёё 


R+r 


тЁ?һ — mr?h >= [ 


2 


Jove 


Considerando o limite à medida que a espessura Дх, — 0 e n — oo, obtemos a 
integral do volume 


n 


V — lim У 2т(х + 1)(3х - xg) Ах, 


n= [= 


3 
= | 2т(х + 1)(3х = x?) dx 
0 


3 
= | 2т(3х? + 3x — x? — x?) dx 
0 


3 
= >= f (2x? + 3x — х?) dx 
0 


Agora generalizaremos o procedimento utilizado no Exemplo 1. 


Método da casca 


Suponha que a regiáo limitada pelo gráfico de uma fungáo contínua náo negativa 
y = f(x) e pelo eixo x ao longo do intervalo fechado finito [a, b] fique à direita da 
reta vertical x = L (Figura 6.192). Supomos que a > L, portanto a reta vertical pode 
tocar a regiào, mas nào atravessá-la. Geramos um sólido S ao girar essa regiào em 
torno da reta vertical L. 
Seja P uma particào do intervalo [a, b] formada pelos seguintes pontos: a = 
Xy €x, <: €x, = b, e seja c, o ponto médio do k-ésimo subintervalo (х, ,, х]. Apro- 
ximamos a regiào na Figura 6.19a, usando retángulos com base nessa partigáo de 
[a, b]. O retângulo típico para aproximação tem altura f(c,) e largura Ax, = x, х, |. 
Se ele for girado em torno da reta vertical x = L, entáo será gerada uma casca, como 
r) nma Figura 6.19b. Uma fórmula da geometria nos diz que o volume da casca gerada 
pelo retángulo é 


AV, = 27 X raio médio da casca X altura da casca X espessura 
=2m(c;—-L)* с) Axy 


| Eixo de 
revolucáo vertical 


Eixo de 
revolucáo vertical 


(S7 


Altura do 
retângulo = f (c4) 


FIGURA 6.19 Quando a região mostrada em (a) é girada em torno da reta vertical 
x = L, o sólido produzido pode ser fatiado em cascas cilíndricas. Uma casca 
típica é mostrada em (b). 
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Aproximamos o volume do sólido S pela soma dos volumes das cascas geradas 
pelos n retángulos com base em P: 


Ил АЙ, 


п 
Са 
O limite dessa soma de Riemann quando Ax, — 0 е n — оо fornece o volume 
do sólido como uma integral definida: 


n b 
V = lim > AV, = f 21r(raio da casca)(altura da casca) dx 
a 


n= k=1 


= f 2m(x — L)f(x) dx. 


Nós nos referimos a essa variável de integração, nesse caso x, como a variável 
de espessura. Usamos a primeira integral em vez da segunda, que contém uma fór- 
mula para o integrando, para enfatizar o processo do método da casca. Isso também 
permite rotações em torno de uma reta horizontal L. 


Fórmula da casca para a revolução em torno de uma reta vertical 


O volume do sólido obtido com a rotagáo da regiào entre o eixo x e o gráfico de 
uma função contínua y = f(x) > 0, L < a € x € b, em torno de uma reta vertical 


x-Lé 
f š ёс = a altura ) ” 
A casca / \da casca 


EXEMPLO 2 A região limitada pela curva y = Vx, pelo eixo x e pela reta x = 4 é 
girada em torno do eixo y gerando um sólido. Determine o volume do sólido. 


Solução Esboce a região e desenhe um segmento de reta através dela que seja pa- 
ralelo ao eixo de revolução (Figura 6.20a). Nomeie a altura do segmento (altura 
da casca) e a distância do eixo de rotação (raio da casca). (Desenhamos a casca na 
Figura 6.20b, mas fazer isso não é necessário.) 


Raio da casca 


y= Vx 
„42 


21) 7 casca 


Vx = Altura da casca 
х 


N 


Altura 


х 
Ча сазса 


Intervalo 
de integração 


y 
х 


Intervalo de integração 


(a) (b) 


FIGURA 6.20 (а) Região, dimensões da casca e intervalo de integração do Exemplo 2. (b) Casca gerada 
pelo segmento vertical da parte (a) com largura Ax. 
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Como a variável de espessura da casca é x, os limites de integração para a fór- 
mula da casca sáo а = 0 e b = 4 (Figura 6.20). O volume é, portanto, 


b " 
p= f >= ("іо ч! altura ) de 
P casca / da casca 

4 
= | 2z(x)( Vx) dx 
0 


4 4 
=2z | х? ах = 2т 2 x? 1289 
0 5 0 5 


Até agora, usamos eixos verticais de revolugáo. Para eixos horizontais, substi- 
tuímos x por y. 
| 
EXEMPLO 3 А região limitada pela curva y = Vx, pelo eixo x e pela reta x = 4 
gira em torno do eixo x para gerar um sólido. Determine o volume do sólido pelo 
método da casca. 


Solucáo Esse é o sólido cujo volume foi determinado pelo método do disco no 
Exemplo 4 da Secào 6.1. Agora determinaremos o seu volume pelo método da cas- | 
ca. Primeiro esboce a regiáo e desenhe um segmento de reta através dela e paralela 
ao eixo de revolução (Figura 6.21a). Nomeie o comprimento do segmento (altura da | 
casca) e a distância do eixo de revolução (raio da casca). (Desenhamos a casca na 
Figura 6.21b, mas não é necessário fazer isso.) | 

Nesse caso, a variável da espessura da casca é y, logo os limites de integração 
рага o método da fórmula da casca são a = 0 e b = 2 (ao longo do eixo y na Figura 
6.21). O volume do sólido é 


7 : 
y= | 27” (si 21 altura ) 
A casca / Vda casca / ~ 


= | 2т( у)(4 — y?) dy 


2 
= 27 | (4y — y?) dy 
0 


Altura da casca 


N 


~i 


É 


у= 


4— у? 
Altura da casca 


integração 


Intervalo de 


Raio 
da casca 


(b) 


FIGURA 6.21 (a) Região, dimensões da casca e intervalo de integração no Exemplo 3. 
(b) Casca gerada pelo segmento horizontal da parte (a) com uma largura Ay. й 
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Resumo do método da casca 

Independentemente da posição do eixo de revolução (horizontal ou vertical), os 

passos para implementar o método da casca sáo os seguintes: 

1. Desenhe a regido e esboce um segmento de reta que a atravesse paralela- 
mente ao eixo de revolugáo. Nomeie a altura ou o comprimento do segmento 
(altura da casca) e a distáncia do eixo de revolugáo (raio da casca). 

2. Determine os limites de integragáo para a variável espessura. 


3. Integre o produto 27r(raio da casca)(altura da casca) em relação à variável 
espessura (x ou y) para determinar o volume. 


Os métodos da casca e do anel levam ao mesmo resultado quando são utili- 
zados para calcular o volume de uma região. Isso não é demonstrado aqui, mas é 
ilustrado nos Exercícios 37 e 38 (o Exercício 45 esboça uma prova). As duas fórmu- 
las de volume são realmente casos especiais de uma fórmula de volume geral que 
veremos ao estudar integrais duplas e triplas no Capítulo 15. Essa fórmula geral 
também permite calcular o volume de outros sólidos, com exceção dos que foram 
gerados por regiões de revolução. 


Exercícios 6.2 


Revolução em torno dos eixos 


Nos Exercícios 1-6, use o método da casca para determinar os volu- 
mes dos sólidos obtidos com a rotação das regiões sombreadas em 
torno dos eixos indicados. 


1. 3. 


5. O eixo y 6. O eixo y 


> 
» 

Y 

x 


Revolucáo em torno do eixo y 


Nos Exercícios 7-12, use o método da casca para determinar o vo- 
lume do sólido obtido com a rotação em torno do eixo y das regiões 
limitadas pelas curvas e retas a seguir. 


7. y=% уз-х/2, x=2 
8. y-2x, y-x2, хэ! 
y=x, y-2-x, x=0, parax20 
10. y=2-x?, у=, x=0 
11. y=2x-1, у= Vx, x=0 
12. y =3/(2Vx), y=0, x=1, x=4 
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(senx)/x, 0 <х=т 


13. Ѕеја /(х) = ( Нэг 


a. Mostre que xf(x) = sen x, 0 < x < z. 


b. Determine o volume do sólido obtido com a rotaçào da re- 
giáo sombreada em torno do eixo y na figura a seguir. 


» 


x 
1; х=0 


| DEn Ed 


(tg x)2/x, 0 < x = 7/4 


14. Seja g(x) = (a MS 


a. Mostre que xg(x) = (tg x}, 0<х<т/4. 
b. Determine o volume do sólido obtido com a rotação da re- 
giào sombreada em torno do eixo y na figura a seguir. 


0cx 1 
х-0 


Revolução em torno do eixo х 


Nos Exercícios 15-22, use o método da casca para determinar o vo- 
lume dos sólidos obtidos com a rotagáo, em torno do eixo х, das 
regiões limitadas pelas curvas e retas a seguir. 


15. x = Vy, х= -у, y=2 


16. x-y х=-у, у= 2, у>0 


17. х=2у-у?, х= 0 19. у= ||, y=1 

18. x-2y-y х=у 20. y=x, у= 2х, у=2 
21. у = Vx, у=0, узх-2 

22. y = Vx, у=0, y22-x 


Revolucáo em torno de retas horizontais e verticais 


Nos Exercícios 23-26, use o método da casca para determinar o 
volume dos sólidos obtidos com a rotagáo das regióes delimitadas 
pelas curvas dadas em torno das retas dadas. 


23. y=3x, y=0, x22 

а. О eixo y d. Oeixox 

b. Aretax=4 e. Aretay- 7 

с. Aretax=-1 f. Aretay-2 
24. у-3), y=8, х-0 

а. Оехоу 4. Oeixox 

b. Aretax=3 e. Aretay=8 

с. Aretax=-2 f. Aretay=-1 
25. y=x+2, у=х? 

a. Aretax=2 с. O eixo x 


b. Aretax=-1 d. Aretay=4 


26. y=%, y=4-3x2 
a. Aretax=1 


Nos Exercícios 27 e 28, use o método da casca para determinar o 
volume dos sólidos obtidos com a rotagáo das regióes sombreadas 
em torno dos eixos indicados. 


b. O eixo x 


27. a. O eixo x 
b. Aretay=1 


с. Areta y = 8/5 
d. A reta y =-2/5 


y 


>x 


с. Aretay=5 
d. A reta y = —5/8 


28. a. O eixo x 
b. Атеау=2 


Escolha entre os métodos do anel e da casca 


Para algumas regiões, os dois métodos funcionam bem para sólidos 
obtidos com a rotacào da regiáo em torno dos eixos das coordena- 
das, mas isso nem sempre ocorre. Por exemplo, quando uma regiáo 
gira em torno do eixo y e anéis sáo usados, devemos integrar em re- 
lagáo a y. No entanto, pode nào ser possível expressar o integrando 
em termos de y. Em tais casos, o método da casca permite integrar 
em relação a x em vez de y. Os Exercícios 29 e 30 fornecem uma 
compreensáo clara 41580. 
29. Calcule o volume do sólido obtido com a rotagáo em torno de 
cada eixo coordenado da região limitada por y — x e y =x? usando 
a. o método da casca. 
b. o método do anel. 


30. Calcule o volume do sólido obtido com a rotagáo da regiáo 
triangular limitada pelas retas 2y =x + 4, y = x e x = 0 em torno 
a. do eixo x, usando o método do anel. 
b. do eixo у, usando o método de casca. 
с. da reta x = 4, usando o método da casca. 
d. da reta y = 8, usando o método do anel. 


Nos exercícios 31-36, determine os volumes dos sólidos obtidos 
com a rotação das regiões em torno dos eixos dados. Se preferir, 
vocé poderá usar anéis para resolvé-los. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


O triángulo com vértices (1, 1), (1, 2) e (2, 2) em torno 

a. do eixo x с. da reta х = 10/3 

b. do eixo y d. da reta y= 1 

A regiáo limitada por y = Vr, y = 2ex — 0 em torno 

a. do eixo x c. da retax=4 

b. do eixo y d. da reta y - 2 

A regiáo по primeiro quadrante limitada pela curva x = y — y? 


e pelo eixo y em torno 
a. do eixo x b. daretay = 1 

A região no primeiro quadrante limitada por x = y — y, x = 1 
ey- 1 em torno 


a. do eixo x с. daretax=1 

b. do eixo y d. daretay = 1 

A regiáo limitada por y = Vx e y = x2/8 em torno 

a. do eixo x b. do eixo y 

A região limitada por y = 2x — x? e por y = x em torno 

a. do eixo y b. da retax= 1 

A regiáo no primeiro quadrante limitada em cima pela curva 


у = 1/x!4, à esquerda pela reta x = 1/16 e abaixo pela reta у = 
1 é girada em torno do eixo x para gerar um sólido. Determine 
o volume do sólido pelo 


a. método do anel. b. método da casca. 


A região no primeiro quadrante limitada em cima pela curva 
у = V/V x, à esquerda pela reta x = 1/4 e abaixo pela reta 
у = 1 é girada em torno do eixo y para gerar um sólido. Deter- 
mine o volume do sólido pelo 


a. método do anel. b. método da casca. 


Teoria e exemplos 


39. 


40. 


A região apresentada aqui gira em torno do eixo x para gerar 
um sólido. Qual método (do disco, do anel, da casca) você 
usaria para determinar o volume do sólido? Quantas integrais 
seriam necessárias em cada caso? Explique. 


A região apresentada aqui gira em torno do eixo y para gerar 
um sólido. Qual método (do disco, do anel, da casca) você 
usaria para determinar o volume do sólido? Quantas integrais 
seriam necessárias em cada caso? Justifique sua resposta. 


41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


47. 


48. 
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Uma conta (de um colar) é feita de uma esfera de raio 5, ao se 
perfurar diametralmente a esfera usando uma broca de raio 3. 


a. Determine o volume da conta. 
b. Determine o volume da porgáo removida da esfera. 


Um bolo em forma de anel é formado pela rotagáo em torno 
do eixo y da região limitada pelo gráfico de y = sen (1?— 1) e 
pelo eixo x ao longo do intervalo 1 = x = V1 + т. Deter- 
mine o volume do bolo. 


Deduza a fórmula do volume de um cone circular reto de altu- 
ra / e raio r usando um sólido de revolução adequado. 


Deduza a equagáo do volume de uma esfera de raio r usando 
o método da casca. 


Equivaléncia entre os métodos do anel e da casca para de- 
terminar o volume  Seja f derivável e crescente no intervalo 
а € x € b, com a > 0, e suponha que f tenha uma inversa 
derivável f 1. Gire em torno do eixo y a região limitada pelo 
gráfico de / e pelas retas x = a e y = f(b) para gerar um sólido. 
Assim, os valores das integrais resultantes do método do anel 
e da casca terào valores idénticos: 


fib) b 
f TU UN — a?) ау ET 2mx(f(b) — f(x)) dx. 


fla) a 
Para demonstrar essa igualdade, defina 


JN 
Wir) -f т((/!(у))# = a?) dy 


(a) 
S(t) = / 2mx(f(t) — f(x)) dx. 


Então, mostre que as funções W e $ coincidem com um pon- 
to de [a, b] e possuem derivadas idénticas em [a, b]. Como 
vocé viu no Exercício 128 da Segáo 4.8, isso garante que 
W(t) = S(t) para todo г em [a, b]. Particularmente, W(b) = 
S(b). (Fonte: CARLIP, Walter. Disks and shells revisited. 
American Mathematical Monthly, v. 98, n. 2, p. 154-156, 
fev. 1991.) 


A região entre a curva y = sec! x e o eixo x dex = 1 até x = 2 
(mostrada aqui) é girada em torno do eixo y para gerar um 
sólido. Determine o volume do sólido. 


T yssec!x 
3 y=s 2 


>x 


Determine o volume do sólido da região limitada pelos gráfi- 
cos dey=e*,y=0,x=0ex= 1 obtido com a rotação em 
torno do eixo y. 

Determine o volume do sólido da região limitada pelos gráfi- 
cos de y=e"?, у= 1 e x = In 3 obtido com a rotação em torno 
do eixo x. 
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6.3 


FIGURA 6.23 O arco P, , P, da curva 
y= f(x) é aproximado pelo segmento de 
reta mostrado aqui, que tem comprimento 


Lk = V (Axy? + (Ayp2. 


Comprimento de arco 


Sabemos o que significa o comprimento de um segmento de reta, mas, sem 
cálculo, nào temos uma definigáo precisa do comprimento de uma curva ondulante. 
Se a curva for o gráfico de uma fungáo contínua definida sobre um intervalo, entáo 
podemos determinar o comprimento da curva usando um procedimento semelhante 
ao que foi utilizado para definir a área entre a curva e o eixo x. Esse procedimento 
resulta em uma divisáo da curva a partir do ponto А até o ponto В em muitas partes e 
na uniào dos pontos de divisào sucessivos com segmentos de reta. Entào, os compri- 
mentos de todos esses segmentos de reta sào somados e definimos o comprimento 
da curva como o valor limite dessa soma à medida que o nümero de segmentos 
tende a infinito. 


Comprimento de uma curva у = f (x) 


Suponhamos que a curva cujo comprimento desejamos determinar seja o grá- 
fico da função y = f(x) de x = a até x = b. A fim de deduzir uma fórmula integral 
para o comprimento da curva, supomos que f tenha uma derivada contínua em cada 
ponto de [a, 5]. Tal fungáo é chamada lisa, e seu gráfico é uma curva lisa porque 
nào tem quebra, cantos ou cüspides. 


N k- 
8-8, 
>X 
Хос x 2 Жыл - 7 


FIGURA 6.22 О comprimento do traçado poligonal P,P,P, + P, aproxima o 
comprimento da curva y = f(x) do ponto A ao ponto B. 


Particionamos o intervalo [a, b] em n subintervalos com a =x, « x, «x, <0 < xX, 
= b. Se y, = f(x), então o ponto correspondente P,(x,, y,) encontra-se na curva. Em 
seguida, unimos os pontos sucessivos P, , e P, com segmentos de reta que, conside- 
rados em conjunto, formam um caminho poligonal cujo comprimento se aproxima 
do comprimento da curva (Figura 6.22). Se Ax, — x, —x, € Ay, = y, — y, |, então um 
segmento de reta representativo no caminho tem comprimento (veja a Figura 6.23) 


Lk = У(Ахд? + (Ay? 


de modo que o comprimento da curva é aproximado pela soma 
n n 
24= 2 V! + (Ayp?. (1) 


Esperamos que a aproximação melhore à medida que a partição de [a, 5] se 
torna mais refinada. Agora, pelo teorema do valor médio, há um ponto c, com 
Xk | < c; < xk, tal que 


Ay, = fc, Ах, 


FIGURA 6.24 О comprimento da curva é 
ligeiramente maior que o comprimento do 
segmento de reta que une os pontos 

A e B (Exemplo 1). 


FIGURA 6.25 Curva no Exemplo 2, onde 
A - (1, 13/12) e B = (4, 67/12). 
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Com essa substituição de Ду,, as somas da Equação 1 assumem a forma 


2 bs » VAXO? + (су ха) = 2 1 + [FP Ахь (2) 


Como V 1 + [/'(х)]? é contínua em [a, b], o limite da soma de Riemann ao 
lado direito da Equação 2 existe quando a norma da partição tende a zero, o que 
resulta em 


b 
lim 2 Li = lim > М1-14/ (со Ах = | VI + [f£ (Y dx. 


no E n—o00 


Definimos o valor dessa integral limite como o comprimento da curva. 


DEFINIÇÃO Se f'é contínua em [a, b], então o comprimento (comprimen- 
to do arco) da curva у = f(x) do ponto А = (a, f(a)) ao ponto B = (b, f(b)) é 
o valor da integral 


h 2 
r= мова = [ln dx. (3) 


EXEMPLO 1 Determine o comprimento da curva (Figura 6.24) 


IA n 


у= — 1, (ars 


Solução Usaremos a Equação 3 com a = 0, b = 1 e 


_ Ha ET 


= f x= 1,у = 0,89 


dy 4V2. 311 = 22311 


dx s 2 


(2) = (22:12) = 8x 


dx 


O comprimento da curva de x = 0 até x = 1 é 


(2) Equação 3 com 
‚үш de= [visas дээл 
Sejau = 1 + 8x, 


T 3 integre e 
ё 3/2 substitua u por 
2 |! 6 CIL Tr" 


Observe que o comprimento da curva é ligeiramente maior que o comprimento 
do segmento de reta que une os pontos 4 = (0, —1) e B = (1, 4V2/ 2/3: — 1) sobre a 
curva (veja a Figura 6.24): 


2,17 > М1? + (1,89)? x 2,14 Aproximações decimais 


EXEMPLO 2 Determine o comprimento do gráfico de 


ТО) = сан! 1=x=4. 


Solução O gráfico da função é mostrado na Figura 6.25. Usando a Equação 3, en- 
contramos 
Ed 


2 
f'Q) = m En 
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assim 


2 2 4 
ТЕ: = oiY. x 1,1 
rr (2- 3] -1-(2-1-4) 


O comprimento do gráfico ао longo de (1, 4] é 


4 КҮ. 
r- f vA soa = | (к +) 
1 1 х 
311 fé 1 Laia 
122%) (1274 12 ya 


EXEMPLO 3 Determine o comprimento da curva 


p= He + е”), 02x22 


Solução Usamos a Equação 3 coma = 0, b -2e 


zh 53 =x 
у= (е +e ) 
LA "C 
& 20-29) 
d 2 
(2) = 108-2 + e) 


ау š 21 2x 21у = 1 х E E 
1+ (2) =q(e +2+e )= Iate te?|. 


O comprimento da curva de x = 0 até x = 2 é 
2 dy M 2 
у 1 = — 
L = 1+ [= | dx = = (е + е) ах Equação 3 com 
| (=) / 2! ) a=0,b=2 
LI 


2 
=> Ë e=] = ic e?) = 3,63. 
0 


Lidando com descontinuidades em dy/dx 


Em um ponto de uma curva onde dy/dx deixa de existir, dx/dy pode existir. Nes- 
se caso, podemos determinar o comprimento da curva, expressando x em fungáo de 
y e aplicando a equação a seguir, análoga à Equação 3: 


Fórmula para o comprimento de х= g(y), c sys d 


Se g' for contínua em [c, d], o comprimento da curva x = g(y) de A = (g(c), c) 
até B — (g(d), d) será 


d di 2 d 
ke h + (&) w=/ МЕЧО 
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EXEMPLO 4 Determine o comprimento da curva y = (1/24 de x = 0 até x = 2. 


Solucáo A derivada 


TEA fy. ifzy? 
dx 32 2) 3NWX 
y (3) 28 nào é definida em x = 0, portanto nào podemos determinar o comprimento da curva 


(2,1) com a Equação 3. 
Então, reescreveremos a equação para expressar x em termos de y: 


JL (x 2/3 
1 L > x у= 2 


з/2 x Eleve ambos os 
y 2. lados á poténcia 3/2. 


FIGURA 6.26 О gráfico de y = (1/2) 
de x= até x = 2 é também o gráfico de х = 2у 
х= 2y?? de y = 0 até у = 1 (Exemplo 4). 


Р. Determine х. 

Assim, podemos verificar que a curva, cujo comprimento procuramos, é tam- 
bém o gráfico de x = 2y??, de y = 0 a y = 1 (Figura 6.26). 

A derivada 


é contínua em (0, 1]. Podemos então usar a Equação 4 para determinar o compri- 
mento da curva: 


4 | 2 1 
E -| 1+ (8) 4у -| М1 + 9y dy Equação 4 com 
c dy) ` 0 is с-0,4-1 
1 1 


Sejau = 1 + 9y, 


== 5; 2 3/2 du/9 = dy, 
93 (19у) | integre е 

2 | Ni substitua novamente. 
= 57 (10V10 — 1) = 2,27 

27 * 


Fórmula diferencial para o comprimento de arco 


Se y = f(x) e se f' for contínua em [a, 5], entáo pelo Teorema Fundamental do 
Cálculo poderemos definir uma nova fungáo 


80) = / VIE POP at, (5) 


A partir da Equação 3 e da Figura 6.22, vemos que essa função s(x) é contínua 
e mede o comprimento ao longo da curva y = f(x) desde o ponto inicial Р(а, f(a)) 
até o ponto O(x, f(x)) para cada x e [a, b]. A função s é chamada de função de 
comprimento de arco para y = f(x). O teorema fundamental diz que a função s é 
derivável em (a, 5), e que 


dy M 
#- i+ = y1 + (2). 


Entào, a diferencial do comprimento de arco é 


d 2 
ds = .J1 + (©) ах. (6) 
ах 


Uma forma útil de lembrar a Equação 6 é escrever 
ds = Мак? + dy?, (7) 


que pode ser integrada entre os limites apropriados para dar o comprimento total de 
uma curva. Sob esse ponto de vista, todas as fórmulas de comprimento de arco sáo 
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>= 


x 


(a) 


FIGURA6.27 Diagramas para lembrar 


a equação ds = Мах? + dy?. 


Exercícios 6.3 


Determinacáo do comprimento de curvas 


simplesmente expressões diferentes da equação L = fds. A Figura 6.27a fornece a 
interpretação exata de ds correspondente à Equação 7. A Figura 6.27b não é estri- 
tamente precisa, mas deve ser interpretada como uma aproximação simplificada da 
Figura 6.27а. Isto é, ds = As. 


EXEMPLO 5 Determine a função de comprimento de arco para a curva no Exem- 
plo 2 tomando 4 = (1, 13/12) como ponto de partida (veja a Figura 6.25). 


Solução Na solução do Exemplo 2; verificamos que 
: ) 
x ` 


Portanto, a fungáo de comprimento de arco 6 dada por 


rero = (+ 
s(x) -| 1+ [OF dr -f (5 + 1) 7 
1 1 


D PF se 1.4 
5 1 “TE 


Por exemplo, para calcular o comprimento de arco ao longo da curva de 
А = (1, 13/12) até В = (4, 67/12), calculamos simplesmente 


Nos Exercicios 1-10, determine o comprimento das curvas. Se tiver 
um programa gráfico, talvez queira esbogar o gráfico dessas curvas 
para ver como elas sáo. 

1. у= (1/3)(х? + 2»? 
de х=0ах=4 


de x=0ax=3 
ЖЭ 
. x= (3/3) + 1/(4у) 
. x-2(97/3—-y? de у=1ау=9 

. x-(y/4)- 1(87) de у-1ау-2 

. x=(y/6)+1/(2y) de у-2ау-3 

. y=(3/9 – (3/82? +5, 1<х<8 

‚ у= (03/3) +х2+х+ 1/(4х+4), 0<х<2 


y 
9. х -| Vsectt—1dt, —т/4<у=т/4 
0 


de у=1аў=3 


Ma 2 oU +£ l ы 


10. 


y [vas ldt, -25х5-1 
/—2 


Ed Determinação de integrais para o comprimento de curvas 


Nos Exercícios 11-18, faça o seguinte. 
a. Estabeleça uma integral para o comprimento da curva. 
b. Trace a curva para ver como ela é. 


e. Use seu programa gráfico ou programa para calcular inte- 
grais e determine o comprimento da curva numericamente. 


«E 14,11. 
5(4) = 35 171256 
Esse é o mesmo resultado obtido по Exemplo 2. 
П. у=?, -1<x<2 
12. усї х, -л3=х<0 
13. x=seny, 05у«т 
14. х= V1 - у, -1/2 = y = 1/2 
15. 2+2y=2x+1 de (-1,-1)a(7, 3) 
16. y=senx—xcosx, 0<х<т 


2 
y= [as 0 = x < z/6 
0 
* 
. |= Í Мзес';— ldt, —т/3 = y = 7/4 
0 


Teoria e exemplos 


19. a. Determine uma curva que passa pelo ponto (1, 1), cuja in- 
tegral do comprimento (Equação 3) seja 


A RE 
L= | l+ açao. 


b. Quantas curvas desse tipo existem? Justifique sua resposta. 


20. a. Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 1), cuja in- 
tegral do comprimento (Equação 4) seja 


р Y 
L= | 1 + — dy: 
1 y 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


21. 


28. 


b. Quantas curvas desse tipo existem? Justifique sua resposta. 
Determine o comprimento da curva 


х 
y= | V cos 21 dt 
0 


de x = 0 até x= 7/4. 


Comprimento de um astroide O gráfico da equação x^? + 
y?? = | faz parte de uma família de curvas chamadas astroides 
(e nào asteroides) por causa de sua aparéncia de estrela (veja 
a figura abaixo). Determine o comprimento desse astroide em 
particular, determinando o comprimento de meio редасо do 
primeiro quadrante, y = (1 — х23)22, V2/4 = x = 1, e mul- 
tiplique por 8. 


2 2 
xB + у?З = 1 


Comprimento de um segmento de reta Use a fórmula de 
comprimento de arco (Equação 3) para determinar o compri- 
mento do segmento de reta y = 3 — 2x, 0 € x < 2. Verifique 
sua resposta determinando o comprimento do segmento como 
sendo a hipotenusa de um triángulo retángulo. 
Circunferência de um círculo Estabeleça uma integral para 
determinar a circunferência de um círculo de raio r centrado 
na origem. Você aprenderá a calcular a integral na Seção 8.3. 


Se 9x? = у(у – 3)?, mostre que 
ot» ,, 
ay dy. 


Se 4x? — y? = 64, mostre que 


® ы 
l4 = 


4 

ds? = == (5? = 16) dx?. 

y 

Existe uma curva lisa y = f(x) (continuamente derivável) cujo 

comprimento ao longo do intervalo 0 < x < a seja sempre 

V2a? Justifique sua resposta. 

Uso de segmentos tangentes para deduzir a fórmula de 

comprimento das curvas Suponha que f seja lisa em 

[a, b] e divida o intervalo [a, b] da maneira usual. Em cada su- 

bintervalo (х, ,, xy], construa o segmento tangente no ponto 

(x, 1 f(x, 1)), como na figura a seguir. 

a. Mostre que o comprimento do k-ésimo segmento tangente 
ao longo do intervalo [x, |, x,] é igual a 


VIA? (Gaii) A)? 
b. Mostre que 


п 


lim Y (comprimento do k-ésimo segmento tangente) 
n-00 [E] 


b 
- | М1 + (f(x)? dx, que é o comprimento L da curva 


у= f(x) deaa b. 
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у=/0®) 


l 

1 
— Segmento tangente com 
| coeficiente angular 


fo) 


Qro fon» 


29. Aproxime o comprimento do arco de um quarto de círculo 
unitário (que é 7/2) pelo cálculo do comprimento da apro- 
ximação poligonal com л = 4 segmentos (veja a figura a 
seguir). 


0| 025 0,5075 1 


30. Distância entre dois pontos Suponha que os dois pontos 
(xy, y) € (х, y>) situem-se no gráfico da reta y = mx + b. Use a 
fórmula de comprimento de arco (Equação 3) para determinar 
a distância entre os dois pontos. 


31. Determine a função comprimento de arco para o gráfico 

f(x) = 2x3? usando (0, 0) como ponto inicial. Qual é o compri- 

mento da curva de (0, 0) até (1,2)? 

32. Determine a função comprimento de arco para a curva do 
Exercício 8, usando (0, 1/4) como ponto inicial. Qual é o com- 


primento da curva de (0, 1/4) até (1, 59/24)? 
USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 33-38, use um SAC para executar os passos a seguir 
para o gráfico dado ao longo do intervalo fechado. 

a. Esboce a curva e as aproximações do traçado poligonal 
para n = 2, 4, 8 pontos de partigáo ao longo do intervalo. 
(Veja a Figura 6.22.) 

b. Determine a aproximação correspondente ao comprimento 
da curva pela soma dos comprimentos dos segmentos de 
reta. 

€. Calcule o comprimento da curva usando uma integral. 
Compare suas aproximações para n =2, 4, 8 com o compri- 
mento real dado pela integral. Como o comprimento real se 
compara com as aproximações quando n aumenta? Expli- 
que sua resposta. 


33. fx) 2 МІ - х2, —1 =< x=1 
34. f(x) = x! + x25, 
35. f(x) = sen (mx), 0€x« V2 
36. f(x) = х2 cosx, 0<х<т 


37. f(x) = ELSE 1 


apap 2 95 
38. fx) - 9-3 —1<х<1 
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6.4 


FORA DE ESCALA 


(b) 


FIGURA 6.28 (a) A superfície cilíndrica 
gerada com a rotagáo em torno do eixo 

x do segmento de reta horizontal АВ, 
cujo comprimento é Ax, tem área 2zryAx. 
(b) Cortada e desenrolada, a superfície 
cilíndrica forma um retángulo. 


Áreas de superfícies de revolucáo 


Quando você pula corda, a corda forma uma superfície по espaço em volta de 
seu corpo denominada superfície de revolugáo. A superfície circunda um volume 
de revolução, e muitas aplicações exigem que conheçamos a área da superfície em 
vez do volume que ela encerra. Nesta segáo, definiremos as áreas de superfícies de 
revolução. As superfícies mais genéricas serão tratadas no Capítulo 16. 


Definição da área de superfície 


Se, em um plano, você girar uma região que seja limitada pelo gráfico de uma 
função ao longo de um intervalo, ela gerará um sólido de revolução, como vimos an- 
teriormente neste capítulo. No entanto, se você girar apenas a curva delimitadora em 
si, ela não gerará nenhum volume interior, mas apenas uma superfície que circunda 
o sólido e forma parte de sua fronteira. Assim como na última seção estávamos interessa- 
dos em definir e determinar o comprimento de uma curva, agora estamos interessados 
em definir e determinar a área de uma superfície gerada pela rotação de uma cur- 
va em torno de um eixo. 

Antes de considerar as curvas gerais, começaremos girando segmentos de reta 
horizontais e inclinados em torno do eixo x. Se girarmos o segmento de reta hori- 
zontal АВ, cujo comprimento 6 Ах, em torno desse eixo (Figura 6.28a), geraremos 
um cilindro com área de superfície 27yAx. Essa área é a mesma que a de um retân- 
gulo com lados Ах e 27у (Figura 6.28b). O comprimento 27у é a circunferência do 
círculo de raio y gerada pela rotação do ponto (x, y) na reta 4B em torno do eixo x. 

Suponha que o segmento de reta АВ tenha comprimento L e seja inclinado 
em vez de horizontal. Agora, quando АВ é girado em torno do eixo x, ele gera um 
tronco de cone (Figura 6.29a). Segundo a geometria clássica, a área de superfície 
desse tronco é 27ry* L, onde y* = (y, + y,)/2 é a altura média do segmento inclinado 
AB acima do eixo x. Essa área de superfície é a mesma que a de um retângulo com 
lados L e 27ry* (Figura 6.29b). 

A partir desses princípios geométricos, definiremos a área de uma superfície 
gerada pela rotação de curvas mais gerais em torno do eixo x. Suponha que deseje- 
mos determinar a área da superfície gerada pela rotação do gráfico de uma função 
contínua não negativa y = f(x), a < x < b, em torno do eixo x. Dividimos o intervalo 
fechado [a, b] como de costume e usamos os pontos da partição para subdividir o 
gráfico em arcos curtos. A Figura 6.30 mostra um arco típico PQ e a faixa gerada 
por ele como parte do gráfico de f. 


L 
2ту* 
FORA DE ESCALA 
(b) 


FIGURA 6.29 (а) O tronco de cone gerado pela rotação em torno do 
eixo x do segmento de reta inclinado АВ, cujo comprimento é L, tem 
л + у 


área de 2тгу" L. (b) Área do retángulo para y* = 2^ a altura 
média de АВ acima do eixo x. 


FIGURA 6.30 Superfície gerada pela 
rotação do gráfico de uma função não 
negativa y = f(x), a < x < b em torno do 
eixo x. A superfície é um conjunto de 
faixas como a gerada pelo arco PQ. 


FIGURA 6.31 О segmento de reta que une 
P e O gera um tronco de um cone. 


Comprimento do segmento: 
L= V (Ax + (Ay? 


y = fix) 


Xk-1 Xk 
к— a 


FIGURA 6.32 Dimensões associadas com 
o arco e o segmento de reta PQ. 
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À medida que o arco PO gira em torno do eixo x, o segmento de reta que une 
Pe О gera um tronco de cone cujo eixo coincide com o eixo x (Figura 6.31). А área 
de superfície desse tronco serve para aproximar a área de superfície da faixa gerada 
pelo arco PQ. A área de superfície do tronco do cone mostrado na Figura 6.31 é 
2тгу" L, onde y* é a altura média do segmento de reta que une Pe О, e L é seu com- 
primento (tal como antes). Como f > 0, a Figura 6.32 sugere que a altura média do 
segmento de reta seja y* = (f(x, 1) + f(x,))/2 e que seu comprimento inclinado seja 


L = V(Axy? + (Ay). Portanto, 
А Xk-1) + 167 
Area da superfície do tronco = 27: fo Е fen) -V(Axi)? + (Лу)? 


= (Hu) fo) V (Ах? + (Ay). 


A área da superfície original, sendo a soma das áreas das faixas geradas por 
arcos como o arco PO, é aproximada pela soma das áreas dos troncos 


ATi) + fog) V (Ах)? + (Ay)? (1) 


Esperamos que a aproximação melhore à medida que a partição de [a, b] se 
torne mais refinada. Além disso, se a função f for derivável, então pelo teorema de 
valor médio há um ponto (c, f(c,)) na curva entre P e О onde a tangente é paralela 
ao segmento PQ (Figura 6.33). Nesse ponto, 


" " А» 
S'e) = em 
Ay, = f'(cx) Ах. 


Com essa substituição para Ay,, as somas da Equação 1 assumem a forma 


n 


Sri) + Ho) (Ах? + (/'(с) Ах? 


k=1 


= TU) + fog) VI (fc)? Ах. (2) 


Essas somas não são as somas de Riemann de uma função, pois os pontos x, |, 
x, € c, não são os mesmos. No entanto, pode ser demonstrado que, como a norma 
da partição de [a, b] tende a zero, as somas da Equação 2 convergem para a integral 


b 
| 2т:/(х)У 1 + (f'(x))2 dx. 


Podemos definir, portanto, que essa integral 6 a área da superfície gerada pelo 
gráfico de f de a a b. 


DEFINIÇÃO Se a função f(x) > 0 é continuamente derivável em [a, b], a 
área da superfície gerada pela rotação da curva y = f(x) em torno do eixo x é 


b 2 b 
s= Í 2туү[1 + (©) ах -| 2т:/(х)У 1 + (f'(x))2 ах. 6) 


A raiz quadrada da Equaçào 3 é a mesma que aparece па fórmula da diferencial 
do comprimento de arco da curva geratriz na Equação 6 da Seção 6.3. 
EXEMPLO 1 Determine a área da superfície gerada com a rotação da curva 
y = 2Vx, 1 < x < 2, em torno do eixo x (Figura 6.34). 
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(ck fée) 
| Tangente paralela 


FIGURA 6.33 Se f for lisa, o Teorema do 
Valor Médio garante a existéncia de um 
ponto c, em que a tangente seja paralela 
ao segmento РО. 


FIGURA 6.34 No Exemplo 1, calculamos 
a área dessa superfície. 


FIGURA 6.35 А rotação do segmento de 
reta AB em torno do eixo y gera um cone 
cuja área de superfície lateral podemos 
agora calcular de duas maneiras 
diferentes (Exemplo 2). 


Solução Calculamos a fórmula 
b dy 2 
s= Í 2my, |1 + (2) dx 
йу _ | 
М, => 
dk у; 


Primeiro, executamos uma manipulação algébrica sobre o radical no integran- | 
do para transformá-lo em uma expressáo que seja mais fácil de integrar. 


2) "+ (Q) 
1+ E = Jl + | — 
y dx Vx 
1 1 х + 1 Е 
+ x x E à 
Com essas substituições, temos 


2 2 
8-1 мам n de = am | VF id 
1 x 1 


2 


Equaçào 3 


com 


а = 1, b= 2, y 


= ŠZ (sv - 22). 


= 4r: Za + р") 
1 


Revolução em torno do eixo y 


Caso a revolução ocorra em torno do eixo y, permutaremos x e y na Equação 3. 


Área da superfície em caso de revolução em torno do eixo y 


Se x = g(y) > 0 for continuamente derivável em [c, d], a área de superfície 
gerada pela rotação da curva x = g(y) em torno do eixo у será 


d 2 d 
s= / m (4) pe / 2ng) V 1 + EP dy. (4) 


EXEMPLO 2 О segmento de reta x = 1 — y, 0 < y < 1, é girado em torno do eixo 
y, gerando o cone da Figura 6.35. Determine sua área de superfície lateral (o que 
exclui a área de base). 


Solução Temos aqui um cálculo que podemos verificar com uma fórmula de geo- 
metria: 


Área da superfície lateral сгсинбоклоа. de base 


X altura inclinada = т^. 


Рага ver сото а Equaçào 4 chega ао mesmo resultado, consideramos 


dx 
dy 


c-0 4-1, x=1->», 1, 


2 
i+ (E) = viro = va 


e calculamos 
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d ER 2 1 
s= Í 2пх |1 + (8) = | 2т(1 — y) V2 dy 
c y 0 


Os resultados 


Exercícios 6.4 


Determinação de integrais para área de superfície 


Nos Exercícios 1-8: 


a. Estabeleça uma integral para a área da superfície gerada 
pela rotação da curva dada em torno do eixo indicado. 


b. Trace o gráfico da curva para ver como ela é. Se puder, faça 
também o gráfico da superfície. 


с. Use seu programa gráfico ou programa para calcular inte- 
grais e determine a área da superfície numericamente. 


1. y=tgx, 0<х<т/4; eixox 

2. у=, 0<x<2; eixox 

3. xy=1, I<y<2; eixoy 

4. x=seny, 0O<y<r; eixoy 

5, х!?+у!?=3 de (4, 1)a (1,4); eixox 
6. y+2Vy=x, 1 =у 5 2; eixoy 


» 
5, | гай, 0О<ус<т/3; еіхоу 
0 
х 
s = Í У2-14, 1= x= V5; eixox 
1 


Determinação de área de superfície 


9. Determine a área da superfície lateral (lado) do cone gerado 
pela rotacào do segmento de reta y = x/2, 0 € x € 4, em torno 
do eixo x. Verifique se sua resposta coincide com a fórmula 


geométrica. 
& s 1 Р "Wn 
Area de superficie — ES circunferéncia х altura 
lateral da base inclinada. 


10. Determine a área da superfície lateral do cone gerado pela rota- 
ção do segmento de reta y = x/2, 0 < х < 4, em torno do eixo y. 
Verifique se seu resultado coincide com a fórmula geométrica 


Área de superfície = L x circunferência x altura 
2 E 
lateral da base inclinada. 
11. Determine a área da superfície do tronco de cone gerado pela 
rotacào do segmento de reta y = (x/2) + (1/2), 1 < x < 3, em 
torno do eixo x. Verifique o resultado com a fórmula geométrica 


Área de superfície do tronco = ar(r, + г) X altura inclinada. 


12. Determine a área da superfície do tronco de cone gerado pela 
rotação do segmento de reta y = (x/2) + (1/2), 1 < x < 3, em 
torno do eixo y. Verifique se seu resultado coincide com a fór- 


mula geométrica 


Área de superfície do tronco = (л, + r,) X altura inclinada. 


2 


2n V2 » => [| = 25 V2 ( e 1) 
т У2. 


coincidem, como deveriam. 
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Determine as áreas das superfícies geradas pela rotação das curvas 
nos Exercícios 13-23 em torno dos eixos indicados. Se vocé tiver 
um programa gráfico, poderá tragar o gráfico dessas curvas para 


verificar a sua aparéncia. 

13. у= х2/9, 0 =х= 2; eixox 

14. у= Vx, 3/4 = х = 15/4; eixox 

15. y = V2x - xl 0,5 =х = 1,5; eixox 
16. у= Vx +1, 1=х5 5; еіхох 

17. х= 32/3, 0 = y S 1; eixoy 

18. x = (1/3)? — y! 1 = y = 3; eixoy 
19. х= 2У4 y, 0=у = 15/4; еіхоу 


(1.3) 


y 


21. х=(её'+е?)2, 0<у<1п2; eixo y 
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22. у = (1/3)02 + 2)22, 0 = x = V2; eixo y (Sugestão: ex- 


23. 


24. 


25. 


26. 


28. 


presse ds = Vdx? + dy? em termos de dx, e calcule a inte- 
gral S= [27x ds com limites apropriados.) 
x = (y/4) + 1(8y)), 1 € y € 2; eixo x (Sugestão: expresse 


ds = Мах? + dy? em termos de dy, e calcule a integral $ = 
[27y ds com limites apropriados.) 


Escreva uma integral para a área da superfície gerada pela ro- 
tação da curva y = cos x, —7/2 € x € 7/2, em torno do eixo х. 
Na Secáo 8.4 veremos como calcular tais integrais. 


Teste da nova definição — Demonstre que a área de superfície 
de uma esfera de raio a ainda é 474? usando a Equação 3 para 
determinar a área da superfície gerada pela rotagáo da curva 
у = 
Teste da nova definição А área da superficie lateral (lado) de 
um cone de altura л e raio de base ғ deveria ser zr Vr? + h?, 
о semiperímetro da base vezes a altura inclinada. Demons- 
tre que isso continua sendo verdade quando se determina a 
área da superfície gerada pela rotagáo do segmento de reta 
y = (r/h)x, 0 < x < h, em torno do eixo х. 


Frigideira esmaltada Sua empresa decidiu langar uma ver- 
sáo de luxo da frigideira que vocé projetou. O plano é esmal- 
tá-la de branco por dentro e de azul por fora. A camada de 
esmalte terá 0,5 mm de espessura antes de ir ao forno. (Veja 
o diagrama a seguir.) O departamento de produgáo quer saber 
a quantidade de esmalte que precisará dispor para produzir 
5000 frigideiras. O que vocé diria a eles? (Ignore o desperdicio 
e a matéria-prima náo utilizada; dé a sua resposta em litros. 
Lembre-se de que 1 ст? = 1 mf, logo 1 € = 1000 ст.) 


2 Р 
a = x —а = x = a, em torno do eixo x. 


y (cm) 


Fatiamento de pão Você sabia que se cortar um filão de 
páo esférico em fatias de igual largura cada fatia terá a mesma 


quantidade de casca? Para saber o porqué disso, suponha que 


o semicírculo y = Vr? — x? mostrado a seguir seja girado 


em torno do eixo x para gerar uma esfera. Seja АВ um arco 
desse semicírculo que se encontra acima de um intervalo de 
comprimento A no eixo x. Demonstre que a área gerada por AB 
não depende da localização do intervalo. (Depende apenas do 
comprimento do intervalo.) 


29. A faixa sombreada da figura a seguir foi cortada de uma esfera 


de raio R por planos paralelos separados por h unidades. De- 
monstre que a área de superfície da faixa é de 27 Rh. 


30. Eis um desenho esquemático da redoma de 90 pés usada pelo 


Servigo Nacional de Meteorologia dos Estados Unidos para 

abrigar um radar em Bozeman, Montana. 

a. Qual é a área da superfície externa a ser pintada (sem con- 
tar a base)? 


b. Arredonde a resposta para pé? mais próximo. 


Raio de 
45 pés 


31. Dedução alternativa da fórmula de área de superfície 


Suponha que f seja lisa em [a, Ь] e divida [a, b] da maneira 
usual. No k-ésimo subintervalo (х, |, x,], construa a reta tan- 
gente à curva no ponto médio m, = (x, , + x,)/2, como mostra 
a figura a seguir. 


a. Demonstre que 
A A. 
ri = fim) = (т) SE ењ = fim) + От) 5, 


b. Mostre que о comprimento L, do segmento de reta tangente 


по k-ésimo subintervalo é L, = V (Axa? + (/(,) Ах). 
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c. Demonstre que a área da superfície lateral do tronco de x?  y?5 = | mostrado na figura a seguir. (Sugestão: gire o 
cone gerado pelo segmento de reta tangente, ao girar em pedaço do primeiro quadrante y = (1 — 32392, 0 < x < 1, em 
torno do eixo x, é 2z f(m) V 1 + (f'(mi))2 Ах. torno do eixo x e dobre o resultado.) 

d. Demonstre que a área da superfície gerada pela rotação de y 


y 7 f(x) em torno do eixo x em [a, 5] é de 


lim 
n> (22) 


n | área da superfície 


k-ésimo tronco 


32. Superfície de um astroide Determine a área da superfície 
gerada pela rotagáo em torno do eixo x do pedago de astroide 


6.5 


| Joules 
O joule, cuja abreviatura é J, recebeu 


esse nome em homenagem ao fisico 


inglês James Prescott Joule (1818-1889). 


A equação que o define é 
1 joule = (1 newton)(1 metro). 


Em símbolos, 1 J= 1 N т. 


b 
lateral do a li 2 f(x) V1 + (О)? dx. 


Trabalho e forcas de fluidos 


х23 + у23 = | 


Na vida diária, trabalho significa uma atividade que exige um esforgo muscular 
ou mental. Na ciência, o termo se refere especificamente a uma força que atua sobre 
um corpo (ou objeto) e ao deslocamento subsequente desse corpo. Esta segáo mos- 
trará como calcular o trabalho. As aplicagóes práticas vào desde comprimir molas 
de vagóes de trem e esvaziar tanques subterráneos até aproximar elétrons e langar 
satélites em órbita. 


Trabalho realizado por uma forca constante 


Quando um corpo percorre uma distáncia d ao longo de uma reta como resulta- 
do da aplicagáo de uma força de magnitude constante F na diregáo do movimento, 
calculamos o trabalho W realizado pela forga sobre o corpo a partir da fórmula 


W = Fd (Fórmula da forga constante do trabalho). (1) 


A partir da Equação 1, vemos que em qualquer sistema a unidade de trabalho 
é a unidade de força multiplicada pela unidade de distáncia. Em unidades SI (SI 
significa Système International ou Sistema Internacional), a unidade de força é o 
newton, a unidade de distáncia é o metro e a unidade de trabalho é o newton-metro 
(N : m). Essa combinação é tão frequente que tem um nome especial, o joule. No 
sistema británico, a unidade de trabalho é a pé-libra, uma unidade usada por enge- 
nheiros com frequéncia. 


EXEMPLO 1  Suponha que vocé eleve a lateral de um carro de 2000 Ib a 1,25 pé 
acima do solo para trocar um pneu. O macaco aplica uma força vertical constante 
de cerca de 1000 Ib ao elevar a lateral do carro (mas levando em conta a vantagem 
mecánica do macaco, a forca aplicada ao macaco em si é apenas de cerca de 30 Ib). 
O trabalho total realizado pelo macaco no carro é 1000 X 1,25 — 1250 pé-libra. Em 
unidades SI, o macaco aplicou uma força de 4448 N a uma distáncia de 0,381 m 
para fazer 4448 X 0,381 = 1695 J de trabalho. 


Trabalho realizado por uma forca variável ao longo de uma reta 


Se a forga aplicada varia ao longo do trajeto, como se estivesse comprimindo 
uma mola, a fórmula W = Fd deve ser substituída por uma fórmula integral que leve 
em consideracáo a уагїасдо de F. 

Suponha que a forga para realizar o trabalho atue em um objeto em mo- 
vimento ao longo de uma reta, que podemos considerar que seja o eixo x. Supo- 
mos que a magnitude F da força seja uma função contínua da posição do objeto x. 
Queremos determinar o trabalho realizado ao longo do intervalo de x = a a 
x — b. Dividimos [a, 5] da maneira usual e escolhemos um ponto arbitrário c, em 
cada subintervalo (х, ,, x,]. Se o subintervalo for pequeno o suficiente, a função 
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Comprimida 


0 I Descomprimida l 

I 

| (a) 
F ! 
1 | 
A | 
5 I 
= l 
bee ! 
3 ! 
5 | 
= I 


Trabalho realizado por F 
de x = 0até x = 0,25 


х (pés) 


0 025 
Quantidade comprimida 


(b) 


FIGURA 6.36 А força F necessária para 
manter a mola sob compressáo aumenta 
linearmente á medida que a mola é 
comprimida (Exemplo 2). 


contínua F nào variará muito de x, | ax, A quantidade de trabalho realizado ao 
longo do intervalo será de aproximadamente F(c,) vezes a distância Ах,, a mesma 
que seria usada se F fosse constante e pudéssemos aplicar a Equação 1. Portanto, 
podemos fazer uma aproximagáo para o trabalho total realizado de a a b usando 
a soma de Riemann. 


Trabalho = Y F(cy) Ax. 
k=1 


Esperamos que a aproximação melhore quando a norma da partição tender a 
zero, e, portanto, definimos o trabalho realizado pela força de a a b como a integral 
de F de a a b: 


n b 
lim Y F(cj) Ax, = | F(x) ах. 


n500 £—1 


DEFINIÇÃO O trabalho realizado por uma variável força F(x) na direção do 


eixox,dex=aax=b,é 
b 
v-[ F(x) dx. 
a (2) 


A unidade da integral será o joule se F estiver em newtons, e x, em metros; e pé- 
-libra se F estiver em libras, e x, em pés. Assim, o trabalho realizado por uma força de 
F(x) = 1/2 newtons ao deslocar um objeto ao longo do eixo x, de x= 1 max = 10 m, será 


1074 j 9 1 
"= | d = J! =—o + 1 = 091. 


Lei de Hooke para molas: F = kx 


A lei de Hooke diz que a força necessária para esticar ou comprimir uma mola 
com x unidades de comprimento de seu comprimento original (descomprimida) é 
proporcional a x. Em símbolos, 


F= kx. (3) 


A constante k, medida em unidades de força por comprimento unitário, é uma 
característica da mola, denominada constante de força da mola (ou constante da 
mola). A Equagáo 3, ou lei de Hooke, apresenta bons resultados, desde que a força 
náo distorga a estrutura da mola. Supomos que as Гогсав nesta segáo sejam pequenas 
demais para que isso seja feito. 


EXEMPLO 2 Determine o trabalho necessário para comprimir uma mola de seu 
comprimento natural de 1 pé para um comprimento de 0,75 pé se a constante de 
força for k = 16 Ib/pés. 


Solução Imaginemos a mola não comprimida ao longo do eixo x com a sua extre- 
midade móvel na origem e a sua extremidade fixa em x = 1 pé (Figura 6.36). Isso 
nos permite descrever a forga necessária para comprimir a mola de 0 a x com a 
fórmula F — 16x. Para comprimir a mola de 0 a 0,25 pé, a forga deve aumentar de 


F(0)=16-0=0lb a F(0,25)= 16 : 0,25 =4 lb. 


O trabalho realizado por F ao longo desse intervalo é 


Equação 2 com 


0,25 0,25 
W = 1 16x dx = s] = 0,5 pé-lb. <= 0, b = 025, 
0 0 F(x) = 16х 


FIGURA 6.37 


estica esta mola 0,8 metro além de seu 
comprimento em repouso (Exemplo 3). 


FIGURA 6.38 
Exemplo 4. 


x(m) 


Um peso de 24 N 


Icamento do balde no 
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EXEMPLO 3 Uma mola tem um comprimento original de 1 m. Uma força de 24 N 
а estica até o comprimento total de 1,8 m. 


(a) Determine a constante de força Л. 

(b) Quanto trabalho será necessário para esticar a mola 2 m além de seu compri- 
mento original? 

(c) Até que ponto uma força de 45 N estica a mola? 


Solução 
(a) Constante de força. Determinamos a constante de força a partir da Equação 3. Uma 
força de 24 N estica a mola até 0,8 m de seu comprimento original, de modo que 

24 = k(0,8) Equação 3 com 

k = 24/0,8 = 30 N/m. F=24,x=0,8 
(b) Trabalho para esticar a mola por 2 metros. Imaginemos a mola em repouso, 
pendurada ao longo do eixo x, com sua extremidade livre em x = O (Figura 
6.37). A força necessária para esticar a mola até x metros além de seu compri- 
mento original é a força necessária para puxar a extremidade livre da mola até 

x unidades a partir da origem. A lei de Hooke com k = 30 diz que essa força é 


F(x) = 30x. 


O trabalho realizado рог F sobre a mola de x = 0 m até x =2 m é 


2 2 
"= | 30х ах = 18º] = 601. 
0 o 
(c) Até que ponto uma força de 45 N esticará a mola? Substituímos F = 45 na 
equação F = 30x para determinar 


45=30x ou х-1,5ш. 
Uma força de 45 N manterá a mola esticada 1,5 m além de seu comprimento 
original. 


A integral do trabalho é útil para calcular o trabalho realizado ao se levantar objetos 
cujo peso varia com a elevação. 


EXEMPLO 4 Um balde que pesa 5 Ib é igado a partir do solo por uma corda com 
20 pés de comprimento que é puxada a uma velocidade constante (Figura 6.38). A 
corda pesa 0,08 Ib/pé. Quanto trabalho foi realizado para elevar o balde e a corda? 


Solução О balde tem peso constante, e, portanto, o trabalho realizado quando ape- 
nas ele é igado é igual a peso X distáncia = 5 : 20 = 100 pés-Ib. 

О peso da corda varia com a elevagáo do balde, pois uma parte cada vez menor 
dela fica pendente. Quando o balde está a x pés do solo, o редасо restante da corda 
ainda pendente pesa (0,08) : (20 — x) libras. Assim, o trabalho para erguer a corda é 


20 ^20 
Trabalho na corda — / (0,08)(20 — х) dx -| (1,6 — 0,08x) dx 
0 0 


= [1,6x — 0.04x2] = 32 — 16 = 16 pés-Ib. 
O trabalho total para igar o balde e a corda juntos é 


100 + 16 = 116 pés-Ib. 


Bombeamento de líquidos para fora de recipientes 


Quanto trabalho é realizado para bombear a totalidade ou parte do líquido de 
um recipiente? Muitas vezes, os engenheiros precisam saber a resposta para projetar 
ou escolher a bomba certa para transportar água ou líquido de um local ao outro. 
Para descobrir a resposta, imaginamos levantar uma fatia horizontal fina do líquido 
de cada vez, aplicando a equação W = Fd a cada fatia. Depois, calculamos a inte- 
gral resultante, quando as fatias se tornam mais finas e mais numerosas. А integral 
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obtida a cada vez depende do peso do líquido e das dimensões do recipiente, mas o 
modo para determinar a integral é sempre o mesmo. O próximo exemplo mostra o 
que deve ser feito. 


EXEMPLO 5 О tanque cónico da Figura 6.39 está ocupado até 2 pés do topo com 
azeite de oliva, que pesa 57 Ib/pé?. Quanto trabalho será necessário para bombear o 
óleo até a borda do tanque? 


Solução Imaginamos o azeite dividido em fatias finas por planos perpendiculares 
ao eixo y nos pontos de uma partigáo do intervalo [0, 8]. 
A fatia típica entre os planos em y e y + Ау tem um volume de cerca de 


2 
FIGURA 6.39 Azeite de oliva e tanque AV= (raio) (espessura) - "(1 ») Ay = T y? Ay pés”. 
do Exemplo 5. 2º 4 07 


A força F(y) necessária para elevar essa fatia é igual ao seu peso, 


SIT > Peso = (Peso por unidade 
Fy) = 57 AV = 4 y Ay lb. de volume) X volume 


A distáncia pela qual F(y) deve agir para elevar essa fatia ao nível da borda 
do cone é de aproximadamente (10 — y) pés, e, portanto, o trabalho realizado para 
elevar a fatia é de aproximadamente 
57m 

4 

Supondo que existam л fatias associadas à partição de (0, 8] e que y = y, in- 
dique o plano associado a k-ésima fatia de densidade Ay,, podemos aproximar o 
trabalho realizado ao elevarmos todas as fatias com a soma de Riemann 


AW = (10 — y)y? Ay pés-Ib. 


2.577 2 | 
W = 2 4 (10 — уук Ay; pés-Ib. 


O trabalho de bombear o azeite até a borda é o limite dessas somas quando a 
norma da partigáo tende a zero e o número de fatias tende a infinito: 


-imn Pim 24y = [ 5m 2 
= lim, > 4 (0-—удук Ay = Er: (10 — уђу? dy 


8 
== f a-ya 
0 


57т Е >) А 
=== = — | = 30,561 pés-Ib. 
4 3 4 | р 


FIGURA 6.40 Para resistir ao aumento da 
pressáo, as barragens sáo mais espessas na 
parte inferior. 


Forças e pressões de fluido 


As barragens são projetadas com a parte inferior mais grossa do que a parte 
superior (Figura 6.40), pois a pressão aumenta com a profundidade. A pressão em 
qualquer ponto de uma barragem depende apenas da distância entre a superfície e 


| Peso específico esse ponto, e não de quanto a superfície da barragem está inclinada naquele ponto. 
O peso específico w de um fluido éo seu А pressão em libras por pé quadrado em um ponto h pés abaixo da superfície é 
peso por unidade de volume. Os valores sempre 62,4h. O número 62,4 é o peso específico da água doce em libras por pé 
típicos (Ib/pé?) estão listados abaixo. cúbico. A pressão h pés abaixo da superfície de qualquer fluido é o peso especifico 

Gasolina 42 do fluido multiplicado por A. 

Mercúrio 849 

Leite 645 Equação pressão-profundidade 

Melaço 100 


Em um fluido que se mantém parado, a pressão p à profundidade h é o peso 


ia °! específico do fluido w vezes Л: 


Авиа do mar 64 
Авиа doce 62.4 p = wh. (4) 


FIGURA 6.41  Esses recipientes tém a 
mesma profundidade de água e a mesma 
área de base. A força total é, portanto, a 
mesma no fundo de cada recipiente. A 
forma dos recipientes náo importa. 


Superfície do fluido 


Placa vertical 
submersa 


Profundidade 
da faixa 


L(y) 
Comprimento da faixa no nível y 


FIGURA 6.42 А força exercida pelo 
fluido sobre um lado de uma faixa estreita 
horizontal é aproximadamente AF = 
pressão X área = w X (profundidade da 
faixa) X L(y) Ay. 
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Em um recipiente com fluido com uma base plana e horizontal, a forga total 
exercida pelo fluido contra a base pode ser calculada pela multiplicação da área da 
base pela pressáo na base. Podemos fazer isso porque a força total é igual 4 força por 
unidade de área (pressáo) vezes a área (veja a Figura 6.41). Se F, pe A йо a força 
total, a pressáo e a área, respectivamente, entáo, 


Е = força total = força por unidade de área X área 
= pressáo X área = pA 


=whA. p = wh da Equaçào 4 


Forca do fluido em uma superfície com profundidade constante 


F — pA = whA (5) 


Por exemplo, o peso específico da água doce é 62,4 Ib/p&), logo a força do flui- 
do no fundo de uma piscina retangular de 10 pés X 20 pés de profundidade será de 


Е = whA = (62,4 Ib/p?)(3 рё)(10- 20 рё) 
— 37,440 Ib. 


Para uma placa plana submersa horizontalmente, como o fundo dessa piscina, 
a forga descendente que age sobre ela devido à pressáo do líquido é dada pela Equa- 
çào 5. Se a placa estiver submersa na vertical, no entanto, a pressáo sobre ela será 
diferente em diferentes profundidades, e a Equação 5 já não será mais útil dessa 
forma (porque Л varia). 

Suponha que desejamos conhecer a forga exercida pelo fluido sobre um lado de 
uma placa vertical submersa em um fluido de peso específico w. Para determiná-la, 
modelamos a placa como uma região que se estende de y = a a y = b no plano xy 
(Figura 6.42). Dividimos [a, b] da maneira usual e imaginamos que a regiáo é corta- 
da em faixas finas na horizontal por planos perpendiculares ao eixo y nos pontos da 
partigáo. A faixa típica de y a y + Ay tem Ay unidades de largura por L(y) unidades 
de comprimento. Consideramos que Z(y) seja uma fungáo contínua de y. 

A pressáo varia ao longo da faixa de cima para baixo. Se, entretanto, a faixa 
for estreita o suficiente, a pressáo ficará próxima do seu valor de w X (profundidade 
da faixa) na borda inferior. A força exercida pelo fluido sobre um lado da faixa será 
aproximadamente 


AF = (pressáo ao longo da borda inferior) X (área) 
= у. (profundidade da faixa) - L(v)Ay. 


Suponha que haja л faixas associadas à partição de a < y < b, e que y, seja a 
borda inferior da k-ésima faixa, tendo comprimento de /.(у,) e largura Ay,. A força 
sobre a placa toda será aproximada pela soma das forgas sobre cada faixa, dando a 
soma de Riemann 


F = X (w- (profundidade da faixa): L(y1)) Дук. (6) 
k=1 


A soma na Equação 6 é uma soma de Riemann para uma função contínua de 
[a, b], e esperamos que as aproximações melhorem conforme a norma da partição 
tende a zero. A força exercida sobre a placa é o limite dessas somas: 


n 


lim Sw: (profundidade da faixa), L(y1)) Аук = 


n—00 £—1 


b 
/ w- (profundidade da faixa) - L(y) dy. 
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Integral para a forca de um fluido contra uma placa plana vertical 


Suponha que uma placa submersa verticalmente no fluido de peso específico 
w vá de y = а а y = b no eixo y. Seja L(y) o comprimento da faixa horizontal 
medido da esquerda para a direita ao longo da superfície da placa no nível y. 
Entáo, a forga exercida pelo fluido sobre um lado da placa é 


b 
/ w- (profundidade da faixa) - L(y) dy. (7) 


EXEMPLO 6 Uma placa plana triangular isósceles com base de 6 pés e altura de 3 pés 
está submersa verticalmente, com a base virada para cima a 2 pés abaixo da superfície 
de uma piscina. Determine a força exercida pela água contra um lado da placa. 


Solução Estabelecemos um sistema de coordenadas para trabalhar colocando a ori- 
gem no vértice inferior da placa e fazendo o eixo y superior ao longo do eixo de 
simetria da placa (Figura 6.43). A superfície da piscina está situada ao longo da reta 


y (pés) 


Superfície da piscina 


Profundidade: 
Y 


(х,х) = (у, y) 
Ay 


> х (pés) 


FIGURA 6.43 Para calcular a força 
sobre um lado da placa submersa do 
Exemplo 6, podemos usar um sistema 
de coordenadas como este. 


Exercícios 6.5 


у = 5, е o topo da borda da placa, ao longo da reta y = 3. A borda à direita da placa 
está situada ao longo da reta y — x, com o vértice superior direito em (3, 3). O com- 
š primento de uma faixa fina ao nível y é 


L(y) = 2x = 2y. 


A profundidade da faixa abaixo da superfície é de (5 — у). A força exercida pela 
água sobre um lado da placa será, portanto, 


b 
= w: 
a 


fundidad 
(Profundidade) ЕТО, 


3 
-| 62,4(5 — y)2y dy 
0 


І 


3 
20 (Sy — y?) dy 
0 


3 


= 124,8 E y? 


y 3 
i | = 1684,8 Ib. 
3 0 


Molas 


1. Constante da mola Foram necessários 1.800 J de trabalho 


para esticar uma mola desde seu comprimento original de 2 m 


até 5 m. Determine a constante da força da mola. 


2. Esticando uma mola Uma mola tem um comprimento ori- 


ginal de 10 pol. Uma força de 800 lb a estica até 14 pol. 
a. Determine a constante de forca. 


b. Quanto trabalho será necessário para esticar a mola de 10 


para 12 pol.? 


с. Até onde, além de seu comprimento original, uma forga de 


1.600 Ib esticará a mola? 


3. Esticando um elástico Uma força de 2 N estica um elástico 
de 2 em (0,02 m). Supondo que a lei de Hooke seja aplicável, 
quanto uma força de 4 N esticará o elástico? Quanto trabalho 
será necessário para esticar o elástico até esse ponto? 


4. Esticando uma mola Se uma força de 90 N estica uma mola 
de 1 m além do seu comprimento original, quanto trabalho 


será necessário para esticar a mola 5 m além do seu compri- 
mento original? 


. Molas de vagóes do metró É preciso aplicar uma força de 


21.714 lb para comprimir um sistema de mola espiral dos 
vagóes do sistema metroviário em Nova York, da altura livre 
de 8 pol. até sua altura totalmente comprimida de 5 pol. 

a. Qual é a constante de forga do sistema? 

b. Quanto trabalho será necessário para comprimir a primei- 
ra meia polegada nesse sistema? E a segunda meia pole- 
gada? Aproxime a resposta para o inteiro mais próximo 
em pol.-Ib. 

Balanca para banheiro Uma balanga para banheiro sofre 

uma compressáo de 1/16 pol. quando uma pessoa de 150 Ib 

fica em pé sobre ela. Considerando que a balanga se comporta 
como uma mola que obedece à lei de Hooke, quanto deve pe- 
sar alguém que comprime a balanga em 1/8 pol. ao se pesar? 

Quanto trabalho será realizado nesse caso? 


Trabalho realizado por uma Тогса variável 


7. 


10. 


11. 


12. 


Puxando uma corda Um alpinista está prestes a puxar cer- 
ca de 50 m de uma corda pendurada. Quanto trabalho será 
necessário se a corda pesa 0.624 N/m? 


Saco de агеїа furado Um saco de areia que pesa original- 
mente 144 lb foi elevado a uma taxa constante. Ao subir, a 
areia também vazou a uma taxa constante. Metade da areia 
se foi quando o saco foi elevado 18 pés. Quanto trabalho foi 
realizado ao se elevar a areia até aqui? (Despreze o peso do 
saco e do equipamento de elevagáo.) 


Elevação de um cabo de elevador Um elevador elétrico, com 
um motor no alto, tem um cabo trançado que pesa 4,5 Ib/pés. 
Quando ele está no primeiro andar, 180 pés de cabo estáo esten- 
didos e, por outro lado, quando ele está no último andar, 0 pé está 
estendido. Quanto trabalho o motor realiza para elevar apenas o 
cabo ao transportar o elevador do primeiro ao último andar? 


Força de atração Quando uma partícula de massa m está em 
(x, 0), é atraída em direção à origem com uma força cuja magni- 
tude ё k/x?. Determine o trabalho realizado sobre a partícula até 
o momento em que ela atinge x = a, 0 < a < b, quando a parti- 
cula parte do repouso em x = b e não há ação de outras forças. 


Balde furado Suponha que o balde do Exemplo 4 esteja va- 
zando. Ele inicia com 2 galões de água (16 lb) e vaza a uma taxa 
constante. Toda a água termina de sair quando o balde atinge a su- 
perfície. Quanto trabalho foi realizado para elevar apenas a água? 
(Sugestão: nào inclua a corda e o balde; determine a proporção de 
água que restava quando o balde estava a x pés do cháo.) 


(Continuação do Exercício 11.) Os trabalhadores do Exemplo 4 
e do Exercício 11 trocaram o balde por outro maior, que compor- 
ta 5 galóes de água (40 Ib), mas o vazamento é ainda maior, de 
modo que ele também chegará vazio ao topo. Considerando que 
à água vaze a uma taxa constante, quanto trabalho foi realizado 
para elevar apenas a água? (Nào inclua a corda e o balde.) 


Bombeamento de líquidos para fora de recipientes 


13. 


14. 


Bombeamento de água О tanque retangular mostrado aqui, 

com o seu topo ao nível do solo, é usado para captar água plu- 

vial. Considere que o peso específico da água seja 62,4 Ib/p&?. 

a. Quando o tanque estiver cheio, quanto trabalho será ne- 
cessário para esvaziá-lo bombeando a água de volta ao 
nível do solo? 

b. Se a água for bombeada para o nível do solo com motor 
de (5/11) HP (poténcia 250 pés-Ib/s), quanto tempo levará 
para esvaziar o tanque cheio (arredonde para o minuto mais 
próximo)? 

€. Mostre que a bomba no item (b) reduzirá o nível de água 
em 10 pés (metade) durante os primeiros 25 min de bom- 
beamento. 

d. Peso da água Quais são as respostas para os itens (a) e 
(b) em um local onde o peso específico da água seja 62,26 
1Ь/рё?? E 62,59 1Ь/рё?? 


12 pés 


Nível 10 Pés 


Esvaziamento de uma cisterna A cisterna retangular (tan- 
que para armazenamento da água pluvial) apresentada tem 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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seu topo a 10 pés abaixo do nível do solo. Atualmente cheia, 
deverá ser esvaziada para inspegáo por bombeamento de seu 
conteúdo até o nível do solo. 
a. Quanto trabalho será necessário para esvaziar a cisterna? 
b. Quanto tempo levará para esvaziar o tanque usando uma 
bomba com poténcia de 1/2 HP, a uma taxa de 275 pés-Ib/s? 
€. Quanto tempo a bomba do item (b) levará para esvaziar 
o tanque até a metade? (Será menos do que a metade do 
tempo necessário para esvaziar o tanque completamente.) 
d. Peso da água Quais 540 as respostas para os itens (a) a 
(c) em um local onde o peso específico da água é 62,26 Ib/ 
pé? E 62,59 Ib/p&?? 


Nível do solo 


2 


10 pés 


20 pés 12 pés 


Bombeamento de óleo Quanto trabalho seria necessário 
para bombear óleo do tanque do Exemplo 5 até o topo do tan- 
que se o tanque estivesse completamente cheio? 


Bombeamento de um tanque pela metade Suponha que no 
Exemplo 5, em vez de o tanque estar cheio, ele esteja apenas 
pela metade. Quanto trabalho será necessário para bombear o 
óleo restante até o nível de 4 pés acima do topo? 


Esvaziamento de um tanque Um tanque cilíndrico reto 
vertical mede 30 pés de altura e 20 pés de diámetro. Está cheio 
de querosene, que pesa 51,2 Ib/pé*. Quanto trabalho será ne- 
cessário para bombear o querosene ao nível do topo do tanque? 


a. Bombeamento de leite Suponha que o recipiente cónico 
do Exemplo 5 contenha leite (cujo peso específico é 64,5 
Ib/pé) em vez de azeite de oliva. Quanto trabalho será ne- 
cessário para bombear o conteüdo até a borda? 


b. Bombeamento de azeite No Exemplo 5, quanto trabalho 
será necessário para bombear o azeite até 3 pés acima da 
borda do cone? 


O gráfico de y =x? em 0 € x € 2 é girado em torno do eixo y 
para formar um tanque que é entào preenchido com água salga- 
da do Mar Morto (que pesa cerca de 73 Ib/p&?). Quanto trabalho 
será necessário para bombear toda a água até o topo do tanque? 


Um tanque cilíndrico circular reto de 10 pés de altura e 5 pés 
de raio repousa horizontalmente e está cheio de diesel que pesa 
53 Ib/p&. Quanto trabalho será necessário para bombear todo 
o combustível a um ponto 15 pés acima do topo do tanque? 


Esvaziamento de um reservatório de água Modelamos o 
bombeamento do conteúdo de recipientes esféricos da forma 
como fizemos com outros recipientes, com o eixo de integra- 
ção ao longo do eixo vertical da esfera. Use a figura a seguir e 
determine quanto trabalho será necessário para que um reser- 
vatório hemisférico de raio 5 m, cheio de água, seja esvaziado 
ao se bombear seu conteúdo até uma altura de 4 m acima do 
topo do reservatório. A água pesa 9.800 N/m?. 


y 
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22. 


Vocé é o responsável pela drenagem e pelo reparo do tanque 
de armazenamento mostrado a seguir. O tanque é um hemisfé- 
rio com raio de 10 pés, cheio de benzeno, cujo peso específico 
é 56 Ib/pé?. Uma empresa que você contatou garante que pode 
esvaziar o tanque a um custo de 1/2 centavo por Ib-pé de tra- 
balho. Determine o trabalho necessário para esvaziar o tanque 
ao se bombear o benzeno até um tubo de saída localizado a 2 
pés acima do tanque. Se vocé tiver $ 5000 calculado para o 
trabalho, poderá contratar a empresa? 


Trabalho e energia cinética 


23. 


Energia cinética Se uma força variável de magnitude F(x) 
desloca um corpo de massa т ao longo do eixo х de x, até x,, 
a velocidade do corpo v pode ser escrita como dx/dt (onde t 
representa o tempo). Use a segunda lei do movimento de New- 
ton F = m(dv/dt) e a regra da cadeia 


du _ du dx _ dv 
dt dx dt dx 


para mostrar que o trabalho líquido realizado pela Гогса duran- 
te o deslocamento do corpo de x, até х, é de 


onde v, e v, sào as velocidades do corpo em x, e x,. Em física, 
a expressáo (1/2)mv? é chamada de energia cinética de um 
corpo de massa m que se desloca com velocidade v. Portan- 
to, o trabalho realizado por uma força é igual à variação da 
energia cinética do corpo, e podemos determinar o trabalho 
calculando essa variação. 


Nos Exercicios 24-28, utilize o resultado do Exercício 23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Tênis Uma bola de tênis com massa de 2 onças foi sacada a 
160 pés/s (cerca de 109 mi/h). Qual o trabalho realizado sobre 
a bola para que ela atingisse essa velocidade? (Para calcular 
a massa da bola pelo seu peso, expresse o peso em libras e 
divida por 32 pés/s?, a aceleração da gravidade.) 


Beisebol Quantos pés-libras de trabalho são necessários 
para arremessar uma bola de beisebol a 90 mi/h? Uma bola de 
beisebol pesa 5 onças ou 0,3125 lb. 


Golfe Uma bola de golfe de 1,6 onça é arremessada a uma 
velocidade de 280 pés/s (cerca de 191 mi/h). Quantos pés-li- 
bras de trabalho são necessários para arremessar a bola? 


Em 11 de junho de 2004, em uma partida de tênis entre Andy 
Roddick e Paradorn Srichaphan no torneio Stella Artois em 
Londres, Inglaterra, Roddick rebateu um saque medido a 153 
mi/h. Quanto trabalho foi necessário para que Andy arremes- 
sasse uma bola de tênis de 2 onças a essa velocidade? 


Softball Quanto trabalho foi necessário realizar sobre uma 
bola de softball com massa de 6,5 onças para lançá-la a 132 
pés/s (90 mi/h)? 

Tomando um milkshake O recipiente cónico truncado 
mostrado na figura a seguir está cheio de milkshake de moran- 
go que pesa 4/9 ongas/pol.3. Como podemos ver, ele tem 7 pol. 
de profundidade, 2,5 pol. de diámetro na base e 3,5 no topo. 


O canudo se estende uma polegada acima do topo. Aproxima- 
damente quanto trabalho é necessário para tomar o milkshake 
com o canudo (despreze o atrito)? Responda em polegadas. 


y = 14х— 17,5 


(1,75, 7) 


y + 17,5 
14 


Dimensões em polegadas 


30. Caixa-d'água Sua cidade decidiu perfurar um poço para 


31 


aumentar a capacidade de abastecimento de арпа. Como en- 
genheiro da cidade, vocé determinou que é preciso uma caixa- 
-d'água para fornecer a pressão necessária para a distribuição, 
e projetou o sistema mostrado a seguir. A água deverá ser 
bombeada de um poço com 300 pés de profundidade por um 
cano vertical de 4 pol. até a base de um tanque cilíndrico com 
20 pés de diâmetro e 25 pés de altura. A base do tanque estará 
60 pés acima do solo. A bomba é de 3 HP, classificada em 
1650 pés : Ib/s. Quanto tempo levará para encher o tanque pela 
primeira vez? (Inclua o tempo necessário para encher o cano.) 
Considere que o peso específico da água é 62,4 Ib/p&^. 


Bomba submersa 
FORA DE ESCALA 


Colocando um satélite em órbita A força do campo gra- 
vitacional da Terra varia conforme a distância r do centro do 
planeta, e a magnitude da força gravitacional experimentada 
por um satélite de massa m, durante e após o lançamento, é 
— mMG 

ER 
Aqui, М = 5,975 х 10% kg é a massa da Terra, С = 6,6720 x 
107! N · m? kg? é a constante gravitacional universal, e ғ é 
medido em metros. O trabalho necessário para elevar um saté- 


lite de 1000 kg da superfície da Terra até uma órbita circular 
de 35.780 km acima da Terra é dada, portanto, pela integral 


35.780.000 
Trabalho — | ЕЕС ағ јошеѕ. 
6.370.000 fo 


Е(”) 


Calcule a integral. O limite inferior de integração é o raio da 
Terra em metros no local do lançamento. (Esse cálculo não 
leva em consideração a energia gasta durante a elevação do 
veículo de lançamento ou a energia gasta para levar o satélite 
à velocidade de órbita.) 


32. Еогсапдо um par de elétrons  Dois elétrons a r metros de 
distáncia repelem-se com uma força de 


-29 
p= IO 


newtons. 

a. Suponha que um elétron seja mantido fixo no ponto (1, 0) 
do eixo x (unidades em metros). Quanto trabalho será ne- 
cessário para deslocar um segundo elétron ao longo do eixo 
x do ponto (-1, 0) à origem? 

b. Suponha que um elétron seja mantido fixo em cada um dos 
pontos (—1, 0) e (1, 0). Quanto trabalho será necessário para 
deslocar um terceiro elétron ao longo do eixo x de (5, 0) 
para (3, 0)? 


Determinacao de forcas de fluido 


33. Placa triangular Calcule a força de fluido em um lado da placa 
do Exemplo 6 usando o sistema de coordenadas mostrado aqui. 


y (pés) 


Profundidade | y| 


34. Placa triangular Calcule a força de fluido em um lado da placa 
do Exemplo 6 usando o sistema de coordenadas mostrado aqui. 


y (pés) 


Superfície da | piscina em y = 2 


35. Placa retangular Em uma piscina com água a uma profun- 
didade de 10 pés, calcule a forga de fluido de um lado de uma 
placa retangular de 3 por 4 pés caso a placa repouse vertical- 
mente no fundo da piscina 
a. em sua borda de 4 pés. b. em sua borda de 3 pés. 


36. Placa semicircular Calcule a forga do fluido em um lado de 
uma placa semicircular com raio de 5 pés que repousa verti- 
calmente sobre o seu diámetro no fundo de uma piscina cheia 
de água até a profundidade de 6 pés. 


F 


Superfície da água |6 


х 


37. Placa triangular А placa triangular isósceles mostrada a se- 
guir está submersa verticalmente a 1 pé abaixo da superfície 
de um lago de água doce. 


a. Determine a força exercida pelo fluido sobre um lado da placa. 
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b. Qual seria a forga exercida pelo fluido sobre um lado da 
placa caso a água fosse do mar em vez de doce? 


Nível da superfície 


4 pés 


7 | 


38. Placa triangular girada A placa do Exercício 37 é girada 
180° em torno da reta АВ, de modo que parte dela fica de fora 
do lago, como mostrado a seguir. Que forga a água exerce ago- 
ra sobre um lado da placa? 


3 pés 
T Nível da 


superfície 


A B 
[— 4 pés ——] 


39. Aquário da Nova Inglaterra O vidro de exibição típico de 
um tanque de peixes no Aquário da Nova Inglaterra em Boston 
tem 63 pol. de largura, e vai de 0,5 pol. até 33,5 pol. abaixo 
da superfície da água. Determine a forga de fluido contra esse 
vidro. O peso específico da água do mar é 64 Ib/pé. (Caso 
queira saber, o vidro tem 3/4 pol. de espessura, e a altura das 
paredes do tanque é de 4 pol. acima da superfície da água para 
evitar que os peixes pulem para fora dele.) 


40. Placa semicircular Uma placa semicircular de 2 pés de dià- 
metro é colocada diretamente na água doce com o diámetro ao 
longo da superfície. Determine a força exercida pela água em 
um lado da placa. 
41. Placa inclinada Calcule a força do fluido em um lado de 
uma placa quadrada de 5 por 5 pés se a placa estiver no fundo 
de uma piscina cheia de água a uma profundidade de 8 pés e 
a. deitada com seu lado de 5 por 5 pés em uma superfície 
plana. 

b. em repouso vertical em uma borda de 5 pés. 

c. em repouso sobre uma borda de 5 pés com 45? de inclina- 
gáo em relagáo ao fundo da piscina. 

42. Placa inclinada Calcule a forga do fluido em um lado de 
uma placa com a forma de um triángulo retángulo com lados 
de 3,4 e 5 pés se a placa estiver no fundo de uma piscina cheia 
de água a uma profundidade de 6 pés em sua borda de 3 pés, 
e com uma inclinagáo de 60° em relacào ao fundo da piscina. 


43. O tanque de metal cübico mostrado aqui tem uma portinhola 
parabólica que é mantida no lugar por meio de parafusos, e 
que foi projetado para suportar uma forga de fluido de 160 
Ib sem se romper. O líquido que vocé planeja armazenar tem 
peso específico de 50 Ib/p&?. 

a. Qual ба força que o fluido exerce sobre a portinhola quan- 
do o líquido está a 2 pés de profundidade? 

b. Qual é a altura máxima que se pode encher o tanque, sem 
ultrapassar a limitagáo de seu projeto? 


4 pés 


y (pés) 


Visáo ampliada da 
portinhola parabólica 


Portinhola parabólica 
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44. 


45. 


46. 


47. 


As placas nas extremidades do cocho mostrado aqui foram 
projetadas para suportar uma força de fluido de 6.667 libras. 
Quantos pés cúbicos de água o tanque pode conter sem ultra- 
passar essa limitação? Arredonde para o pé cúbico mais próxi- 
mo. Qual é o valor de Л? 

y (pés) 


30 pés 


LS Vista em perspectiva 


do cocho 


Vista da extremidade 


Uma placa retangular vertical com a unidades de comprimen- 
to por Б unidades de largura é submersa em um fluido de peso 
específico w com suas bordas mais longas paralelas á super- 
fície do fluido. Determine o valor médio da pressáo ao longo 
das dimensões verticais da placa. Justifique sua resposta. 


(Continuação do Exercício 45.) Mostre que a força exercida 
pelo fluido em um lado da placa é o valor médio da pressão 
(determinada no Exercício 45) vezes a área da placa. 

Água é vertida a 4 pés?/min para o tanque mostrado a seguir. 
As seções transversais do tanque são semicírculos com 4 
pés de diâmetro. Uma extremidade do tanque é móvel, mas 


6.6 


Momentos e centros de massa 


movendo-a para aumentar o volume, comprime-se uma mola. 
A constante da mola é k = 100 Ib/pés. Se a extremidade do 
tanque se deslocar 5 pés contra a mola, a água escoará por um 
orifício de segurança na parte inferior a 5 pés*/min. A extremi- 
dade móvel atingirá o orifício antes que o tanque transborde? 


Água 


Extremidade móvel 


5 pés—| 


Extremidade 


Orifício e 
móvel 


do dreno 
Vista lateral 


Orifício 
do dreno 


48. Bebedouro As extremidades verticais de um bebedouro são 


quadrados de 3 pés de lado. 
a. Determine a força do fluido contra as extremidades quando 
o bebedouro estiver cheio. 


b. Quantos centímetros você deve baixar o nível da água do 
bebedouro para reduzir a força do fluido em 25%? 


Muitas estruturas e sistemas mecânicos se comportam como se suas massas 
estivessem concentradas em um ponto único, chamado centro de massa (Figura 
6.44). É importante saber como localizar esse ponto, e fazer isso implica basica- 
mente uma operação matemática. No momento, lidamos com objetos de uma e duas 
dimensões. Objetos tridimensionais têm maior relação com as integrais múltiplas 


do Capítulo 15. 


Massas ao longo de uma reta 


Desenvolvemos nosso modelo matemático em estágios. O primeiro estágio é 
imaginar as massas т, m, e m, em um eixo x rígido mantido por um apoio na origem. 


x, 0 2 23 
-9- e *— x 
т А тэ na 
Apoio na 
origem 


O sistema resultante pode ficar equilibrado ou nào, dependendo do tamanho 
das massas e de como elas estáo dispostas ao longo do eixo x. 

Cada massa m, exerce uma força descendente m, g (o peso de m,) igual à mag- 
nitude da massa vezes a aceleração da gravidade. Cada uma dessas forças tende a 
provocar a rotação do eixo em torno da origem, como se fosse uma gangorra. Esse 
efeito de rotação, chamado torque, é medido pela multiplicação da força m,g pela 
distância com sinal x,, do ponto de aplicação à origem. Massas à esquerda da origem 
exercem torque negativo (sentido anti-horário). Massas à direita da origem exercem 
torque positivo (sentido horário). 

A soma dos torques mede a tendência de rotação de um sistema em torno da 
origem. Essa soma é chamada torque do sistema. 


Torque do sistema = m gx, + m,gx, + тоху (1) 


КУ 


FIGURA 6.44 Chave que desliza no gelo 
girando em torno de seu centro de massa 
conforme o centro desliza em uma reta 
vertical. 


(хур) 


FIGURA 6.45 Сайа massa m, tem um 
momento em torno de cada eixo. 
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O sistema ficará em equilíbrio se, e apenas se, o seu torque for zero. 
Se fatorarmos g da Equacào 1, veremos que o sistema de torque é 


g © (mx, + mx t тэх). 
m : 

uma característica uma característica 

do meio ambiente do sistema 


Assim, o torque é o produto da aceleração gravitacional g, o qual é uma ca- 
racterística do meio ambiente em que o sistema existe, e o número (mx, + m,x, + 
mx), que é uma característica do próprio sistema, é uma constante que permanece 
a mesma, independentemente de onde o sistema esteja localizado. 

[0] número (m x, + тух, + тух) é chamado de momento do sistema em torno 
da origem. E a soma dos momentos m x,, m,x,, m,x, das massas individuais. 


M, = Momento do sistema em torno da origem = > 0157 


(Passamos aqui para a notagáo sigma para permitir somas com mais termos.) 
Geralmente, queremos saber onde colocar o apoio para fazer o sistema ficar em 
equilíbrio, ou seja, em que ponto Х colocá-lo para que a soma dos torques seja zero. 


X, 0 № х ху 


+ + .— x 
т тэ А ту 


Localização especial 
para o equilíbrio 


O torque de cada massa em torno do apoio nessa localizagáo especial é 


- _ Í distância com sinal força 
Torque de ту sobre x = squa 
dem em relação a х / À descendente 


= (x, — X)m5g. 
Quando escrevemos a equaçào que diz que a soma desses torques é zero, obte- 
mos uma equacào que podemos resolver para x: 


У; (хє = X)mkg =0 Soma dos torques iguais a zero. 


22 У тц 
Е > m 


Resolvido para Y 


Essa última equação nos diz para determinar x dividindo o momento do sistema 
em torno da origem pela massa total do sistema: 


> MXk momento do sistema em torno da origem 
Nm massa do sistema : (2) 


O ponto х 6 chamado de centro de massa do sistema. 


Massas distribuídas em uma regiáo plana 


Suponha que tenhamos um conjunto finito de massas localizadas no plano, 
com massa m, no ponto (x, у) (veja a Figura 6.45). A massa do sistema é 


Massa do sistema: М = У my. 


Cada massa m, tem um momento em torno de cada eixo. Seu momento em 
torno do eixo x é m, y,, e em torno do eixo y é m,x,. Os momentos de todo o sistema 
em torno dos dois eixos sáo 


Momento em torno do eixo x: M, — > туь 


Momento em torno do еїхо y: M, = N myXj. 
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FIGURA 6.46 Arranjo bidimensional 
de massas equilibradas em seu 
centro de massa. 


t Faixa de massa Am 


© 
mp 


FIGURA 6.47 Placa cortada em faixas 
finas paralelas ao eixo y. O momento 
exercido por uma faixa típica em torno 
de cada eixo é o momento que sua massa 
Am exerceria se estivesse concentrada no 
centro de massa (X, $) da faixa. 


| Densidade 
A densidade de um material é a sua 


massa por unidade de área. Para fios, 
barras e faixas estreitas, usamos massa 
por unidade de comprimento. 


A abscissa do centro de massa do sistema é definida como 


2-0 Хт (3) 


MC Sm 
Com essa escolha de х, como no caso unidimensional, o sistema fica equilibra- 
do em torno da reta x = x (Figura 6.46). 
A ordenada do centro de massa do sistema é definida como 


Me Хэ» 
peus Korm m 


Com essa escolha de y, o sistema também fica equilibrado em torno da reta y = y. 
Os torques exercidos pelas massas em torno da reta y — y se cancelam. Assim, do 
ponto de vista do equilíbrio, o sistema se comporta como se toda a sua massa esti- 
vesse no ünico ponto (x, y). Chamamos esse ponto de centro de massa do sistema. 


(4) 


Placas finas e planas 


Em muitas aplicagóes, precisamos determinar o centro de massa de uma placa 
fina e plana: um disco de alumínio ou uma folha de ago triangular. Em tais casos, 
presumimos que a distribuigáo de massa seja contínua e as fórmulas que usamos 
para calcular Y e y contenham integrais em vez de somas finitas. As integrais surgem 
da seguinte maneira. 

Imagine que a placa que ocupa uma regiáo no plano xy seja cortada em faixas 
finas paralelas a um dos eixos (na Figura 6.47, o eixo y). O centro de massa de uma 
faixa típica é (X, y). Lidamos com a massa da faixa Am como se ela estivesse con- 
centrada em (X, 7). O momento de uma faixa em torno do eixo y é, entáo, X Am, e 
em torno do eixo x é Y Am. As Equações 3 e 4 se transformam em 


У F Am 


M У Am ' 


M, > Y Ат = M. 
M Улт" 
As somas sào somas de Riemann para integrais e se aproximam dessas in- 


tegrais como valores limites à medida que as faixas em que a placa é cortada se 
tornam cada vez mais estreitas. Escrevemos essas integrais simbolicamente como 


!! y dm 


f dm" 


м! 
Se 


Momentos, massa e centro de massa de uma placa fina que 
cobre uma regiào no plano xy 


Momento em torno do eixo x: 


Momento em torno do eixo y: M, = J x dm 
(5) 
Massa: M= j dm 
= M, =+ M, 
Centro de massa: Хээр У М 


0| »-0 1 fem) 


FIGURA 6.48 Placa no Exemplo 1. 


O c.m. da faixa 
está no meio. 
(ХУ) = (х,х) 


04 1 


Unidades em centímetros 


FIGURA 6.49  Modelando a placa do 
Exemplo 1 com faixas verticais. 


O c.m. da faixa 
está no meio. 


FIGURA 6.50  Modelando a placa do 
Exemplo 1 com faixas horizontais. 
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A diferencial dm ё a massa da faixa. Supondo que a densidade 6 da placa seja 
uma função contínua, a diferencial da massa dm é igual ao produto ó dA (massa por 
unidade de área vezes área). Aqui, dA representa a área da faixa. 

Para calcular essas integrais nas Equações 5, desenhamos a placa no plano 
coordenado e uma faixa de massa paralela a um dos eixos coordenados. Entáo, 
expressamos a massa da faixa dm e as coordenadas (X, Y) do centro de massa da 
faixa em termos de x ou y. Finalmente, integramos X dm, Y dm e dm entre limites de 
integragáo determinados pela localizagáo da placa no plano. 


EXEMPLO 1 A placa triangular mostrada na Figura 6.48 tem uma densidade cons- 
tante de 8 = 3 g/cm?. Determine: 

(a) o momento M, da placa em torno do eixo y. 
(b) a massa M da placa. 

(c) aabscissa do centro de massa (c.m.) da placa. 


Solucáo Método 1: faixas verticais (Figura 6.49) 
(a) O momento M ; a faixa vertical típica tem os seguintes dados relevantes. 


centro de massa (с.т.): (X, Y) = (x, x) 
comprimento: 2x 
largura: dx 
área: dA = 2x dx 
massa: dm = ó dA = 3 · 2x dx = 6x dx 
distáncia entre c.m. e o eixo y: Y = x 


O momento da faixa em torno do eixo y é 
X dm = x 6x dx = 6х? dx. 


O momento da placa em torno do eixo y é, portanto, 


1 1 
m= [xam= | ara: = 20 | = 2 g: cm. 
0 0 


(b) A massa da placa: 


1 1 
u= | dm = | Gr de = e = 3g. 
Jo 0 


(с) A abscissa do centro de massa da placa: 


. M, 2gcm 2 
é A o 3g = g ол 


Por um cálculo semelhante, poderíamos determinar M, e y = M/M. 


Método 2: faixas horizontais (Figura 6.50) 


(a) O momento М: a ordenada do centro de massa de uma faixa horizontal típica 
é y (veja a figura), entáo 


Y = y. 


A abscissa é a coordenada x do ponto médio no meio do triángulo. Isso a torna 
a média de у/2 (o valor х да faixa à esquerda) e 1 (o valor х da faixa à direita): 
(3/2) + 1 Pal y+2 

2 4 2 4 * 
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y=4-Y 
Centro de massa 


>x 


FIGURA6.51 Modelagem da placa do 
Exemplo 2 com faixas verticais. 


Temos também 


: p = 
comprimento: 1 — 25712 
largura: dy 
I 2, = jp 
área: dA = 2 — dy 
2-y 
massa: dm = аА = 3: dy 
ЭРЧ Р y +2 
distância de с.т. ao eixo y: X = ` 17 


O momento da faixa em torno do eixo y é 


y+2 2 = 
Y dm = 223: y = (4 y?) ay. 


O momento da placa em torno do eixo y é 


2 зт 
class Гц опа Г РГБ 
м | aa = | 84 y^) dy à [o 4i : (16) 2 g: cm. 


(b) A massa da placa: 


= Tiga C Зайн AA 
n= [= | 20 y) dy 3» al ;4 2) = 3g. 


(с) A abscissa do centro de massa da placa: 


. M, 2g:cm 
x= = 


M Зв 


=. 
= усш, 


Рог um cálculo semelhante, poderíamos determinar M, e y. 


Se a distribuigáo da massa em uma placa fina e plana tiver um eixo de simetria, o 
centro de massa se situará nesse eixo. Se houver dois eixos, o centro de massa se situará 
em sua intersegáo. Esses fatos, muitas vezes, ajudam a simplificar nosso trabalho. 


EXEMPLO 2 Determine o centro de massa de uma placa fina que abrange a região 
limitada acima pela parábola y = 4 — x? e abaixo pelo eixo x (Figura 6.51). Assuma 
que a densidade da placa no ponto (x, y) é ó = 2х2, que é duas vezes o quadrado da 
distáncia do ponto ao eixo y. 


Solução А distribuição de massa é simétrica em torno do eixo y, então x = 0. Visto 
que a densidade é dada como uma função da variável x, modelamos a distribuição 
de massa com faixas verticais. A faixa vertical típica (veja a Figura 6.51) tem os 
seguintes dados relevantes. 
кл сш 4-x? 
centro de massa (c.m): (%ў) = (x —3- ) 
comprimento: 
largura: dx 
área: dA = (4 — x?) dx 

dm = 84А = 8(4 — x?) dx 


-— " 2004-1323 
distáncia de с.т. ao еїхо х: P= 


massa: 


O momento da faixa em torno do eixo x é 


yam = 4 — 


- &(4 — x!) dx бүа PP dx. 
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O momento da placa em torno do eixo x é 


2 2 
M. ГЕС fu х2)2 dx ГЕ х2)? ах 
-2 -2 


2 
НАС y 08 
-2 


105 


2 2 
M fan n x?) dx E 
-2 -2 


/ (8x! — 2х4) dx = 256 
-2 


15” 


Portanto, 


__ M, 2048 15 8 
Y M 105 256 T 


O centro de massa da placa é 
9) = (б. 5 


y Placas limitadas por duas curvas 
y = fe) Suponha que uma placa abranja uma regiáo que se encontra entre duas curvas 


y = g(x) e y = f(x) em que f(x) 2 g(x) e a € x < b. A faixa vertical típica (veja a 
Figura 6.52) tem 


centro de massa (c.m.): (СУ) = (x, i [/(х) + г(х)]) 
comprimento: f(x) — g(x) 
>x largura: dx 
área: dA = [f(x) — g(x)] dx 
massa: dm = ôdA = ó[f(x) — g(x)] dx. 


FIGURA 6.52 Modelagem da placa 
limitada por duas curvas com faixas 
verticais. O c.m. da faixa está no meio, 


ад 1 
ão Y = > [f(x) + ; b 
ento y = g LG) + 809] M, = fam = Ї xó[f(x) - g(x)] dx, 


e o momento em torno do eixo x é 


O momento da placa em torno do eixo y é 


b 
m= fyam= [qu + во: ao — anas 
b 8 I 
= | 2 1209:- gx) dx. 


Esses momentos fornecem as fórmulas 


b 
x= 1 / бх1/09 — 800) ёс (6) 


b 
ӯ= 1 | Ë U^) — e] dx 
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FIGURA 6.53 Região no Exemplo 3. 


А 
4 Um segmento típico 


de fio pequeno tem 
ys Va cx dm = 6 ds = даа. 
(ў) = 
(а cos Ө, a sen 0) 
-а 0 а эж 
(4) 
y 
^ 
>x 


(b) 


FIGURA 6.54 Fio semicircular do 
Exemplo 4. (a) Dimensóes e variáveis 
usadas para determinar o centro de massa. 
(b) O centro de massa nào se situa no fio. 


EXEMPLO 3 Determine o centro de massa de uma placa fina limitada pelas cur- 
vas g(x) = x/2 e f(x) = Vx, 0 € x € 1 (Figura 6.53) usando as Equações 6 e 7 com 
a função densidade б(х) = x?. 


Solução Primeiro, calculamos a massa da placa, onde dm = ó[f(x) — g(x)] dx: 


| 1 3 І 
2 2 Er. = 5/2 _ X _ 2 14] 9 
M / х (М JE 1 ( 3r E gx | 


o 56 
Em seguida, a partir das Equações 6 e 7, obtemos 


O centro de massa é mostrado na Figura 6.53. 


Centroides 


Quando a função densidade é constante, ela se cancela no denominador e no 
numerador das fórmulas para x e y. Assim, quando a densidade é constante, a loca- 
lização do centro de massa é uma característica da geometria do objeto, e nào do 
material de que é feito. Em tais casos, os engenheiros podem chamar o centro de 
massa de centroide do formato, como em “determine o centroide de um triángulo 
ou de um cone sólido”. Para isso, basta igualar ба 1 e avangar para determinar Y e y 
como antes, dividindo momentos por massas. 


EXEMPLO 4 Determine o centro de massa (centroide) de um fio fino de densida- 
de constante б com formato de semicírculo de raio a. 


Solução Modelamos o fio com o semicírculo y = Va? — x? (Figura 6.54). A dis- 
tribuigáo da massa é simétrica em torno do eixo y, assim x = 0. Para determinar (y), 
imaginamos o fio dividido em pequenos segmentos. Se (Х, 7) é o centro de massa 
de um subarco e Ө é o ángulo entre o eixo x e a reta radial que junta a origem a 
(3, 7), então Y = a sen 0 é uma função do ángulo 0 medido em radianos (veja a Fi- 
gura 6.54a). O comprimento ds do subarco que contém (X, 7) subtende um ángulo 
de 40 radianos, de modo que ds = a 40. Assim, um segmento de subarco típico tem 
esses dados relevantes para calcular y: 


comprimento: ds = а 40 
5? = Massa por comprimento 
massa: dm = ó ds = da dà unitário vezes o comprimento 
distância do с.т. ao eixox: Y = a sen Ө. 


Nível da superfície do fluido 


й = profundidade do centroide 


Centroide da placa 


FIGURA 6.55 А força contra um lado da 
placa é w : h · área da placa. 
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Assim, 
_ [y dm ne sen + da do ôa?[-cos ol 2 
у= = = 
I fam JS ба do бат 2 
O centro de massa se situa no eixo de simetria no ponto (0, 2а/т), cerca de dois 
tercos do caminho ascendente a partir da origem (Figura 6.54b). Observe como ó 


cancela na equaçào para y, assim poderíamos ter definido ó = 1 em todos os lugares 
e obtido o mesmo valor para y. 4 


а. 


No Exemplo 4, determinamos о centro de massa de um fio fino situado ao lon- 
go do gráfico de uma fungáo derivável no plano xy. No Capítulo 16, aprenderemos 
como determinar o centro de massa de fios situados ao longo de curvas lisas mais 
gerais no plano (ou no espago). 


Forcas de fluidos e centroides 


Se soubermos a localização do centroide de uma placa vertical plana (Figura 
6.55), poderemos pegar um atalho para determinar a forga sobre um lado da placa. 
Da Equagáo 7 na Segáo 6.5, 


b 
Е = [ w X (profundidade da faixa) X L(v) dy 


b 
= w | (profundidade da faixa) X L(y) dy 
a 


= w X (momento da regiáo ocupada pela placa em torno da reta que forma 
a superfície) 
= w X (profundidade do centroide da placa) X área da placa. 


Forcas de fluidos e centroides 


A força de um fluido de peso específico w contra um lado de uma placa ver- 
tical plana submersa é o produto entre w, a distância Л do centroide da placa 
até a superfície do fluido e a área da placa: 

F = whA. (8) 


EXEMPLO 5 Uma placa plana triangular isósceles com base de 6 pés e altura de 
3 pés está submersa verticalmente, com a base para cima e com o seu vértice na 
origem, de modo que a base está a 2 pés abaixo da superfície de uma piscina. (Esse 
é o Exemplo 6 da Seção 6.5.) Use a Equação 8 para determinar a força exercida pela 
água contra um lado da placa. 


Solucáo О centroide do triángulo (Figura 6.43) encontra-se no eixo y, a um terco do 
caminho da base para o vértice, assim h = 3 (onde y = 2) dado que a superfície da 
piscina é y = 5. A área do triángulo é 


A = À (base) (altura) = 1 (63) = 9. 
Assim, 
F = whA = (62.4)(3)(9) = 1684,8 Ib. 
Teoremas de Pappus 


No século ГУ, um grego alexandrino chamado Pappus descobriu duas fórmulas 
que relacionam centroides a superfícies e sólidos de revolução. Essas fórmulas ofere- 
cem atalhos para uma série de cálculos que, sem eles, seriam muito longos. 
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Centroide 


+————— + a 


FIGURA 6.56 Сіга-ѕе a região R (uma 
vez) em torno do eixo x e obtém-se um 
sólido. Um teorema de 1700 anos atrás diz 
que o volume do sólido pode ser calculado 
multiplicando-se a área da região pela 
distância percorrida por seu centroide 
durante a revolução. 


Distância entre o eixo de 
revolução e o centroide 


Dar ` Í 
x 


A 2 
Área: ma” 
Circunferência: 27а 


FIGURA 6.57 Com o primeiro teorema de 
Pappus, podemos determinar o volume de 
um toro sem a necessidade de integração 
(Exemplo 6). 


A 


-а 0 am * 
FIGURA 6.58 Сот o primeiro teorema de 
Pappus, podemos localizar o centroide de 
uma região semicircular sem a necessidade 
de integração (Exemplo 7). 


TEOREMA 1 — Teorema de Pappus para volumes 


Se uma região plana é girada uma vez em torno de uma reta no plano que 
não atravessa o interior da região, então o volume do sólido gerado é igual à 
área da região vezes a distância percorrida pelo centroide da região durante 
a revolução. Se p é a distância entre o eixo de revolução e o centroide, então 


V=2mpA. (9) 


Prova  Евбосашо8 o eixo de revolução como o eixo x com a região R no primeiro 

quadrante (Figura 6.56). Fazemos a função L(y) indicar o comprimento da seção 

transversal de R perpendicular ao eixo y em y. Supomos que L(y) seja contínua. 
Pelo método das cascas cilíndricas, o volume do sólido gerado pela rotagáo da 

regiáo em torno do eixo x é 

d 


а а 
V= f 27 (raio da casca)(altura da casca) dy = 27 [ y Цу) dy. (10) 


с 


A ordenada у do centroide de А 6 


d d 
ПЕС Pruna 


p= A = А B Ў = y, dA = Цу) dy 


а 
f y L(y) dy = Ay. 


Substituindo A y pela última integral na Equação 10 fornece V = 27y4. Com 
p igual a y, temos V = 2трА. 


de modo que 


EXEMPLO 6 Determine o volume do toro (rosquinha) gerado pela rotação de um 
disco circular de raio а em torno de um eixo em seu plano a uma distância b > a de 
seu centro (Figura 6.57). 


Solução Aplicamos o teorema de Pappus para volumes. O centroide de um disco 
está localizado em seu centro, a área é А = ma? e p = b é a distância do centroide 
ao eixo de revolução (veja a Figura 6.57). Substituindo esses valores na Equação 9, 
determinamos o volume do toro como 


V = 2т(Ь)(та?) = 2mºba?. 


O próximo exemplo mostra que podemos usar a Equação 9 no teorema de Pappus 
para determinar uma das coordenadas do centroide de uma regiáo plana de área co- 
nhecida А quando também conhecemos o volume V do sólido gerado pela rotagáo 
da regiáo em torno do eixo de outras coordenadas. Ou seja, se y é a coordenada que 
queremos determinar, giramos a região em torno do eixo x, de modo que y = р é a 
distância entre o centroide e o eixo de revolução. A ideia é que a rotação gere um 
sólido de revolução, cujo volume V é uma quantidade já conhecida. Então, podemos 
resolver a Equação 9 para р, que é o valor da coordenada ў do centroide. 


EXEMPLO 7 Localize o centroide de uma região semicircular de raio a. 


Solução Consideremos a região entre o semicírculo y = Va? — x? (Figura 6.58) 
e o eixo x, е imaginemos girar a região em torno do eixo x para gerar uma esfera 
sólida. Por simetria, a abscissa do centroide é x = 0. Com y = p na Equação 9, temos 
š E (4/3)та? - 4, 
i 2734  2m(1/2)ma? 37 


FIGURA 6.59 Figura usada para provar o 
teorema de Pappus para área de superfície. 
A diferencial do comprimento de arco ds é 
dado pela Equação 6 na Seção 6.3. 


Exercícios 6.6 
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TEOREMA 2 — Teorema de Pappus para área de superfície 


Se um arco de uma curva plana lisa é girado uma vez em torno de uma reta no 
plano que nào atravessa o interior do arco, entào a área da superfície gerada 
pelo arco é igual ao comprimento L do arco vezes a distáncia percorrida pelo 
centroide do arco durante a revolução. Se p é a distância entre o eixo de revo- 
lução e o centroide, então 


S=27pL. (11) 


A prova que oferecemos pressupõe que podemos modelar o eixo de revolução 
como o eixo x e о arco como o gráfico de uma função de x continuamente derivável. 


Prova Desenhamos o eixo de revolução como o eixo x, com o arco estendendo-se 
de x = a até x = b no primeiro quadrante (Figura 6.59). A área da superfície gerada 


pelo arco é 
x-b x-b 
$ = / 2тгу ds = 2r | y ds. (12) 
x-a хэд 


A ordenada do centroide do arco é 


L= Јаёо comprimento 


y = : А 2 
” х=Ь L do arco e Y = y. 
ds 
x=a 


Portanto, 
x-b 
/ уаз = yL. 
х=а 


Substituindo yL pela última integral na Equação 12, temos 5 = 27 YL. Com p 
igual a y, temos 27pL. 


EXEMPLO 8 Use o teorema da área de Pappus para determinar а área de superfi- | 
cie do toro no Exemplo 6. 


Solução Da Figura 6.57, a superfície do toro é gerada pela rotação de um círculo de ` 
raio a em torno do eixo z, e b > a é a distância entre o centroide e o eixo de revolu- . 
ção. O comprimento de arco da curva lisa que gera essa superfície de revolução é a 

circunferência do círculo, então L = 27a. Substituindo esses valores na Equação 11, ` 
determinamos a área de superfície do toro como | 


S = 2т(Ь)(2та) = 4т2а. d 


Placas finas com densidade constante 


4. A região circundada pelas parábolas y =x? — 3 e y = 2x7. 


Nos Exercícios 1-14, determine o centro de massa de uma placa fina 5. A região limitada pelo eixo y e pela curva х= y -*, 0 < y < 1. 
de densidade constante 6 que abranja a regiáo dada. 6. A região limitada pela parábola x = y? — y e pela reta y = x. 

1. A região limitada pela parábola y = x? e pela reta y = 4. 7. A regiáo limitada pelo eixo x e pela curva y = cos x, 

2. A região limitada pela parábola y = 25 — x? e pelo eixo x. -7/2 < x < т/2. 


E 3 : 
3. А região limitada pela parábola у = x — x? e pela reta y =—х. 8. A região entre a curva у = sec? х,-7/4 < x € 7/4, e o eixo x. 
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9. A região entre a curva y = 1/x e o eixo x de x= 1 ax = 2. Dë as 
coordenadas com duas casas decimais. 


10. a. A regiáo cortada do primeiro quadrante pelo círculo x? + 
yl-9. 
b. A regiáo limitada pelo eixo x e pelo semicírculo 
у= М9 – х2, 
Compare suas respostas para os itens (а) е (b). 
11. A regiào no primeiro e no quarto quadrantes, delimitada pelas 
curvas у= 1/(1 +x?) ey =-1/(1 +x?) e pelas retas x -0ex — 1. 
12. A região limitada pelas parábolas y = 2x? — 4x e y = 2x — x^. 
13. A região entre a curva y = l/ Vxeoeixoxdex-lax- 16. 
14. A região limitada acima pela curva y = 1/х°, abaixo pela curva 
y = —1/x2 e à esquerda e à direita pelas retas х= lex — a» 1. 
Determine também lim, ,. x. 


Placas finas com densidade variável 


15. Determine o centro de massa de uma placa fina que abrange a 
região entre o eixo x e a curva y =2/x?, 1 € x € 2, se a densi- 
dade da placa no ponto (x, у) for ё(х) = х2. 

16. Determine o centro de massa de uma placa fina que abran- 
ge a regiáo limitada abaixo pela parábola y = x? e acima 
pela reta y = x, se a densidade da placa no ponto (x, у) for 
ó(x) = 12x. 

17. A regiáo limitada pelas curvas y = +4/ Vx e pelas retas 
x= 1 ex=4 é girada em torno do eixo y para gerar um sólido. 
a. Determine o volume do sólido. 

b. Determine o centro de massa de uma placa fina que abran- 
ge a regiáo, se a densidade da placa no ponto (x, y) for 
ó(x) = 1/х. 

с. Esboce a placa e mostre o centro de massa em seu desenho. 

18. A região entre a curva у = 2/x e o eixo x dex-lax-4é 
girada em torno do eixo x para gerar um sólido. 

a. Determine o volume do sólido. 

b. Determine o centro de massa de uma placa fina que 
abrange а regiáo, se a densidade da placa по ponto 
(x, y) for ó(x) = м. 


с. Esboce a placa e mostre o centro de massa em seu desenho. 


Centroides de triángulos 


19. Centroide de um triângulo situa-se na interseção das 
medianas do triángulo Você deve recordar que o ponto 
dentro de um triángulo que se situe a um (егсо do caminho 
de cada lado em diregáo ao vértice oposto é o ponto onde 
as trés medianas do triángulo se cruzam. Demonstre que o 
centroide está situado na intersegáo das medianas, mostran- 
do que ele também está situado a um tergo de distáncia de 
cada lado em direção ao vértice oposto. Para isso, siga os 
seguintes passos. 

i) Coloque um lado do triângulo no eixo x como no item (b) 
da figura a seguir. Expresse dm em termos de L e dy. 

ii) Use triângulos semelhantes para mostrar que L = (b/h) 
(h — y). Substitua essa expressáo por L em sua fórmula 
para dm. 

iii) Mostre que y = 4/3. 

iv) Еаса o mesmo com os outros lados. 


(a) (b) 
Use o resultado do Exercício 19 para determinar os centroides dos 
triángulos cujos vértices aparecem nos Exercícios 20-24. Considere 
a, b 7 0. 


20. (-1, 0), (1, 0), (0, 3) 
21. (0, 0), (1, 0), (0, 1) 
22. (0, 0), (a, 0), (0, a) 


23. (0, 0), (a, 0), (0, b) 
24. (0, 0), (a, 0), (a/2, b) 


Fios finos 


25. Densidade constante Determine o momento em torno do 
eixo x de um fio de densidade constante que se situe ao longo 
da curva y = V x de x = 0 até x = 2. 

26. Densidade constante Determine o momento em torno do 
eixo x de um fio de densidade constante que se situe ao longo 
da curva y ^: dex ^ 0ax - 1. 

27. Densidade variável Suponha que a densidade do fio do 
Exemplo 4 seja ó = k sen 0 (К constante). Determine o centro 
de massa. 


28. Densidade variável Suponha que a densidade do fio no 
Exemplo 4 seja ó = 1 + K|cos 0| (k constante). Determine o 
centro de massa. 


Placas limitadas por duas curvas 


Nos Exercícios 29-32, determine o centroide da placa fina limitada 
pelos gráficos das funções dadas. Use as Equações 6 e 7 com ó = 1 
e M = área da regiáo coberta pela placa. 
29. gx) x! e Дх) =х+6 
30. ex) = х2 (х+ 1, /(5)-2 e 
31. ex) -х(х-1) e f@)=x2 
32. g(x)=0, f(x)=2+senx, 


x=0 


x=0 e x=27 


(Sugestão: fa ѕеп х dx = senx — xcosx + С.) 


Teoria e exemplos 
Verifique as afirmações e fórmulas nos Exercícios 33 e 34. 
33. As coordenadas do centroide de uma curva plana derivável são 
f x ds Туф 
аан comprimento ` 


comprimento * 


34. 


Seja qual for o valor de p > 0 na equação y = x2/(4p), a orde- 
nada do centroide do segmento parabólico mostrado aqui é 
у= (3/5)а. 


4р 
0 X 
Teoremas de Pappus 
35. A regiáo quadrada com vértices (0, 2), (2, 0), (4, 2) e (2, 4) é 


36. 


37. 


38. 


39. 


Capítulo 


- 


Capítulo 


girada em torno do eixo x para gerar um sólido. Determine o 
volume e a área de superfície do sólido. 


Use um teorema de Pappus para determinar o volume gerado 
pela rotagáo em torno da reta x = 5 da regiáo triangular deli- 
mitada pelos eixos coordenados e pela reta 2x + y = 6 (veja o 
Exercício 19). 


Determine o volume do toro gerado pela rotagáo do círculo 
(x 2)2 + y? = 1 em torno do eixo y. 

Use os teoremas de Pappus para determinar a área de superfí- 
cie lateral e o volume de um cone circular reto. 


Use o teorema de Pappus para área de superfície e o fato de 
que a área de superfície de uma esfera de raio a é 4za? para 


determinar o centroide do semicírculo у = Ма? — x^. 


Como vocé define e calcula os volumes de sólidos pelo método 
do fatiamento? Dé um exemplo. 


Como os métodos do disco e do anel sào deduzidos do método 
do fatiamento para calcular volumes? Dé exemplos de cálcu- 
los de volume por esses métodos. 

Descreva o método de cascas cilíndricas. Dé um exemplo. 
Como vocé determina o comprimento do gráfico de uma fungáo 
lisa ao longo de um intervalo fechado? Dé um exemplo. E no 
caso das funções que nào têm primeiras derivadas contínuas? 
Como vocé define e calcula a área da superfície gerada por 
rotação do gráfico de uma função lisa y = f(x), a € x € b, em 
torno do eixo x? Dé um exemplo. 


40. 


41. 


42. 
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Conforme visto no Exercício 39, o centroide do semicírculo 
y = Va? — x? está no ponto (0, 2а/т). Determine a área de 
superfície gerada pela rotação do semicírculo em torno da reta 
утга. 

A área da região R delimitada pela semielipse у = (b/a) Va? — x? 
e pelo eixo x é (1/2)zab, e o volume do elipsoide gerado pela 
rotação de R em torno do eixo х é (4/3)rab?. Determine o cen- 
troide de R. Observe que a localizagáo independe de a. 
Conforme visto no Exemplo 7, o centroide da regiáo delimi- 
tada pelo eixo x e pelo semicírculo y = Ма? — x? está no 
ponto (0, 4a/37). Determine o volume do sólido gerado pela 
rotação dessa região em torno da reta y = —a. 

A região do Exercício 42 é girada em torno da reta y = x — а 
para gerar um sólido. Determine o volume desse sólido. 
Conforme visto no Exercício 39, o centroide do semicírculo 
y^ a? — x? fica no ponto (0, 2а/тт). Determine a área da 
superfície gerada pela rotação do semicírculo em torno da reta 
у=х-а. 


Nos Ехегсісіоѕ 45 e 46, use um teorema de Pappus para determinar 
o centroide do triángulo dado. Use o fato de que o volume de um 


cone de raio r e altura h é Y = Lor. 


45. 


6. 


10. 


46. 


y (a, c) 


(0, 0) 


Questóes para guiar sua геу1540 


Como vocé define e calcula o trabalho exercido por uma forga 
variável direcionada ao longo de uma parte do eixo x? Como 
vocé calcula o trabalho necessário para bombear líquido de um 
tanque? Dé exemplos. 

Como vocé calcula a Гогса exercida por um líquido contra uma 
parte de uma parede plana vertical? Dé um exemplo. 


O que é um centro de massa? E um centroide? 


Como vocé localiza o centro de massa de uma placa material 
fina e plana? Dé um exemplo. 


Como localizar o centro de massa de uma placa fina limitada 
por duas curvas y = f(x) e y = g(x) ao longo de a € x < b? 


Exercícios práticos 


Volumes 


Determine o volume dos sólidos nos Exercícios 1-16. 


1. 


O sólido está situado entre os planos perpendiculares ао eixo 
xemx=0ex= 1. As seções transversais perpendiculares ao 
eixo x entre esses planos sáo discos circulares cujos diámetros 
vào da parábola y = x? à parábola y = Vx. 


2. 


A base do sólido é a герїйо no primeiro quadrante entre a reta 
y=xeaparábola y = 2 Vx. As secóes transversais do sólido 
perpendiculares ao eixo x sáo triángulos equiláteros cujas ba- 
ses se estendem da reta até a curva. 


O sólido está situado entre os planos perpendiculares ao eixo 
x em x = 7/4 e x= 57/4. As seções transversais entre esses 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


planos são discos circulares cujos diámetros vào da curva 
у= 2 cos x à curva y = 2 sen x. 


O sólido está situado entre os planos perpendiculares ao 
eixo x em x = 0 e x = 6. As seções transversais entre esses 
planos sào quadrados cujas bases vào do eixo x à curva 


xl + у = Мб, 


O sólido está situado entre os planos perpendiculares ao eixo 
x em x = 0 e x = 4. As seções transversais do sólido perpendi- 
culares ao eixo x entre esses planos sào discos circulares cujos 
diámetros vào da curva х? = 4y à curva у? = 4x. 

A base do sólido é a regiáo limitada pela parábola y? = 4x e 
pela reta x = 1 no plano xy. Cada segáo transversal perpen- 
dicular ao eixo x é um triángulo equilátero com um lado no 
plano. (Todos os triángulos estáo situados no mesmo lado 
do plano.) 


Determine o volume do sólido gerado pela rotação da região 
limitada pelo eixo x, pela curva y = 3x* e pelas retas х = 1 e 
x= —1 em torno (а) do eixo x; (b) do eixo у; (c) da reta x = 1; 
(d) da reta y =3. 

Determine o volume do sólido gerado pela rotagáo da regiáo 
“triangular” limitada pela curva y = 4/x e pelas retas x= 1 e 
y = 1/2 em torno (a) do eixo x; (b) do eixo y; (c) da reta x = 2; 
(d) da reta y = 4. 

Determine o volume do sólido gerado pela rotagáo da regiáo 
limitada à esquerda pela parábola x = у? + 1 e à direita pela reta 
х = 5 em torno (a) do eixo x; (b) do eixo y; (c) da reta x = 5. 
Determine o volume do sólido gerado pela rotação da região 
limitada pela parábola y? — 4x e pela reta y — x em torno (a) do 
eixo x; (b) do eixo y; (c) da reta x = 4; (d) da reta y = 4. 
Determine o volume do sólido gerado pela rotagáo da regiào 
“triangular” limitada pelo eixo х, pela reta x = 7/3 e pela curva 
y = tg x no primeiro quadrante em torno do eixo x. 


Determine o volume do sólido gerado pela rotagáo da regiào 
limitada pela curva у = sen x e pelas retas x = 0, х= zey-2 
em torno da reta y — 2. 


Determine o volume do sólido gerado pela rotação da região 
limitada pela curva x = e"? e pelas retas y -0,x -0ey — 1 em 
torno do eixo x. 

Determine o volume do sólido gerado pela rotagáo em torno 
do eixo x da região limitada por y = 2 tg x, y = 0, x = —z/4 e 
x = 7/4. (A região está situada nos primeiro e terceiro qua- 
drantes, e assemelha-se a uma gravata-borboleta inclinada.) 
Volume de um orifício de uma esfera sólida Um orifício 
redondo de raio УЗ pés é furado através do centro de uma 
esfera sólida de raio 2 pés. Determine o volume de material 
removido da esfera. 


16. 


Volume de uma bola de futebol americano O perfil de 
uma bola de futebol americano se assemelha á elipse mostrada 
aqui. Determine o volume aproximado da bola de futebol até a 
polegada cúbica mais próxima. 


Comprimentos de curvas 


Determine os comprimentos das curvas nos Exercícios 17-20. 


17. 
18. 
19. 
20. 


y=x2-(InxJ8, 


y=x12- (1/35, 1<x<4 


х-уЗ, 1<ys8 
L= х:52 
1<у<2 


x= (912) + (1/у), 


Áreas de superfícies de revolução 


Nos Exercícios 21-24, determine as áreas de superfícies geradas 
pela rotação das curvas em torno dos eixos dados. 


21. 
22. 
23. 


у = 


y 


= 
II 


V2x+1, 0<х<3; eixox 
x3, 0 <= x= 1; eixox 
М4у – у, 1=y=2; eixoy 


= Vy, 2 <= y <= 6; eixo y 


х 
! 


Trabalho 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Icamento de equipamento Um alpinista está prestes a er- 
guer 100 N (aproximadamente de 22,5 lb) de equipamento 
que está pendurado abaixo dele em 40 m de corda que pesa 
0,8 newton por metro. Quanto trabalho será necessário? (Su- 
gestáo: calcule o trabalho para a corda e para o equipamento 
separadamente, e depois some os dois resultados.) 


Vazamento de caminhão-pipa Você dirigiu um caminháo- 
-pipa com 800 galões de água do sopé do Monte Washington 
até o topo, e, ao chegar lá em cima, descobriu que o tanque 
estava pela metade. Você começou com o tanque cheio, subiu 
a uma velocidade constante e chegou à elevação de 4750 pés 
em 50 minutos. Supondo que a água tenha vazado a uma velo- 
cidade constante, quanto trabalho foi realizado ao transportar 
a água até o topo? Despreze o trabalho realizado para carregar 
o caminhão e a si próprio para lá. A água pesa 8 Ib/galão. 


Esticamento de uma mola Se é necessário exercer uma for- 
ça de 20 lb para manter uma mola distendida 1 pé além de seu 
comprimento original, quanto trabalho é necessário realizar 
para esticar a mola até esse ponto? E mais 1 pé adicional? 


Mola da porta da garagem Uma força de 200 N esticará 
uma mola da porta da garagem 0,8 m além de seu comprimento 
não distendido. Quão esticada seria a mola a uma força de 300 
N? Quanto trabalho é necessário para esticar a mola até essa 
distância, a partir de seu comprimento não distendido? 


Bombeamento de um reservatório Um reservatório em 
forma de cone circular reto, apontando para baixo, com 20 pés 
medidos transversalmente no topo e com 8 metros de profun- 
didade, está cheio de água. Quanto trabalho é necessário para 
bombear a água a um nível 6 pés acima do topo? 


30. 


31. 


32. 


Bombeamento de um reservatório (Continuação do Exer- 
cício 29.) O reservatório contém 5 pés de profundidade de 
água, que está para ser bombeada para o nível do topo. Quanto 
trabalho será necessário? 


Bombeamento de um tanque cónico Um tanque cónico 
circular reto, apontado para baixo, cuja boca tem 5 pés de raio 
e 10 pés de altura, está cheio com um líquido cujo peso espe- 
cífico é 60 Ib/pé. Quanto trabalho é necessário para bombear 
o líquido para um ponto 2 pés acima do tanque? Se a bomba é 
movida por um motor que trabalha a uma taxa de 275 pés-Ib/s 
(1/2 HP), quanto tempo ela levará para esvaziar o tanque? 


Bombeamento de um tanque cilíndrico Um tanque de аг- 
mazenagem é um cilindro circular reto com 20 pés de compri- 
mento e 8 pés de diâmetro, com eixo horizontal. Se o tanque 
está pela metade com azeite de oliva, que pesa 57 Ib/p&, deter- 
mine o trabalho realizado para esvaziá-lo através de um cano 
que vai do fundo do tanque até uma saída 6 pés acima do topo. 


Centros de massa e centroides 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Capítulo 


Determine o centroide de uma placa fina e plana que abrange 
a região compreendida pelas parábolas y = 2x? e y = 3 – х2. 
Determine o centroide de uma placa fina e plana que abrange 
a região compreendida pelo eixo x, as retasx=2ex=-2 e a 
parábola у = x?. 

Determine o centroide de uma placa fina e plana que abrange 

a região “triangular” no primeiro quadrante, limitada pelo eixo 

y, pela parábola у = х2/4 e pela reta у = 4. 

Determine o centroide de uma placa fina e plana que abrange 

a região compreendida pela parábola y? = x e pela reta x = 2y. 

Determine o centro de massa de uma placa fina e plana que 

abrange a região compreendida pela parábola y? = x e pela 

reta x = 2y, se a função densidade for ó(y) = 1 + y. (Use faixas 
horizontais.) 

a. Determine o centro de massa de uma placa fina de densi- 
dade constante que cobre a região entre a curva y = 3⁄x2⁄2 e 
oeixoxdex-lax-9. 

b. Determine centro de massa de uma placa se, em vez de ser 
constante, a densidade for ó(x) = x. (Use faixas verticais.) 


Volume e comprimento 


1. 


Um sólido ё gerado pela rotagáo em torno do eixo х, da regiáo 
limitada pelo gráfico da função contínua positiva y = f(x), 
pelo eixo x, pela reta fixa x= a e pela reta variável х = b, b > a. 
Seu volume, para qualquer b, é b? — ab. Determine f(x). 


Um sólido é gerado pela rotagáo em torno do eixo x, da regiào 
limitada pelo gráfico da fungáo contínua positiva y = f(x), 
pelo eixo x e pelas retas х = 0 e x= a. Seu volume, para qual- 
quer a > 0, é a? + a. Determine f(x). 


Suponha que a função crescente f(x) seja lisa para x > 0, e 
que /(0) = a. Faça s(x) indicar o comprimento do gráfico de f 
de (0, a) até (x, f(x)), x > 0. Determine f(x) se s(x) = Cx para 
alguma constante C. Quais sáo os valores permitidos para C? 


a. Mostre que, para 0 < a € 7/2, 


/ М1 + сов 040 > Мад + sera. 
0 


b. Generalize o resultado do item (a). 
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Capítulo 6 Aplicações das integrais definidas 


Forca de fluido 


39. 


40. 


41. 


5. 


6. 


Cocho de água A placa triangular vertical mostrada a seguir 
é a base de um cocho cheio de арпа (w = 62,4). Qual é a força 
do fluido contra a placa? 


UNIDADES EM PÉS 


Cocho de xarope de bordo A placa trapezoidal vertical 
mostrada a seguir representa a extremidade de um cocho cheio 
de xarope de bordo que pesa 75 16/рё?. Qual é a força exercida 
pelo xarope contra a placa da extremidade do cocho quando o 
xarope tiver 10 polegadas de profundidade? 


UNIDADES EM PÉS 


Força sobre um portão parabólico Um portão plano e ver- 
tical na parte frontal de uma barragem tem o mesmo formato 
de região parabólica entre a curva y = 4x? e a reta y = 4, com 
medidas em pés. O topo do portáo fica 5 pés abaixo da super- 
fície da água. Determine a forga exercida pela água contra o 
portáo (w = 62,4). 


. Você pretende armazenar mercúrio (w = 849 Ib/pé?) em 


um tanque retangular vertical com uma base quadrada que 
mede 1 pé de lado. A parede interior do tanque pode su- 
portar uma força de fluido total de 40.000 Ib. Quantos pés 
cübicos de mercürio vocé pode armazenar no tanque de 
cada vez? 


Exercícios adicionais e avancados 


Determine o volume do sólido formado pela rotação da região 
limitada pelos gráficos de y = x e y = х? em torno da reta y = x. 
Considere um cilindro circular reto de diámetro 1. Forme 
uma cunha cortando uma fatia paralela à base e outra fatia 
a um ángulo de 45º em relação à primeira fatia através do 
cilindro e cruzando a primeira fatia no lado oposto à borda 
do cilindro (veja o diagrama a seguir). Determine o volume 
da cunha. 


| 
| r cunha de 45º 
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Área de superfície 


7. Nos pontos da curva y — 2 Vx, segmentos de reta de com- 
primento h = y sáo tracados perpendicularmente ao plano xy. 
(Veja a figura a seguir.) Determine a área da superfície forma- 
da por essas retas perpendiculares de (0, 0) a (3, 243). 


liberada. Qual a altura aproximada atingida pela bola (medida 
a partir da posição de repouso da mola)? 


Centros de massa 


11. Determine o centroide da região limitada abaixo pelo eixo 
x e acima pela curva y = 1 — x”, sendo n um número inteiro 

5 positivo par. Qual 6 a posigáo limite do centroide quando 
n — oo? 

12. Se vocé transporta um poste de telefone em um reboque de 
duas rodas atrás de um caminháo, vocé quer que as rodas fi- 
quem a mais ou menos 3 pés atrás do centro de massa do poste 
para fornecer uma carga adequada sobre o reboque. Os postes 
de telefone de madeira, usados pela Verizon, tem 27 pek de 
circunferéncia na parte superior e 43,5 pek de circunferéncia 
na base. O centro de massa está a que distáncia do topo? 

13. Suponha que uma placa de metal fina de área А e densidade 
constante ó ocupe uma regiáo R no plano xy, e seja M, o mo- 
mento da placa em torno do eixo y. Mostre que o momento da 
placa sobre a reta x= b é: 

а. M, — bóA se a placa se encontra à direita da reta; 


8. Nos pontos de um círculo de raio a, segmentos de reta sáo 
tragados perpendicularmente ao plano do círculo, sendo a 
perpendicular a cada ponto P de comprimento ks, onde s é 14. 


b. bôA — M, зе a placa se encontra à esquerda da reta. 
Determine o centro de massa de uma placa fina que abrange a 


o comprimento de arco do círculo no sentido anti-horário de 
(a, 0) até P e k é uma constante positiva, como mostrado a se- 
guir. Determine a área da superfície formada pelas perpendi- 


regiáo limitada pela curva y? = 4ax e a reta x = a, а = constante 
positiva, se a densidade em (x, y) for diretamente proporcional 
a (a) x, (b) |y]. 


culares ao longo do arco comegando em (a, 0) e se estendendo 15. a. Determine o centroide da regiáo no primeiro quadrante li- 
uma vez ao redor do círculo. mitada por dois círculos concéntricos e pelos eixos coorde- 
nados, se os círculos tiverem raios a e b, 0 < a < b, e os seus 
centros estiverem na origem. 


b. Determine os limites das coordenadas do centroide quan- 
do a tende a 5 e discuta o significado do resultado. 


16. Um canto triangular foi cortado de um quadrado de 1 pé de 
lado. A área removida do triângulo é de 36 pol.?. Se o cen- 
troide da regiào restante está a 7 pol. de um lado do quadrado 
original, a que distáncia ele está dos lados restantes? 


Forca de fluido 


17. Uma placa triangular АВС é submersa verticalmente em água. 
O lado АВ, com 4 pés de extensão, está a 6 pés abaixo da su- 
perfície da água, enquanto o vértice C está a 2 pés abaixo da 
superfície. Determine a forga exercida pela água em um lado 
da placa. 


Uma placa retangular vertical é submersa em um fluido com 
seu lado superior paralelo à superfície do fluido. Mostre que 
a forga exercida pelo fluido em um lado da placa é igual ao 
valor médio da pressáo de cima para baixo da placa vezes a 
área da placa. 


Trabalho 


9. Uma partícula de massa m parte do repouso no instante 1 = 0 
e se move ao longo do eixo x com aceleragáo constante a de 
х= (ах = contra uma força variável de magnitude F(1) = 2. 18. 
Determine o trabalho realizado. 
10. Trabalho e energia cinética Suponha que uma bola de gol- 
fe de 1,6 опса seja colocada sobre uma mola vertical com for- 
ga constante k = 2 Ib/pol. A mola é comprimida 6 polegadas e 
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Projetos de aplicacáo de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Uso de somas de Riemann para estimar áreas, volumes e comprimentos de curvas 
Visualize e aproxime áreas e volumes nas Partes I e II: volumes de revolução; e na Parte III: comprimentos de curvas. 
Modelando um salto de “bungee-jump” 


Colete dados (ou use dados anteriormente coletados) para construir e refinar um modelo para a Югса exercida por uma corda de bungee-jump. 
Use o teorema do trabalho-energia para calcular a distáncia da queda sofrida por determinada pessoa ao usar um determinado comprimento 
de corda. 


Е UNÇÕES TRANSCENDENTES 
E INTEGRAIS 


VISÃO GERAL Até agora, abordamos as funções logarítmicas e exponenciais de 
forma bastante informal, apelando á intuigáo e aos gráficos para descrever o que 
elas significam e para explicar algumas de suas características. Neste capítulo, 
faremos uma abordagem rigorosa de definigóes e propriedades dessas fungóes e 
estudaremos uma ampla gama de problemas práticos nos quais elas desempenham 
um papel. Introduziremos também as funções hiperbólicas e suas inversas, com as 
aplicações em integração e cabos suspensos. 


Logaritmo definido como uma integral 


7.1 


No Capítulo 1, apresentamos a função logaritmo natural In x como o inverso da 
função exponencial е". A função е" foi escolhida como a função da família das fun- 
ções exponenciais gerais а", a > 0, cujo gráfico tem coeficiente angular 1 quando 
atravessa o eixo у. А função a”, porém, foi apresentada intuitivamente, com base em 
seu gráfico de valores racionais de x. 

Nesta seção, recriamos a teoria das funções logarítmicas e exponenciais a partir 
de um ponto de vista totalmente diferente. Definimos essas funções analiticamen- 
te е recuperamos seu comportamento. Para começar, usaremos o Teorema Funda- 
mental do Cálculo para definir a função logaritmo natural In x como uma integral. 
Depois, apresentaremos rapidamente suas propriedades, incluindo as propriedades 
algébricas, geométricas e analíticas como vimos anteriormente. Então, introduzire- 
mos a função е* como a função inversa de In x e determinaremos suas propriedades 
vistas anteriormente. Definir In x como uma integral e e* como sua inversa consiste 
em uma abordagem indireta. Embora possa parecer estranho à primeira vista, essa 
abordagem proporcionará uma maneira elegante e poderosa de obter com precisão 
as propriedades mais importantes das funções logarítmicas e exponenciais. 


Definição da função logaritmo natural 


O logaritmo natural de um número positivo x, escrito como In x, é o valor de 
uma integral. 


DEFINIÇÃO О logaritmo natural é a função dada por 


пх = Í 12, a» 
1 


A partir do Teorema Fundamental do Cálculo, In x é uma função contínua. Geo- 
metricamente, se x > 1, então In x é a área sob a curva y = 1/7 de £ = 1 a t = x (Figura 
7.1). Para 0 < x < 1, In x dá o negativo da área sob a curva de x a 1. 
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TABELA 7.1 Valores típicos de In x 
para duas casas decimais 


x In x 
0 indefinido 
0,05 -3,00 
0,5 -0,69 
| 0 
2 0,69 
3 1,10 
4 139 
10 2,30 


A função não está definida para x < 0. Em consequência da Regra do Intervalo 
de Largura Zero para integrais definidas, também temos 


q 
mi- Í 14-0 
1 
x 1 
Seo <x < temom = ar [ta 
1 x 


fornece o oposto desta área. 


x 
Sex > l,entào In x -[ 12 
1 


fornece esta área. 


ч 


у=1пх 


FIGURA 7.1 O gráfico de y = In x e sua relação 
com a função y = 1/x, x > 0. O gráfico do 
logaritmo fica acima do eixo x, á medida que x 
se desloca de 1 para a direita, e muda para baixo 
do eixo х, à medida que se desloca de 1 

para a esquerda. 


Repare que apresentamos o gráfico de у = 1/x na Figura 7.1, mas usamos у = 1/7 
na integral. Utilizando x para todo os casos, escreveríamos 


*d 
Inx — | х4, 
1 


com х significando duas coisas diferentes. Entáo, mudamos a variável de integragáo 
para f. 

Ao utilizar retângulos na obtenção de aproximações finitas da área sob o grá- 
fico de y = 1/t e ao longo do intervalo entre г = | e t = x, como vimos na Seção 5.1, 
podemos aproximar os valores da função In x. A Tabela 7.1 fornece vários desses 
valores. Existe um número importante entre x = 2 e x= 3, cujo logaritmo natural é 
1. Esse número, que definiremos a seguir, existe porque In x é uma função contínua 
e, portanto, satisfaz o teorema do valor intermediário em [2, 3]. 


DEFINIÇÃO О número e é o número no domínio do logaritmo natural que 
satisfaz 


Infe) = / Lar = 1. 
J1 


Interpretado geometricamente, o número e corresponde ao ponto no eixo x 
onde a área sob o gráfico de y = 1/t e acima do intervalo [1, e] equivale à área 
do quadrado unitário. Isto é, a área da regiáo sombreada de azul na Figura 7.1 é 
1 unidade quadrada quando x = e. Veremos adiante que esse é o mesmo número 
e=2,718281828 que encontramos anteriormente. 


i= 


FIGURA 7.2 (a) O retângulo de altura 
y = 1/2 se encaixa sob a curva y = 1/x 

no intervalo | < x < 2. (b) Gráfico do 
logaritmo natural. 
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Derivada de y = ln x 


Pela primeira parte do Teorema Fundamental do Cálculo (Seção 5.4), 


d d [1 1 
q = A r dt = х: 
Para cada valor positivo de x, temos 
4 1 


q nx = т. (1) 


Portanto, a funçào y = In x é uma solugáo para o problema de valor inicial dy/dx = 
1/x, x > 0, com y(1) = 0. Observe que a derivada é sempre positiva. 

Se u é uma função derivável de x cujos valores são positivos, de modo que In u 
seja definida, entào, aplicando a regra da cadeia, obtemos 


Como foi visto na Segáo 3.8, se a Equaçào 2 for aplicada à fungáo u = bx, onde 
b é qualquer constante com bx > 0, obteremos 


а _ 1,4 zd _ 1 
= In bx nz dE (bx) p" (b) = x. 
Em particular, se b = —1 ех < 0, 
d E 
ac (=) = = 
Uma vez que |x| = x quando x > 0 e |x| = — x quando x < 0, a equação citada 


combinada com a Equação 1 nos leva ao seguinte resultado importante: 


Gráfico e imagem de Їл x 


A derivada d(In x)/dx = 1/x é positiva para x > 0, logo In x é uma funçào cres- 
cente de x. A segunda derivada, -1/х2, é negativa, entào o gráfico de In x é cóncavo 
para baixo. 

A funçào In x tem as propriedades algébricas familiares a seguir, que men- 
cionamos na Seção 1.6. Na Seção 4.2, mostramos que essas propriedades são uma 
consequência do Corolário 2 do teorema do valor médio. 


1. Inbx=Inhb+Inx 3. Inl = —Inx 


2. лс lnb — Inx 4. Inx=rInx 


Podemos calcular o valor de In 2 ao considerarmos a área sob o gráfico y = 1/x 
e acima do intervalo [1, 2]. Na Figura 7.2a, um retángulo de altura 1/2 ao longo do 
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intervalo (1, 2] encaixa-se sob o gráfico. Portanto, a área sob o gráfico, que é In 2, é 
maior que a área, 1/2, do retángulo. Entáo, In 2 > 1/2. Sabendo disso, temos 


n2 = пио > (1) =®. 


Esse resultado mostra que In (2") — oo, quando n — oo. Como In x é uma fun- 
gáo crescente, temos que 


lim In x = oo. 
x— 00 


Temos também 


іт Inx = lim Inf” 


x0 t=% 


= lim (-Inf) = —oo. x = r= 
t> 00 


Definimos In x para x > 0, portanto o domínio de In x é o conjunto de números 
reais positivos. A discussão anterior e o Teorema do Valor Intermediário mostram 
que sua imagem é a reta real toda, que resulta no gráfico de y = In x mostrado na 
Figura 7.2b. 


Integral / (1/u) du 


A Equação 3 conduz à seguinte fórmula integral. 


Se u é uma função derivável que nunca se anula, 


ГЕС = In |u| + C. 


A Equação 4 se aplica a qualquer parte do domínio de 1/и, os pontos onde 

u 0. Ela diz que integrais de uma certa forma levam a logaritmos. Se и = f(x), então 
du = f'(x) dx e 

fo) 

Јо) 


sempre que f(x) for uma função derivável que nào se anula. 


dx = In |fG)| + C 


EXEMPLO 1 Aqui, reconhecemos uma integral na forma | du 


"T^ Acos me E” u=3+2sen0, du = 2с050 do, 
Јр 3 + 2sen0 QUU щ-т/)=1, мя/2)-5 


5 
= 21n [ul | 

1 
= 21а |5| — 21n|1| = 21n5 


Observe que u = 3 + 2 sen 0 é sempre positivo em [—7/2, 7/2], assim a Equação 
4 se aplica. ! 


Integrais de tg x, cotg x, sec x e cossec x 


A Equação 4 nos diz como integrar essas funções trigonométricas. 


sen Y —du и = cosx > Оет (—7/2, 7/2), 
| наа n J и ыг PNE 
du — —senx dx 


= -In|u| + C = —In|cosx| + C 


1 
= pS аж | 
In [cos] C = In|sec x| + C Regra da recíproca 
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Para a cotangente, 


4 со8 х dx du и = senx, 
cotg х ах senx u du = cos x dx 
= In|u| + C = In|senx| + C = —In|cossec x| + C. 


Para integrar sec х, multiplicamos e dividimos ambos os lados da equação por 
(sec x + tg x). 


(sec x + tg x) 2x4 
| «ахас | secs 5 ах эсс х эг вес ж x ах 


(secx + tg x) secx + tg x 


и = sec x + tg x, 


In|u|- C = In|sex +tgx|+ C q = {желу + шл 


к 


Para cossec x, multiplicamos e dividimos os dois lados da equação por 
(cossec x + cotg x). 


(cossec x + cotg x) cossec? x + cossec x cotg x 
cossec x dx = | cossec x dx dx 
(cossec x + cotg x) cossec x + cotg x 


—du и = cossec x + cotg x, 
= | — = -Inju| + C = -In|cosec x + cotgx| +C , _ юмс 
du = (—cossec x cotg x — cossec” x) dx 


Integrais das funcóes tangente, cotangente, secante e cossecante 


n = In|sec u| + C nm = In|sec u + tgu| + C 


n du = In|senu| + C | cosse u du = —ln|cossec u + cotgu| + C 


Ainversa de In x e o número e 


A fungáo In x, sendo uma fungáo crescente de x com domínio (0, со) e imagem 
(-оо, oo), possui uma inversa In^! x com domínio (-оо, oo) e imagem (0, оо). O 
gráfico de In! x é o gráfico de In x refletido em torno da reta у = x. Como pode ser 
observado na Figura 7.3, 

lim х= оо е lim In! x = 0. 
x00 х-»-00 

A função In”! x também é indicada por exp x. Mostraremos agora que In! x = 
exp x é uma função exponencial de base e. 

O número e satisfaz a equação In (e) = 1, logo e = exp (1). Podemos elevar o 
número e a uma poténcia racional r usando álgebra: 

е? = e-e, e?- 4, е!? = Ve, e^ = Ve, 
е 
e assim por diante. Como e é positivo, e” também é positivo. Assim, e” possui um 
logaritmo. Quando consideramos o logaritmo, descobrimos que para r racional 


Ine"-rlnne-r:1-r. 
Então, aplicando a função In^! em ambos os lados da equação In е” = r, desco- 
brimos que 
e'—expr pararracional  expéln' (5) 
Ainda nào encontramos uma maneira de dar um significado exato a e* para x 
irracional. Mas In"! x tem significado para qualquer valor de x, racional ou irracio- 
nal. Então, a Equação 5 oferece um modo de estender a definição de e* para valores 


FIGURA7.3 Gráficosdey=Inxey=In!x irracionais de x. A função exp x é definida para qualquer x, de modo que podemos 
= exp x. O número e é In! 1 = exp (1). utilizá-la para atribuir um valor a е* em cada ponto. 
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Valores típicos de e* 

* e* (arredondado) 
-1 0,37 

0 1 

1 2,72 

2 7,39 
10 22.026 

100 2,6881 х 10% 


Números e funcóes transcendentes 


Os números que são soluções de 
equações polinomiais com coeficientes 
racionais sáo denominados algébricos: 
-2 é algébrico porque satisfaz a equagáo 
x+2=0,e TS algébrico porque 
satisfaz a equação x? — 3 = 0. Números 
que nào 840 algébricos sào denominados 
transcendentes, como e e т. Em 1873, 
Charles Hermite provou a transcendéncia 
de e no sentido que descrevemos. 
Em 1882, C.L.F. Lindemann provou 
a transcendéncia de тг. 
Hoje, chamamos uma fungáo y = f(x) de 
algébrica se ela satisfaz uma equagáo do 
tipo 

P yt EP y P = 0 
em que os Ps sào polinómios em x 
com coeficientes racionais. A função 
у = 1/ Vx + 1 é algébrica porque 
satisfaz a equação (x + 1)y? — 1 = 0. Aqui 
os polinômios são P,=x+1,P,=0e 
P, = -1. Funções que não são algébricas 
são denominadas transcendentes. 


DEFINIÇÃO Рага qualquer número real x, definimos a função exponencial 


natural como е* = exp x. 


Pela primeira vez, temos um significado preciso para um número elevado a 
uma potência irracional. Geralmente, a função exponencial é indicada por е* em vez 
de exp x. Como In x e е* são inversos um do outro, temos 


Equações inversas para e* e In x 
е®х=х (para qualquer х > 0) 


In (e) = x 


(para qualquer x) 


A derivada e a integral de e* 


A função exponencial é derivável porque é a inversa de uma função derivável 
cuja derivada nunca é zero. Calcularemos sua derivada usando o Teorema 3 da Se- 
gáo 3.8 e nosso conhecimento da derivada de In х. Sejam 


10)“їйх e y=e=Inlx=f (х). 
Então, 
dy : - 
2-2 e) = Em E: 
- d fia) 
= — 1 _ Teorema 3, Seçào 3.8 
FU) 5 
1 
= Te) f(x) = е" 
= = f'(z) = lcm: -. 
(2) 
= e, 


Isto é, рага y = е", descobrimos que dy/dx = е", portanto a função exponencial 
natural e* é sua própria derivada, assim como alegamos na Segáo 3.3. Na próxima 
seção, veremos que as únicas funções que se comportam dessa forma são múltiplas 
constantes de е". A regra da cadeia amplia esse resultado da maneira usual para uma 
forma mais geral. 


Se u é qualquer função derivável de x, então 


а и 


<° = еч (6) 


ах” 


Uma vez que e* > 0, sua derivada também é positiva, e, por isso, ela é uma 
função crescente e contínua para qualquer x, tendo limites 


lim e* = oo. 
x— 00 


lime" =0 е 
x=>—00 
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Resulta que o eixo x (у = 0) é uma assíntota horizontal do gráfico y = е" (veja 
a Figura 7.3). 
A equivalente integral à Equação 6 é 


Se f(x) = е", então, a partir da Equação 6, temos que f'(0) = е? = 1. Isto é, a 
função exponencial е" tem coeficiente angular 1 quando cruza o eixo y em x = 0. 
Isso está de acordo com nossa afirmagáo sobre a exponencial natural na Segáo 3.3. 


Leis dos expoentes 


Muito embora е" seja definida como In”! x de uma forma aparentemente tortuo- 
sa, ela obedece ás leis familiares dos expoentes da álgebra. O Teorema 1 nos mostra 
que essas leis sáo consequéncias das definigóes de In x e e*. Provamos as leis na 
Seção 4.2, e elas ainda são válidas devido à relação inversa entre In x e е". 


TEOREMA 1 — Leis dos expoentes para e* 


Para todos os números x, X ex, a exponencial natural е* obedece ás seguintes 


leis: 
Xi 
1. e es" ento 3. e. = ¿A 
2 1 "m 
2.6 * = == 4. (еп) 2 = evro = (еч) х1 


Funcáo exponencial geral a* 


Uma vez que a = el" para qualquer número positivo a, podemos pensar em а" 
como (el 4)* = е1", Estabelecemos, portanto, a seguinte definigáo em consonáncia 
com o que foi afirmado na Segáo 1.6. 


DEFINIÇÃO Para quaisquer números a > 0 e x, a função exponencial com 
base a é dada por 


ах = ema 


Quando а = e, а definição resulta em a* = ex lna = exe = еї! = ex, 
О Teorema 1 também 6 válido рага а", a fungáo exponencial de base а. Por 
exemplo, 


аха = guna, gula — Definição de a" 
= ех Ina+x> Ina 141 
= gl +x)ina Fator In a 
= „žit T x 
=а 4 Definição de a 


Começando com a definição a” = е", a > 0, obtemos a derivada 


Za = “ета = (In ay awha = (In a)a*, 


assim 


— a* = а*1па. 
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De modo alternativo, obtemos a mesma regra da derivada ao aplicar a derivagáo 


logarítmica: 
у=а 
шу=хша Obtendo os logaritmos 
ДАР = In Derivaçà lação 
Y dx a vação em relação a x 
dy 


— = ylna = a*Ina. 


Com a regra da cadeia, obtemos uma forma mais geral, como na Seçào 3.8. 


Logaritmos com base a 


Se a é qualquer número positivo diferente de 1, a funçào a* é injetora e tem uma 
derivada nào nula em qualquer ponto. Portanto, tem uma inversa derivável. 


DEFINICAO Рага qualquer número positivo a % 1, o logaritmo de x com 
base a, indicado por log, x, é a função inversa de a". 


O gráfico de у = log, x pode ser obtido pela reflexão do gráfico de y = а" em torno 
da reta de 45? y = x (Figura 7.4). Quando a = e, temos log, x = inversa de e* = In x. 
Como as funções a* e log, x são inversas uma da outra, compó-las em qualquer 
ordem resulta na função identidade. 


FIGURA 7.4 Gráfico de 2” e sua 
inversa, log, x. Equações inversas para a“ e log х 


alogax = (x > 0) 


log, (а^) (qualquer x) 


Conforme apresentamos na Seção 1.6, a função log, x é apenas um múltiplo 
numérico de In x. Concluímos isso a partir da seguinte dedução: 


у = log, x Definição da equação para y 
y 


а = x Equação equivalente 
Ina” = In x log natural de ambos os lados 
ylna = In x Regra 4 da álgebra para log natural 
In x 
y= Tra Resolva para y 
Inx 
loga Х = — Substitua para y 


TABELA 7.2 Regras para logaritmos de 


base a 
—  DNFH L -TJ- D<—rY” qI. 


Para quaisquer números x > 0 
ey > 0, 
1. Regra do ргодшо: 

log, xy = log,x + log, y 


2. Regra do quociente: 


log, y log, x — log, y 


3. Regra da гесїргоса: 


log, y = —log, y 
4. Regra da potenciação: 


log, x" = y log, x 


Ехегсїс105 7.1 


Integracáo 
Calcule as integrais dos Exercícios 1-46. 


-2 
tj & 


0 
PEE: ЭЕ 


413 


Capítulo 7 Funções transcendentes e integrais 


Assim, percebemos facilmente que as regras aritméticas satisfeitas por log, x 
são iguais às satisfeitas por In x. Tais regras, apresentadas па Tabela 7.2, podem ser 
provadas se dividirmos as regras correspondentes da função logaritmo natural por 
In a. Por exemplo, 

Inxy = Inx + In y 

Inxy Inx , Шу 

па Ina na 
log, xy = log,x + log, y. 


Regra 1 para logaritmos naturais... 


-.. dividida por In a .. . 


-.. proporciona a regra 1 para logaritmos de base a. 


Derivadas e integrais que envolvem log, x 


Para determinar derivadas ou integrais que envolvem logaritmos de base a, 
temos de converté-los em logaritmos naturais. Se и é uma função positiva derivável 
de x, entáo 


4 [Inu 1 É (нуд) 1 ldu 
dx Nina Ina dx Ina udx* 


d 
a (log, u) 


Lt du 


Ina u dx 


4 Ка 
E» (log, u) = 


EXEMPLO 2 


Ilustraremos os resultados das derivadas e integrais. 


3 
(In 10)(3x + 1) 


d 1 4 
(а) ax 19819 (3x +1) i 


1 _ 
110 atia + 1) 


logo х 1 In x In; 
(b) / X dx = n2 X dx logy x = = 
= | 1 
= E du и = nx, du= ¿dx 
La 1 (nx)? (In х)? 
m22 += 2 2 272027 +6 


Resumo 

Nesta seção, usamos o cálculo para definir com precisão as funções logarítmi- 
cas e exponenciais. Essa abordagem é um pouco diferente do tratamento que demos 
anteriormente às funções polinomiais, racionais e trigonométricas. Anteriormente, 
primeiro definimos a função e, então, estudamos suas derivadas e integrais. Aqui, 
começamos com uma integral, a partir da qual as funções de interesse foram ob- 
tidas. A intenção dessa abordagem é evitar dificuldades matemáticas que surgem 
quando tentamos definir funções do tipo a* para qualquer número real x, racional 
ou irracional. Ao definir In x como a integral da função 1/tdet= 1 a t = x, podemos 
seguir em frente e definir todas as funções exponenciais e logarítmicas e, então, 
deduzir suas principais propriedades algébricas e analíticas. 


2 
5. 3 sec” 1 
fs ёр 3114 


sec y tg y 
6. ——— di 
/ 2 + зесу $ 


/ 2y dy 

3: 5 

$e = 25 

4. J - dr 
Де = 5 


3 ах 
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Ч. J 14. fu tg x In (cos x) dx 


sec x dx 15. 


V In (secx + tg x) E 
4 In3 т eV 
. е“ dx - dr 
L / Vr 
10. ва 


4 (In х)? In x dx 
п. Par, 18. |--225-- 
у 2 4 xVIn2 x + 1 
1 
12. ] e i; [Es 
xInx x 


In9 
13. / e” ах 
In4 


21. Je sec Tri tg ті dt 


22. [e cossec (т + t) cotg (z + t) dt 


In (7/2) 
23. | 2e" cos e" dv 
In (7/6) 


3 А 
35. 1 (VI + Dx d 
0 


Ing é 
24. 2xe" cos (е) dx ui х082)-1 dy 


Кашу хк 


dx * = Ln 
1-6" 


27. 2 de 39. In 2 = кы 


va ? log) (x + 2) 
x? 41. 
29. 1 20 ах i — 7 E 


4 ууу 10] 10. 
av. 2 k 42. / Pad |, 
1 Vx 1/10 
т/2 9 21ogio (x + 1) 
з. | 7% Sent аг 43. / — sx. ^ 
0 
3 ж 
32. 44. À Su Us 
2 


y=] 


т/4 1 tgr 5 
f (2) sec” t dt 


33 fea + Inx) dx ыг { E 
Ë xlogiox 
2 Мах 46. Jf <Ë 
2 
x. | x dx x(logg x) 


Problemas de valor inicial 


Resolva os problemas de valor inicial nos Exercícios 47-52. 


dy 
47. 2 = e' sen(e' — 2), 


7 y(In2) = 0 


4 
48. A = e'sec (me), y(In4) = 2/т 


dt 


0 e 
28. / sia 40. [umen 
- І 


а, D эз (0) = (0) = 0 
s 22 = 22°, у = е у == 
ау 
50. ur" l-e”, у(1) 2-1 e y ()=0 
51 у 1 + 1) -3 
oim х” УС) = 
dy 5 
52. — =secx, у(0) = 0 e y'(0) = 
ах" 
Teoria e aplicacóes 


53. A região entre a curva y = 1/12 eo eixo x dex = 1⁄2 a x = 2 é 


54. 


58. 


girada em torno do eixo у, gerando um sólido. Determine o 
volume do sólido. 

No Exercício 6 da 8есдо 6.2, giramos em torno do eixo y a 
regiào entre a curva y = 9x/ Vx? + 9eoeixoxdex=0a 
x = 3 para gerar um sólido de volume 367. Em vez disso, se 
girarmos a região em torno do eixo x, que volume obteremos? 
(Veja o gráfico no Exercício 6 da Seção 6.2.) 


Determine os comprimentos das curvas nos Exercícios 55 e 56. 
55. у = (2/8) — In x, 
56. 

57. Linearização de In (1+ x) em x - 0 Em vez de aproximar In 


4<х<8 
x= (у/4)2 -21n(y/4, 4<у<12 


x em x = l, aproximamos In (1 + x) em x = 0. Dessa maneira, 

obtemos uma fórmula mais simples. 

а. Deduza a linearização In (1 + х) = хетх= 0 

b. Calcule o erro envolvido па substituição de In (1 + x) por x 
no intervalo [0; 0,1]. A resposta deve ter cinco casas deci- 
mais. 

€. Trace, em um mesmo gráfico, In (1 + x) ex para 0 € x € 0,5. 
Use cores diferentes, se possível. Em que pontos a apro- 
ximacáo de In (1 + x) parece melhor? E pior? Ao ler as 
coordenadas do gráfico, determine o melhor limite supe- 
rior para o erro que sua calculadora permitir. 


Linearização de e* em x = 0 
a. Derive a aproximação linear e = | + x em x = 0. 


b. Calcule a magnitude do erro envolvido na substituição de 


He. 


e* por 1 + x no intervalo [0; 0,2]. A resposta deve ter cinco 
casas decimais. 

Trace em um mesmo gráfico e* e 1 + x para -2 < x € 2. Use 
cores diferentes, se possível. Em que intervalos a aproxi- 
mação parece superestimar е"? E subestimar е"? 


59. Demonstre que, para qualquer nümero a > 1, 


a Ina 
| Inx dx + / е” dy = alna. 
1 o 


(Veja a figura a seguir.) 
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60. Desigualdade satisfeita pelas médias geométrica, logarít- 66. Existe a possibilidade de x!"2 ser igual a 2Inx para x > 0? Trace 


gn a*In D? (In 5 — Ina) <f 


mica e aritmética 


a. Demonstre que o gráfico de е* é côncavo para cima em 67. 


qualquer intervalo de valores de x. 
b. Demonstre, em relação à figura a seguir, que, se 0 < a < b, 
então 


Inb 


Ina Inb 
ё" е 
ех dx < ————— 


2 * (In b— In a). 


Ina 


Aj 1 1р 


X 
Ina In a + In b In b 
2 


FORA DE ESCALA 


€. Use a desigualdade do item (b) para concluir que 


Va < — a+b 


DEE 
Inb = Ina 2 


Essa desigualdade diz que a média geométrica de dois 

nümeros positivos é menor que a média logarítmica de ambos, 
que, por sua vez, é menor do que sua média aritmética. 
(Para saber mais sobre essa desigualdade, consulte BURK, 
Frank. The geometric, logarithmic, and arithmetic mean ine- 
quality. American Mathematical Monthly, v. 94, n. 6, jun./jul. 
1987. p. 527-528.) 


Construcáo de gráficos 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


Trace em um mesmo gráfico In х, In 2x, In 4x, In 8x e In 16x 
(tantos quanto puder) para 0 < x € 10. O que acontece? Explique. 
Trace o gráfico de y = In |sen x| na janela 0 € x < 22, -2 € y € 0. 
Explique o que vé. Como vocé alteraria a fórmula para que os 
arcos ficassem virados para baixo? 


a. Trace em um mesmo gráfico y — sen x e as curvas y — 
In (a + sen x) para a = 2, 4, 8,20 e 50 para 0 € x € 23. 

b. Por que as curvas se achatam à medida que a aumenta? (Dica: 
determine um limite superior dependente de a para |у'|.) 

O gráfico de y = Мх — Inx, x > 0, tem um ponto de in- 

flexão? Tente responder a essa questão (a) pela representação 

gráfica e (b) usando cálculo. 

A equação x? = 2* apresenta três soluções: x = 2, x = 4 e outra. 

Calcule graficamente a terceira solução com a maior precisão 

possível. 


7.2 


Variacáo exponencial е equacóes diferenciais separáveis 


as duas funções e descreva o que você observa. 


Qual dos dois é maior, 7^ ou e”? As calculadoras diminuí- 

ram o mistério dessa questáo, que costumava ser desafiadora. 

(Verifique vocé mesmo; vocé verá que, surpreendentemente, 

eles estáo quase empatados.) No entanto, a questáo também 

pode ser respondida sem uma calculadora. 

a. Determine uma equação para a reta que passa pela origem 
e é tangente ao gráfico y = In x. 


1-3, 6] por [-3, 3] 


b. Ofereça um argumento baseado nos gráficos de y = In x e 
da reta tangente para explicar por que In x < x/e para qual- 
quer x, positivo x * e. 


с. Mostre que (x°) < x para qualquer positivo x + e. 
d. Conclua que x° < е" para qualquer positivo x # e. 
e. Então, qual dos dois é maior, 7º ou e”? 


. Representação decimal de e Determine e com o máximo 


de casas decimais que sua calculadora permitir, resolvendo a 
equação In x = | pelo método de Newton visto na Seção 4.7. 


Cálculos com outras bases 


69. A maioria das calculadoras científicas tem teclas para log, x 


e In x. Para determinar logaritmos de outras bases, usamos а 
equação log, x = (In x)/(In a). 

Determine os seguintes logaritmos com cinco casas decimais. 
a. log, 8 

b. log, 0,5 

e. In x, dado que log, x = 2,3 
f. In x, dado que log, x = 1,4 
8. In x, dado que log, x = –1,5 
h. In x, dado que log, x = —0,7 


€. log, 17 
d. 10857 


Fatores de conversáo 


a. Mostre que a equação para converter logaritmos de base 10 
em logaritmos de base 2 é 


lo; y ER, х 
82) In2 98103. 


b. Mostre que a equação para converter logaritmos de base a 
em logaritmos de base b é 


lo; 5 =: ау, x 
sx = np 284 


Funções exponenciais crescem ou decrescem muito rapidamente com varia- 
ções na variável independente. Elas descrevem o crescimento ou o decaimento em 
muitas situações naturais e industriais. Em parte, a importância de tais funções está 
na variedade de modelos que se baseiam nelas. Agora, investigaremos a suposição 
de proporcionalidade básica que leva a uma variação exponencial. 
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Variacáo exponencial 


Ao apresentar muitas situações do mundo real, vemos que uma quantidade y 
cresce ou decresce a uma taxa proporcional ao seu tamanho em determinado mo- 
mento t. Exemplos disso incluem a quantidade de um material radioativo em decai- 
mento, o tamanho de uma população e a diferença de temperatura entre um objeto 
quente e seu meio circundante. Afirma-se que tais quantidades são submetidas à 
variação exponencial. 

Se a quantidade presente no tempo í = 0 é chamada de у,, então podemos deter- 
minar у em função de / pela solução do seguinte problema de valor inicial: 


dy 
Equação diferencial: + = ky (1а) 
Condição inicial: y = уо quando / = 0. (1b) 


Se y é positivo e crescente, então k é positivo, e usamos a Equação la para dizer 
que a taxa de crescimento é proporcional ao que já foi acumulado. Se y é positivo 
e decrescente, então k é negativo, e usamos a Equação la para dizer que a taxa de 
decaimento é proporcional à quantidade ainda restante. 

Vemos imediatamente que a função constante y = 0 é a solução da Equação la se 
Yo = 0. Para encontrar as soluções diferentes de zero, dividimos os lados da Equa- 
gáo la por y: 


II 
> 


ys*0 


l dy di kd Ë 
Уй t= t Integre em relação af; 


In ly] = kt + C f (Mu) du = In |u| + C 


|у| = ге Faça a exponenciação. 
ly] = el. pk et? = ез. gh 
у= +eCelt Se |v| = r, então y = tr. 
y = Ae". А é uma abreviatura para te“. 


Ao permitir que 4 assuma o valor 0, além de todos os valores possíveis +eC, 
podemos incluir a solução y = O na fórmula. 

Determinamos o valor de 4 para o problema de valor inicial calculando 4 quan- 
doy=y,et=0: 


у= Аёо = А. 
A solução do problema de valor inicial ё, portanto, 
y = уен. (2) 


Quando as quantidades variam dessa maneira, dizemos que estào em processo 
de crescimento exponencial, se k > 0, e de decaimento exponencial, se k < 0. O 
número k é denominado taxa constante de variação. 

O raciocínio que leva à Equação 2 mostra que apenas funções que são derivadas 
de si mesmas são múltiplos constantes da função exponencial. 

Antes de apresentar inúmeros exemplos de variação exponencial, considere- 
mos o processo utilizado para deduzi-los. 


Equações diferenciais separáveis 


A variação exponencial é modelada por uma equação diferencial da forma 
dy/dx = ky para uma constante k não nula. De modo geral, suponha que tenhamos 
uma equação diferencial de forma 

dy 


2 = f(x, y), (3) 


Capítulo 7 Funções transcendentes eintegrais 417 


onde fé uma funçào tanto de variáveis independentes quanto de variáveis depen- 
dentes. Uma solução da equação é uma função derivável y = у(х) definida em um 
intervalo de valores de x (talvez infinito), de tal modo que 


4. y) = fe y) 


nesse intervalo. Isto é, quando y(x) e sua derivada y (х) são substituídos na equação 
diferencial, a equação resultante é verdadeira para qualquer x no intervalo da solu- 
ção. A solução geral é uma solução у(х) que contém todas as soluções possíveis e 
que sempre apresenta uma constante arbitrária. 

A Equação 3 é separável se f puder ser expresso como um produto de uma 
função de x e de uma função de y. A equação diferencial, então, tem a forma 


dy g é uma fungáo de x; 
de g(x)H(). H é uma função de y. 
Ao reescrever essa equação na forma 


dy. go) Le 
de hy) 09 = 70) 


sua forma diferencial nos permite coletar todos os termos em y com dy e todos os 
termos em x com ах: 


h(y) dy = g(x) dx. 


Agora, basta integrar ambos os lados dessa equação: 


| aec / gx) dx. (4) 


Depois de completar as integrações, obtemos a solução y definida implicita- 
mente como uma fungáo de х. 


A justificativa de que podemos simplesmente integrar ambos os lados na Equa- 
ção 4 é baseada na regra de substituição (Seção 5.5): 


Їнэ dy = [oes 


E n ga) Sann 


MOE a 
= / g(x) dx 


EXEMPLO 1 Resolva a equação diferencial 


dy . 
We (1 ye, y> -1. 


Solucáo Como 1 + y nunca é zero para y > —1, resolvemos a equaçào separando as 
variáveis. 


dy 
dx Trate dy/dx como um quociente 


dy = (1 + y)e* dx das diferenciais e multiplique 
E ы os dois lados por dx. 


= (1 + y)e* 


= e* dx Divida por (1 + y), 


dy к 
= ех dx Integre os dois lados. 
l+y 


; C representa as constantes de 
In(1+y)=e*+C integração combinadas. 


A última equação resulta em y como uma função implícita de x. 
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dy 
EXEMPLO 2 Resolva a equação у(х + Da = x(y? + 1). 


Solução Mudamos para a forma diferencial, separamos as variáveis e integramos: 
у(х + 1) dy = x(y? + 1) dx 


у4у хах 
у?+1 х+1 кең 


y dy 1 
1 + y? 7 1 x1 dx Divida x por x + 1. 


l ‚2 
¿m0 + y^ 


Ш 


х= In|x + 1] + C. 


A última equação leva à solução y como função implícita de x. 


O problema de valor inicial 


ФӘ м, y 

= = Ку, y(0) = 

4 ` : 29 
envolve uma equação diferencial separável, e a solução y =y" expressa a variação 
exponencial. Apresentaremos agora alguns exemplos de tais variações. 


Crescimento populacional ilimitado 


Estritamente falando, o número de indivíduos em uma população (de pessoas, 
plantas, animais ou bactérias, por exemplo) é uma função descontinua do tempo, pois 
assume valores discretos. No entanto, quando o número de indivíduos atinge deter- 
minado nível, a população pode ser aproximada por uma função contínua. A deriva- 
bilidade da função de aproximação é outra hipótese razoável em muitas situações e 
permite o uso de cálculo para exemplificar e prever o tamanho da população. 

Se supusermos que a proporção de indivíduos em idade de reproduzir perma- 
nece constante e também assumirmos uma fertilidade constante, então em qualquer 
instante / a taxa de nascimento será proporcional ao número у(/) de indivíduos. Su- 
ponhamos, também, que a taxa de mortalidade da população seja estável e propor- 
cional a y(t). Se, além disso, desconsiderarmos as saídas e chegadas de indivíduos, 
a taxa de crescimento dy/dt será a taxa de natalidade menos a taxa de mortalidade, 
que é a diferença entre as duas proporcionalidades que imaginamos. Em outras pala- 
vras, dy/dt = ky, de modo que y =y, onde y, é o tamanho da população no instante 
t — 0. Tal como acontece com todos os tipos de crescimento, pode haver limitações 
impostas pelo ambiente, mas nào trataremos disso agora. A proporcionalidade dy/dt 
— ky modela o crescimento populacional ilimitado. 

No exemplo a seguir, imaginamos esse modelo populacional para examinar 
como o número de indivíduos infectados por uma doença dentro de determinada 
populacào diminui à medida que a doenga é tratada adequadamente. 


EXEMPLO 3 Um modelo para a maneira como uma doença desaparece quando 
tratada adequadamente assume que a taxa dy/dt, a qual o número de pessoas infecta- 
das varia, é proporcional ao número y. O número de pessoas curadas é proporcional 
ao número y de indivíduos infectados pela doenga. Suponha que, no curso de um 
ano qualquer, o número de casos de uma doenga seja reduzido em 20%. Se existem 
hoje 10.000 casos, quantos anos seráo necessários para que esse número seja redu- 
zido a 1000? 


Solução Usaremos a equação у = ye". Temos de determinar três itens: o valor de у, 
o valor de k e o instante / em que y = 1000. 

O valor de уу. Temos a liberdade de contar o tempo a partir de onde quisermos. 
Se contarmos a partir de hoje, então y = 10.000 quando / = 0, logo y, = 10.000. 
Assim, nossa equação é 


у= 10.0002. (5) 
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O valor de К. Quando t = 1 ano, o número de casos será 80% de seu valor pre- 
sente, ou 8000. Assim, 


8.000 = 10000699 Equação 5 com / = 1e 
e* = 0.8 y = 8000 

In (e^) — |n 0,8 Logaritmos de ambos os lados 
k = 1п0,8 < 0. 


Em qualquer instante / determinado, 
y = 10.000e 0.8), (6) 


O valor de t que faz com que у = 1000. Fazemos y igual a 1000 na Equagáo 6 
e determinamos t: 


1000 = 10.000 1 0:5) 
еїї0®)' = 0,1 
(In 0,8), = In 0,1 Logaritmos de ambos os lados 
_1In0, 1 _ 
t= In 0.8 = 10,32 anos. 
Levará pouco mais de 10 anos para reduzir o número de casos até 1000. П 


Radioatividade 


Alguns átomos são instáveis e podem emitir massa ou radiação para o am- 
biente espontaneamente. Esse processo é chamado de decaimento radioativo, e o 
elemento cujos átomos passam por esse processo espontaneamente é chamado de 
radioativo. Ás vezes, quando um átomo emite parte de sua massa por meio desse 
processo de radiação, o restante do átomo passa a constituir um átomo de um ele- 
mento novo. Por exemplo, o carbono-14 decai para o nitrogénio; o rádio, após uma 
série de passos intermediários radioativos, decai para chumbo. 

As experiéncias mostraram que, em determinado instante, a taxa á qual um 


| No caso do gás radónio-222, t é medido elemento radioativo decai (medida pelo número de núcleos que mudam por unida- 

em dias е k = 0,18. No caso do rádio-226, de de tempo) é aproximadamente proporcional ao número de núcleos radioativos 
pintado nos mostradores dos relógios presentes. Assim, о decaimento de um elemento radioativo é descrito pela equação 
para fazê-los brilhar à noite (uma prática dy/dt = —ky, k > 0. E convencional usar —k, com k > 0, para enfatizar que y é de- 
perigosa), / é medido em anos e crescente. Se y, for o número de núcleos radioativos presentes no instante zero, o 
k=4,3x 107, número remanescente em qualquer tempo / posterior será 


Ус», k>0. 


Na Seção 1.6, definiu-se a meia-vida de um elemento radioativo como o tem- 
po necessário para que metade dos núcleos radioativos presentes em uma amostra 
decaia. O fato interessante é que a meia-vida é uma constante que não depende do 
número de núcleos radioativos presentes inicialmente na amostra, mas apenas da 
substância radioativa. Determinamos que a meia-vida é dada por: 


Meia-vida = 12 (7) 


Por ехетріо, а meia-vida para о radónio-222 ё 


meia-vida = É = 3,9 dias. 
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EXEMPLO 4 Аз vezes, o decaimento de elementos radioativos pode ser usado 
para datar eventos do passado da Terra. Em um organismo vivo, a proporção entre 
o carbono radioativo, o carbono-14 e o carbono ordinário permanece bastante cons- 
tante durante a sua vida, sendo aproximadamente igual à proporção na atmosfera 
do organismo à época. Após a morte do organismo, no entanto, nenhum carbono 
novo é ingerido, e a proporção de carbono-14 nos restos mortais diminui à medida 
que ele decai. 

Os cientistas que fazem datação por carbono-14 consideram que 5700 seja o 
número de anos de sua meia-vida. Determine a idade de uma amostra na qual 10% 
dos núcleos radioativos originalmente presentes já decaíram. 


Solução Usamos a equação de decaimento y = уе“. Há dois valores a serem deter- 
minados: ke t quando y = 0,9y, (90% dos núcleos radioativos ainda estão presentes). 
Ou seja, determine / quando y,e* = 0,9у ou e # = 0,9. 


O valor de k. Usamos a Equação 7 da meia-vida: 


__ ]n2 _ In2 


-4 
= meia-vida ^ 5700 (cercadel2 X 107) 


O valor de t que faz com que e" = 0,9. 
e™ = 0,9 
e7(In2/5700% = 0,9 


In 2 
5700 


t = In 0.9 Logaritmos de ambos os lados 


_ _ 5700100,9 


in2 = 866 anos 


A amostra tem aproximadamente 866 anos. 


Transferéncia de calor: a lei do resfriamento de Newton 


Uma sopa quente dentro de uma caneca de metal esfria até alcangar a tempe- 
ratura do ar circundante. Um lingote de prata quente imerso em uma grande ba- 
nheira de água esfria até alcançar a temperatura da água. Em situações como essas, 
a taxa de variação da temperatura de um objeto em qualquer tempo dado é aproxi- 
madamente proporcional à diferença entre a própria temperatura e aquela do meio. 
Essa observação denomina-se lei do resfriamento de Newton, embora também se 
aplique ao aquecimento. 

Se Н for a temperatura do objeto no instante /, e H,, a temperatura constante do 
ambiente, então a equação diferencial será 


dH 
a = —kT = os (8) 


Se substituirmos y por (H — Н), então 


dH 
dt 


d 
dt (Hy) 


=== 0) H, é uma constante. 


= —k(H – Hs) Equação 8 
= —ky. Н-Н,зу 
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Agora sabemos que a solução de dy/dt = —ky é y = е“, onde y(0) = yo. Subs- 
tituindo (Н — As) por y, isso nos diz que 
H-H;=(H,-Hye*, (9) 


onde H, é a temperatura em ѓ = 0. Essa equação é a solução para a lei do resfria- 
mento de Newton. 


EXEMPLO 5 Um ovo cozido a 98°С é colocado em uma pia com água a 18°C. 
Após 5 minutos, a temperatura do ovo é de 38°С. Supondo que, durante o expe- 
rimento, a temperatura da água nào tenha aumentado significativamente, quanto 
tempo mais será necessário para que a temperatura do ovo chegue a 20°С? 


Solução Determinamos quanto tempo o ovo levaria para resfriar de 98°С para 20°С 
e subtraímos os 5 minutos decorridos. Usando a Equagáo 9 com H, = 18 e H, = 98, 
a temperatura do ovo / minutos após ser colocado na pia será de 


H = 18 + (98 — 18)e^ = 18 + 80e*. 
Para determinar k, usamos a informação de que H = 38 quando 1 = 5: 
38 = 18 + 800% 


g -1 
-5k = In] = —In4 


k= 14 = 0,2104 (aproximadamente 0,28). 


A temperatura do ovo no instante / será de H = 18 + 80e- (92 ^ 4, Agora, deter- 
mine o instante / em H = 20: 


20 = 18 + 80e (02 n4 
80e 92 In4) — 5 
ema — 1 


= р E 
—(0,2114)г = шд = —In40 


_ In40 _ А 
t= 02114 ^ 13 min. 


A temperatura do ovo chegará a 20°С aproximadamente 13 minutos depois de 
ele ter sido colocado па água para esfriar. Como levou 5 minutos para atingir 38°С, | 
demorará cerca de mais 8 minutos para chegar a 20°С. 


Ехегсїс105 7.2 


Verificação de soluções 2. у'=у? 
Nos Exercícios 1-4, mostre que cada função y = f(x) é uma solução a у= = b у= – =н с. у= – = 
da equação diferencial que a acompanha. I I 
, = Y y y 
1. 2y'+3y=e a às Ji —— 
a.y-e* ! 
b. у= e™ + e-G2» 1 х 2x? 
M “x 4 у = ———— 1-4, ул у= 
eym ett CeO "emi DEPT 
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Problemas de valor inicial 


Nos Ехегсїс108 5-8, mostre que cada fungáo é uma solugáo do pro- 
blema de valor inicial dado. 


Equagáo Condição Candidata à 
diferencial inicial solução 
Bd 2 T = to! (20 
5. y у= д y( 2) = 5 y=e*tg (Qe) 
6. y = e — 2xy y(2) = y = (x = 2)e* 
7. ху + y = —sen x, ‚(®) = у= SER 
x0 
à ires >й (e) = = A 
8 ху = xy — y”, уе) = е ) юл 
x1 
Equacóes diferenciais separáveis 


Resolva as equações diferenciais nos Exercícios 9-22. 


dy dy 
i 2Vw = Loxy>0 13. = 


Му cos? Vy 


до 


4у 4у 
10. S Vy, y>0 14. Vw E =1 
dy d E 
— = py у Vx 
п. de e 15. Va en 250 
dy dy 
12. — = 3x? e? ЯУ _ Qytsenx 
ах 16. (sec x) + e 
dy 
Ih 2xV1-y -I<y<l 
dy e^ 
18. dx = e 
у2 Lady — 6x? ре ре aues 
19. У 25 ху * X3; Y y 
dy DARE 
20. q = ху + 3x — 2y — 6 22. ¿TRE + e spl 
Aplicacóes e exemplos 
As respostas da maioria dos exercícios a seguir sào dadas em termos 


de logaritmos e exponenciais. A calculadora pode ser ütil, permitin- 


do-Ih 
23. 


24. 


e expressar as respostas na forma decimal. 


Evolução humana continua А análise da diminuição dos den- 
tes feita por C. Loring Brace e colaboradores no Museu de Antro- 
pologia da Universidade de Michigan indica que o tamanho dos 
dentes humanos continua a diminuir e que o processo evolutivo 
nào parou há 30.000 anos, como muitos cientistas acreditam. Por 
exemplo, para os europeus do norte, a redugáo no tamanho dos 
dentes ocorre a uma taxa de 1% a cada 1000 anos. 

a. Se г representa o tempo em anos e y o tamanho do dente, 
use a condição em que у = 0,99y, quando г = 1000 para 
determinar o valor de k na equação y = е“. Depois, use 
esse valor de k para responder ás perguntas a seguir. 

b. Em cerca de quantos anos os dentes humanos teráo 90% do 
tamanho atual? 

с. Qual será o tamanho dos dentes de nossos descendentes 
daqui a 20.000 anos (em porcentagem do tamanho atual)? 


Pressáo atmosférica A pressáo atmosférica p da Terra fre- 
quentemente é modelada pela suposigáo de que a taxa dp/dh à 
qual p varia com a altitude // acima do nível do mar é proporcio- 
nal a р. Suponha que a pressão ao nível do mar seja de 1013 


25. 


26. 


27. 


28 


29. 


30. 


milibares (aproximadamente 14,7 libras por polegada quadrada) 
e que a pressáo a uma altitude de 20 km seja de 90 milibares. 


a. Resolva esse problema de valor inicial 


Equação diferencial: dp/dh = kp (sendo k uma constante) 


Condição inicial: p = py quando h = 0 
para expressar p em termos de h. Determine os valores de 
py € ka partir dos dados de altitude e pressão fornecidos. 


b. Qual é a pressão atmosférica em Л = 50 km? 
€. A que altitude a pressáo é igual a 900 milibares? 


Reacóes químicas de primeira ordem Em algumas rea- 
ções químicas, a taxa à qual a quantidade de uma substância 
varia em relação ao tempo é proporcional à quantidade pre- 
sente. Para a transformação da glucona-delta-lactona em ácido 
glucônico, por exemplo, 
dy 
d -0,6у 
quando г é medido em horas. Se houver 100 g de glucona- 
-delta-lactona presente quando / = 0, quantos gramas restaráo 
após a primeira hora? 
A inversáo do agúcar O processo do agúcar náo refinado 
tem um passo chamado “inversáo”, que altera a estrutura mo- 
lecular do agúcar. Uma vez iniciado o processo, a taxa de va- 
riagáo da quantidade de agúcar nào refinado é proporcional à 
quantidade de agúcar náo refinado remanescente. Se 1000 kg 
de agúcar náo refinado é reduzido a 800 kg durante as primei- 
ras 10 horas, quanto restará após outras 14 horas? 


Trabalho sob a água A intensidade L(x) de luz x pés sob a 
superfície do oceano satisfaz a equaçào diferencial 
dL 
= =kL. 
Como mergulhador, vocé sabe, por experiéncia, que um mer- 
gulho de 18 pés no mar do Caribe reduz a intensidade da luz 
pela metade. Vocé náo consegue trabalhar sem luz artificial 
quando a intensidade da luz cai abaixo de um décimo do valor 
da superfície. Até que profundidade, aproximadamente, vocé 
pode trabalhar sem luz artificial? 


Voltagem em um capacitor sendo descarregado Suponha 
que a eletricidade de um capacitor esteja escapando por seus 
terminais a uma taxa proporcional à voltagem Ve que, se / for 
medido em segundos, 

dV 1 

сл == 

dt 40 
Determine V nessa equação, usando V, para indicar o valor de 
V quando 1 = 0. Quanto tempo a voltagem levará para atingir 
10% de seu valor inicial? 


Bactéria do cólera Suponha que as bactérias em uma coló- 
nia possam crescer sem controle, segundo a lei de variagáo ex- 
ponencial. A colónia comega com 1 bactéria e dobra de tama- 
nho a cada meia hora. Quantas bactérias existiráo ao final de 
24 horas? (Sob condições favoráveis de laboratório, o número 
de bactérias do cólera pode dobrar a cada 30 minutos. Em uma 
pessoa infectada, muitas bactérias sáo destruidas, mas este 
exemplo ajuda a explicar por que alguém que se sente bem 
pela manhá pode estar gravemente enfermo а noite.) 


Crescimento de bactérias Uma colónia de bactérias é culti- 
vada sob condições ideais em laboratório, de modo que a po- 
pulação aumenta exponencialmente. Ao final de 3 horas exis- 
tem 10.000 bactérias. Ao final de 5 horas, 40.000. Quantas 
bactérias havia inicialmente? 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Incidéncia de uma doença (Continuagáo do Exemplo 3.) Su- 

ponha que em determinado ano o número de casos de uma 

doenga seja reduzido em 25% em vez de 20%. 

a. Quanto tempo levará para reduzir o número de casos a 
1000? 

b. Quanto tempo levará para erradicar a doenga, isto é, reduzir 
o número de casos para menos de 1? 


A população dos Estados Unidos O censo norte-americano 
mantém um painel que mostra a todo momento a população to- 
tal dos Estados Unidos. Em 26 de março de 2008, ela crescia a 
uma taxa de 1 pessoa a cada 13 segundos. A população apresen- 
tada no painel às 14h31 naquele dia era de 303.714.725 pessoas. 
a. Considerando um crescimento exponencial a uma taxa 
constante, determine a constante da taxa para o crescimen- 
to da população (pessoas por ano de 365 dias). 
b. A essa taxa, qual será a populagáo dos Estados Unidos às 
14h31 de 26 de março de 2015? 


Esgotamento de petróleo Suponha que a quantidade de petró- 
leo bombeada de um dos poços do canyon em Whittier, na Ca- 
lifórnia, tenha diminuído a uma taxa contínua de 1096 ao ano. 
Quando a produção do poço atingirá um quinto de seu valor atual? 


Desconto contínuo no preço Para incentivar os comprado- 
res a fazer pedidos de 100 unidades, o departamento de ven- 
das de sua empresa aplica um desconto contínuo que torna o 
preço por unidade uma função p(x) do número de unidades 
x pedidas. O desconto diminui o preço a uma taxa de $ 0,01 
por unidade pedida. O preço unitário para um pedido de 100 
unidades é p(100) = $ 20,09. 

a. Determine p(x) resolvendo o seguinte problema de valor 

inicial: 


ЭЭР? VN dp _ 1 
Equação diferencial: d: =P 
Condição inicial: p(100) = 20.09 


b. Determine os preços unitários p(10) para um pedido de 10 
unidades e p(90) para um pedido de 90 unidades. 

e. O departamento de vendas pediu para que você descubra se 
o desconto oferecido é tal que a receita da empresa, r(x) = 
x * р(х), realmente será menor para um pedido de 100 uni- 
dades do que para um pedido de 90 unidades. Tranquilize-os, 
mostrando que r tem seu valor máximo em х = 100. 


d. Faça o gráfico da função receita r(x) = xp(x) para 0 < x < 200. 
Plutónio-239 A meia-vida do isótopo plutónio é de 24.360 anos. 


Se 10 g de plutónio forem langados na atmosfera por um acidente 
nuclear, quantos anos levará para que 80% do isótopo decaia? 


Polónio-210 А meia-vida do polónio é de 139 dias, mas uma 
amostra que vocé recebeu náo será mais útil quando 95% dos 
núcleos radioativos presentes no dia em que a amostra chegou 
tiverem se desintegrado. Por quantos dias após a chegada da 
amostra vocé conseguirá usar o polónio? 


Vida média de um núcleo radioativo Usando a equagáo da 
radioatividade у = ye", os físicos chamam o número 1/k de 
vida média de um núcleo radioativo. A vida média de um nú- 
cleo de radónio é de aproximadamente 1/0,18 = 5,6 dias. A de 
um núcleo de carbono-14 é superior a 8000 anos. Mostre que 
95% dos núcleos radioativos presentes inicialmente em uma 
amostra teráo se desintegrado em um período equivalente a 
trés vidas médias, isto é, no instante г = 3/k. Portanto, a vida 
média de um núcleo permite estimar rapidamente o tempo de 
duração da radioatividade de uma amostra. 


Califórnio-252 O que custa $ 27 milhões por grama e pode ser 
usado para tratar o câncer cerebral, analisar o teor de enxofre do 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


45. 


46. 
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carvão e detectar explosivos em bagagens? A resposta é califór- 
nio-252, um isótopo radioativo tão raro que apenas 8 g dele já 
foram produzidos no mundo ocidental desde sua descoberta por 
Glenn Seaborg em 1950. A meia-vida do isótopo é 2645 anos, 
longa o suficiente para prestar serviços úteis, mas curta o bastante 
para ter uma alta radioatividade por unidade de massa. Um micro- 
grama desse isótopo libera 170 milhões de nêutrons por minuto. 
a. Qual é o valor de k na equação de decaimento para esse 
isótopo? 
b. Qual é a vida média do isótopo? (Veja o Exercício 37.) 
с. Quanto tempo levaria para que 95% dos núcleos radioati- 
vos de uma amostra se desintegrassem? 


Esfriamento de sopa Suponha que, após 10 minutos em uma 
sala cuja temperatura seja 20°С, a temperatura de uma tigela 
com sopa tenha passado de 90°С para 60°С. Use a lei do resfria- 
mento de Newton para responder às seguintes perguntas: 


a. Quanto tempo mais levará para que a sopa chegue a 35°С? 

b. Em vez de ser deixada na sala, a tigela com a sopa de 90°С 
é colocada em um freezer, cuja temperatura é —15°С. Quan- 
to tempo levará para a sopa esfriar de 90°С a 35°С? 


Viga de temperatura desconhecida Uma viga de alumínio é le- 
vada do frio externo para uma loja de máquinas, onde a temperatu- 
ra é mantida a 65ºF. Após 10 minutos, a temperatura da viga chega 
а 35°F, e, em outros 10 minutos, a 50°F. Use a lei do resfriamento 
de Newton para estimar a temperatura inicial da viga. 


Ambiente com temperatura desconhecida Uma panela 
de água morna (46ºC) foi colocada em um refrigerador. Dez 
minutos mais tarde, a temperatura da água era de 39ºC; em 
outros 10 minutos, já atingia 33°С. Use a lei do resfriamento 
de Newton para estimar a temperatura do refrigerador. 


Esfriamento da prata em contato com о ar Neste momen- 

to, a temperatura de um lingote de prata é de 60ºC acima da 

temperatura ambiente. Vinte minutos atrás, era de 70°С acima 

da temperatura ambiente. Quantos graus acima da temperatura 

ambiente o lingote estará 

a. daqui a 15 minutos? b. daqui a 2 horas? 

€. Quando o lingote estará 10°С acima da temperatura am- 
biente? 

Idade do Lago da Cratera O carvão de uma árvore mor- 

ta na erupção vulcânica que formou o Lago da Cratera, no 

Oregon, continha 44,5% do carbono-14 que é encontrado em 

matéria viva. Qual é a idade aproximada do lago? 


Sensibilidade do carbono-l4 para datação de fósseis 

Para avaliar o efeito de um erro relativamente pequeno na es- 

timativa da quantidade de carbono-14 sobre a datação de uma 

amostra, considere a seguinte situação hipotética: 

a. Um osso fossilizado encontrado no centro de Illinois, no 
ano 2000, tem 17% de seu teor de carbono-14 original. Es- 
time o ano em que o animal morreu. 

b. Repita o item (a), considerando 18% em vez de 17%. 

с. Repita o item (a), considerando 16% em vez de 17%. 


Carbono-14 А mais antiga múmia humana congelada conhe- 
cida, chamada Otzi, descoberta na geleira Schnalstal, nos Alpes 
italianos, em 1991, foi encontrada usando sapatos de palha e 
vestindo um casaco de couro com pele de cabra, e também se- 
gurando um machado de cobre e um punhal de pedra. Estima-se 
que Otzi tenha morrido 5000 anos antes de ser descoberto na 
geleira em processo de derretimento. Quanto de carbono-14 ori- 
ginal restava em Otzi no momento em que ele foi encontrado? 
Falsificação de obra de arte Uma pintura atribuída a Vermeer 
(1632-1675), que deveria conter náo mais do que 96,2% de 
seu carbono-14 original, em vez disso continha 99,5%. Qual a 
idade aproximada dessa falsificação? 
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Funções hiperbólicas 


7.3 


As funções hiperbólicas são formadas por combinações de duas funções expo- 
nenciais е*е e *. Elas simplificam muitas expressões matemáticas e são importantes 
em aplicações práticas. Nesta seção, faremos uma breve introdução dessas funções, 
de seus gráficos e suas derivadas. 


Definições e identidades 
As funções seno hiperbólico e cosseno hiperbólico são definidas pelas equações 
EE g = e _ e+e” 
senh x = 03 — e coshx — куа 


A partir do par básico, definimos as funções tangente, cotangente, secante е 
cossecante hiperbólicas. Veja na Tabela 7.3 as equações que definem e representam 
graficamente essas funções. Como veremos, as funções hiperbólicas possuem uma 
série de semelhanças com as funções trigonométricas, de onde seus nomes derivam. 


TABELA 7.3 As seis funções hiperbólicas básicas 


y = cotgh x 
(a) (b) ©) 
Seno hiperbólico: Cosseno hiperbólico: Tangente hiperbólica: 
е-е _ e* + e — senhx _ e* — e” 
senh x -z coshx = =< tghx = coshx Par 


Cotangente hiperbólica: 


coshx _ e" + e™ 


cotgh x = = —— 
Ys senhx е*—е* 


2 
1 


y = cossech x 


(d) (e) 
Secante hiperbólica: Cossecante hiperbólica: 


1 2. 1 2 
sechx = oht wu e cossech x = 


= 


senhx е*—е 


TABELA 7.4 Identidades satisfeitas 


por funções hiperbólicas 
[e 
cosh? х — senh? x = 1 

senh 2x = 2 senhx cosh x 
cosh 2x = cosh? x + senh? x 


cosa = cosh2x + 1 
2 
senh? x = soh ar 1 -1 


teh?x = 1 — sech? х 
cotgh? x = 1 + cossech? x 


TABELA 7.5 Derivadas das funções 


hiperbólicas 
£ (senh u) = cosh u% 
£ (cosh u) = senh u% 
£ (teh u) = sech? u d 
z (cotgh u) — cossech? u d 


d Жэн du 
ax (sech и) = —sech u tgh u 25 


а 2 du 
пу (cossech u) = —cossech u cotgh u = 


kam 


TABELA 7.6 Fórmulas das integrais das 
funções hiperbólicas 


senh u du = coshu + C 
cosh u du = senh u + C 
sech? u du = tghu + C 
cossech? u du = —cotghu + C 
sech u tgh u du = —sechu + C 


cossech u cotgh u du = —cossech u + C 


= == == == Sy — 
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As funções hiperbólicas satisfazem as identidades da Tabela 7.4. Exceto pela 
diferença de sinal, são identidades que já conhecemos para as funções trigonomé- 
tricas. São demonstradas diretamente das definições, como mostramos aqui para a 


segunda: 
е* = e* e* £ e* 
2senh x cosh x | 2 )( 2 ) 


ex _ e> 


2 
= senh 2x. 


Ш 


Аз outras identidades 880 obtidas de forma semelhante, por substituigáo nas defi- 
nições das funções hiperbólicas e com o uso de álgebra. Como muitas funções padrão, 
as hiperbólicas e suas inversas sáo facilmente solucionadas com o emprego de cal- 
culadoras que possuam teclas ou sequéncias de teclas especiais para esse propósito. 

Para qualquer número real u, sabemos que o ponto com coordenadas (cos u, 
sen и) situa-se no círculo unitário x? + y? = 1. Assim, as funções trigonométricas às 
vezes são chamadas de funções circulares. Por causa da primeira identidade 


cosh? и — senh? и = 1, 


com u substituído por x na Tabela 7.4, o ponto com as coordenadas (cosh и, senh и) 
situa-se no ramo direito da hipérbole x? — у? = 1. É de onde as funções hiperbólicas 
obtém seus nomes (veja o Exercício 86). 


Derivadas e integrais de funcóes hiperbólicas 


Sendo as seis funções hiperbólicas combinações racionais das funções deri- 
váveis е* е e *, elas possuem derivadas em todos os pontos nos quais são definidas 
(Tabela 7.5). Mais uma vez, há semelhanças com as funções trigonométricas. 

As fórmulas da derivada são oriundas de e": 


d = id fel = em 
o (senh и) 4( 3 ) 


e" du/dx + e" du/ dx 
= 2 Derivada de е“ 


du 
= cosh и —. Definição de cosh u 
dx 


Definigáo de senh u 


Isso leva а fórmula da primeira derivada. A partir da definigáo, podemos calcu- 
lar a derivada da função cossecante hiperbólica, como se segue: 


2 (cossech u) = É (= ;) Definição de cossech и 
— _ coshu du 


— Regra do quociente 
senh?u dx 


__ l coshu du 
senh и senh u dx 


Rearranjo de termos 


du 
= —cossech u cotgh u di Definições de cossech и e cotgh u 


As outras fórmulas na Tabela 7.5 880 obtidas de forma semelhante. 
As fórmulas das derivadas conduzem às fórmulas integrais na Tabela 7.6. 
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EXEMPLO 1 
(a) PICS = sech? V1 + 2. ( VLt г) 
= m sech? VI +? 
ПИСТЕ ТЕЗЕ ыа 
= in |u] + C = 5 In |зепһ5х| + С 
(с) К ах = Pza Tabela 7,4 
= ¿[coma = 1) dx -1 нх -x| 
502 1. ато 2-8 


In2 In2 e = z In2 
(d) n 4e* senhx dx — [ 4 — k = / (265 — 2) dx 
0 0 0 


= [e* — zx]? = (eh? — 21n2) — (1—0) 
= 4 - 202 - 1 & 1,6137 


Funcóes hiperbólicas inversas 


As inversas das seis funções hiperbólicas básicas são muito úteis na integração 
(veja o Capítulo 8). Uma vez que d(senh x)/dx = cosh x > 0, o seno hiperbólico é 
uma fungáo crescente de x. Sua inversa é representada por 


y= senh"! x 


Para cada valor de х no intervalo — < x < oo, o valor de y = senh ! x é o número 
cujo seno hiperbólico é x. Os gráficos de у = senh x e y = senh”! x são mostrados 
na Figura 7.5a. 

A função y = cosh x não é injetora porque seu gráfico na Tabela 7.3 não passa 
no teste da reta horizontal. A função restrita y = cosh x, x > 0, entretanto, é injetora 
e tem uma inversa indicada por 


у= cosh”! x 


Para cada valor de х > 1, y = cosh”! x é o número no intervalo 0 < y < oo, cujo 
cosseno hiperbólico é x. Os gráficos de y = cosh x, x > 0, e y = cosh”! x são apre- 
sentados na Tabela 7.5b. 

Como y = cosh x, a função y = sech x = l/cosh x não é injetora, mas sua restri- 
gáo a valores náo negativos de x tem uma inversa, indicada por 


y = sech”! x 


Para cada valor de x no intervalo (0, 1], у = sech-! x é o número não negativo 
cuja secante hiperbólica é x. Os gráficos de y = sech x, x > 0 e y = sech”! x são 
mostrados na Figura 7.5c. 

A tangente, a cotangente e a cossecante hiperbólicas sáo injetoras em seus do- 
mínios e, portanto, tém inversas indicadas por 


y=tgh'lx, узсоц х, y-cossech ! x. 


Essas funções estão representadas graficamente na Figura 7.6. 


TABELA 7.7 Identidades das funções 
hiperbólicas inversas 


sech ! x 
cossech ! x 


cotgh ! x 
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Y y=senhx y= x 

A P4 

L , 

L pe Е y y = cosh x, 

L Уу! y-senh x x20 yx y үеээ 
Г (x= senh y) у =sech! х $^ 

L (x=sechy, — ^ 


у2 0) , 


y = cosh”! x ! у = sech x 


х>0 


8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


x 
TTTTTT 


12345678 
(b) (c) 


€ 


FIGURA7.5 Gráficos das inversas de seno, cosseno e secante hiperbólicos de x. Observe as simetrias em torno 
da reta y = x. 


y y y 
A i A A 
x=cotghy | x = cossech y 
І I 
y = со xi | у = cossech”! x 
1 ' 
' ' 
1 [ 
І l 
— E = 


! 
I 
! 
! 
! 


(b) (c) 


FIGURA7.6 Gráficos das inversas de tangente, cotangente e cossecante hiperbólicas de x. 


Identidades úteis 


Usamos as identidades da Tabela 7.7 para calcular os valores de sech'! х, 
cossech ! x e cotgh ! x com a ajuda de calculadoras que forneçam apenas cosh”! х, 
senh ! x e tgh ! x. Essas identidades são consequências diretas das definições. Por 
exemplo, se 0 < x < 1, entáo 


х 


cosh“! 1 sech (cosa (9) - l , = : = x. 
` cosh c ( )) ( ) 


Sabemos também que (sech! x) = x, e, então, como a secante hiperbólica é 
11 injetora em (0, 1], temos 


cosh ! 9 = sech”! x. 


Derivadas de funções hiperbólicas inversas 


Um uso importante de funções hiperbólicas inversas reside nas primitivas que 
invertem as fórmulas das derivadas na Tabela 7.8. 

As restrições |u| < 1 e |u| > 1 nas fórmulas derivadas de tgh™' u e cotgh ! u 
originam-se das restrições naturais aos valores dessas funções. (Veja as Figuras 7.6a 
e 7.6b. A distinção entre |u| < 1 e |u| > 1 se torna importante quando convertemos as 
fórmulas derivadas em integrais. 

Ilustraremos como as derivadas das funções hiperbólicas inversas são deter- 
minadas no Exemplo 2, onde calcularemos d(cosh `! u)/dx. As outras derivadas são 
obtidas por cálculos similares. 
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TABELA 7.8 Derivadas das funções 
hiperbólicas inversas 


d(senh ! u) 1 


dx VI c и? 
d(cosh ! u) 1 du 

dx A Л — 1 dx 
d(tgh"! и) L д 


x == |u| «1 


du 
dx 


и> | 


d(cotgh uw) ^ 1 du 
dx 1 = u? dx 


|u| > 1 


di на! 
че ш MN = i di 0<u<1 
dx 


uNA = и? dx" 
d(cossech `! u) 1 


dx ju |V 1 + u? 


du 
d u 0 


EXEMPLO 2 Demonstre que, se u é uma função derivável de x cujos valores são 
maiores do que 1, entào 


(род ња — A 

dx Vu – 1 4х 

Solução Primeiro, determinamos а derivada de у = cosh”! x, para х > 1, aplicando 
o Teorema 3 da Seção 3.8 com f(x) = cosh x e f (х) = cosh'! х. O Teorema 3 pode 
ser aplicado porque a derivada de cosh х é positiva para 0 “х. 


yr = 1 
(= Fg) 
_ 1 
 senh((cosh x) 


Teorema 3, Segáo 3.8 


f'(u) = senhu 


- 1 cosh? и — senh? и = 1, 
V cosh? (cosh ! x) — 1 senhu = V'cosh^u — 1 
1 


= —PR——— cosh (cosh^' х)=х 
х2 1 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 
Sonya Kovalevsky A regra da cadeia leva ao resultado final: 
(1850-1891) SN] 


ын 


— 1 du 
Vu? — 1 4 
Com as substituições apropriadas, as fórmulas das derivadas da Tabela 7.8 for- 


necem as fórmulas de integracào da Tabela 7.9. Cada uma das fórmulas na Tabela 
7.9 pode ser verificada pela derivação da expressão localizada no lado direito. 


L (cost! u) = 


ә 


EXEMPLO 3 Calcule 


"n 2 dx 
o V3 + 4х2 
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TABELA 7.9 Integrais que conduzem a funções hiperbólicas inversas 
/ ай = senh! Ө + € a>0 
Va? + и? 
2. / du = cosh! Pd u>a>0 
Vu? — a? 
lig EILART 2 <a? 
du a' x | е ^ 
«futs 
„Аш. 1 соет! NA + C, u? > а? 
аи 211 fu 
4. /- rd q sech (5) «c 0<u<a 
1 -ifti 
5. EG grosa || + c, u#0 e a>0 
има? + и? Ў а 


Solucáo А integral indefinida 6 


2 ax / йи u=2x, du=2dx, а= УЗ 
V3 + 4x? a? + u? 
= senh”! (4) +C Fórmula da Tabela 7.9 
= senh `! (2 + С. 
Мз 


Portanto, 


! 2d 


V3 + 4x? 


Exercícios 7.3 


Valores e identidades 


Cada um dos Exercícios 1-4 fornece um valor de senh x ou cosh x. 
Utilize as definições e a identidade cosh? x — senh? x = 1 para de- 
terminar os valores das cinco funções hiperbólicas remanescentes. 


1. senh x = 3 3. coshx = 17 


4 p ЖО 
2. senh х -3 4. coshx = B x20 


Reescreva as expressóes dos Exercícios 5-10 em termos de expo- 
nenciais e simplifique os resultados tanto quanto for possível. 


5. 2 cosh (In x) 

. senh (2 In x) 

. cosh 5x + senh 5x 

. cosh Зх — senh 3x 

. (senh x + cosh x)* 

10. In (cosh x + senh x) + In (cosh x — senh x) 


© Aa 


= senh `! (23 = senh `! (2) senh `! (0) 


= seno! (2) — 0 = 0,98665. 


11. Prove as identidades 
senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y, 
cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y. 
para mostrar que 
a. senh 2x — 2 senh x cosh x. 
b. cosh 2x = cosh? x + senh? x. 
12. Use as definições de cosh x e senh x para demonstrar que 


cosh? x — senh? x = 


Determinacáo de derivadas 


Nos Exercícios 13-24, determine a derivada de y em funçào da va- 
riável adequada. 
13, y = 6 senh 5 


14, у= y senh (2x F1 
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17. y= In (senh z) 
18. у = In (cosh z) 


15. y = 2V/ttgh Vt 


16. y = Pin? 
19. y= sech 0 (1 — In sech 0) 
20. у = cossech 0(1 — In cossech 0) 


22. y = Insenhv — lcogh? v 


21. y = Incoshv — HL v 
23. у= (x2 + 1) sech (In x) 
(Dica: antes de derivar a fórmula, expresse-a em termos de ex- 
ponenciais e simplifique.) 
24. y — (4x? — 1) cossech (In 2x) 
Nos Exercícios 25-36, determine a derivada de y em relação à variá- 
vel adequada. 


25. y = senh! Vx 

26. y = cosh 2Vx + 1 
27. y - (1- 0) tgh 0 

31. y = cos! x - x sech! x 


32. y = Inx + V1 — x° sech x 


гү 
33. y = cossech ! (3) 

2 
34. y = cossech ! 2% 
35. y= senh” (tg х) 
36. у = cosh" (sec x), 
Fórmulas de integracáo 


Verifique as fórmulas de integragáo nos Exercícios 37-40. 


37. a. J sechx dx = tg”! (senh x) +C 


28. у= (02+ 20) tgh (0 + 1) 
29. y = (1 — 1) сою! vi 
30. у= (1— 2) cotgh! t 


0<х<т/2 


һ. ПЕ = sen !(tghx) + C 


38. зак хах = 


x-1 
2 


39. E cotgh ! x dx — cotgh ! x + 5 +C 
40. fixa = xtgh x + Ima = x2) + C 


Cálculo de integrais 


Calcule as integrais nos Ехегсїс108 41-60. 


41. nz 2x dx 47. n ( - 1) dx 
42. (КЕ 48. | sme — x) dx 


43. E - m3) dx 


49. / sech Vi tgh М? dt 
t 


44. E — In2) dx 


45. Га z dx 51. 


0 
46. / cotgh — 40 
v5 s 


In4 
f cotgh х dx 
In2 


12 
/ tgh 2x dx 
0 


50. / cossech(In be (Int) di 


LN. ? cosh (In 1) 
53. 2e" cosh 0 40 57. = dt 
—In 4 1 
In2 4 
54. / 4e 0 senh 0 do 58. J 8 cosh Vt gy 
0 1 Vx 
7/4 0 х 
55. Í cosh (100) ѕес20 dð 59. Ї cosh? (z) dx 
—/4 —In2 


4 senh? (x dx 


Inversas de funções hiperbólicas e integrais 


Quando, em uma calculadora, as teclas das funções hiperbólicas não 
estão disponíveis, ainda será possível calcular funções hiperbólicas 
inversas expressando-as como logaritmos, como mostramos aqui. 


"— 1 
cossec x = In | = 


"E 
cotgh х 2115, 


Use as fórmulas do quadro anterior para expressar os números nos 
Exercícios 61-66 em termos de logaritmos naturais. 


61. senh”! (-5/12) 64. cotgh"! (5/4) 
62. cosh”! (5/3) 65. sech! (3/5) 
63. їр! (1/2) 66. cossech! (—1/ V3) 
Calcule as integrais nos Ехегсїс108 67-74 em termos de 
a. funções hiperbólicas inversas. 
b. logaritmos naturais. 


2V3 E 3/13 de 
67. = 71. — 22 
0 V4 + х? ys ХУІ = 16x? 
1/3 2 
e | LE »ж(-2- 
о М1409х2 1 xV4 + x? 
2, 
dx cos х dx 
69. 73. AS 
5/4 = x? o МІ + sex 
1/2 e 4 
dx X 
nao f 
Н 1-x? 1! xV + (Inx? 
Aplicacóes e exemplos 


75. Mostre que, se uma função f é definida em um intervalo simé- 
trico em relacào à origem (de modo que f seja definida em —x 
sempre que definida em x), entáo 


f(x) + fox) A f(x) — fl=x) 
2 2 3 


f(x) (1) 


Então, demonstre que (f(x) + f(—x))/2 é par e que (f(x) — f(-x))/2 
é ímpar. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


Deduza a fórmula senh! x = In (x + Vi +1 ) para qual- 
quer x real. Explique em sua dedugáo por que na raiz quadrada 
é usado o sinal de mais, em vez do sinal de menos. 


Paraquedismo Se um corpo de massa m cai do repouso sob 
açào da gravidade e encontra resisténcia ao ar proporcional ao 
quadrado da velocidade, entáo a velocidade do corpo / segun- 
dos após o início da queda satisfaz a equação diferencial 

m с Өр mg — kv? 

di й 

onde k é uma constante que depende das propriedades aerodi- 
námicas do corpo e da densidade do ar. (Supomos que a queda 
seja curta o suficiente para que as variagóes na densidade do ar 
náo afetem o resultado final de forma significativa.) 
a. Demonstre que 


satisfaz a equação diferencial e a condição inicial de que 
v = 0 quando г = 0. 

b. Determine a velocidade terminal do corpo, lim, (uv. 

€. Para um paraquedista que pesa 160 libras (mg = 160), com 
o tempo medido em segundos e a distáncia em pés, um va- 
lor típico para k é 0,005. Qual é a velocidade terminal do 
paraquedista? 

Aceleracóes cujas magnitudes sáo proporcionais ao deslo- 

camento Suponha que a posigáo de um corpo que se desloca 

sobre um eixo coordenado no momento / seja 

a. s= a cos kt + b sen Kt. 

b. s—a cosh kt + b senh kt. 

Demonstre que, em ambos os casos, a aceleração d2s/d? é 

proporcional a s, mas que, no primeiro caso, é direcionada 

para a origem, enquanto, no segundo caso, é direcionada para 

longe da origem. 


Volume Uma região no primeiro quadrante é limitada acima 
pela curva y = cosh x, abaixo pela curva y = senh x e à esquerda 
e à direita pelo eixo y e pela reta x = 2, respectivamente. De- 
termine o volume do sólido gerado pela rotação dessa região 
em torno do eixo x. 


Volume A região limitada pela curva y = sech x, o eixo x e 
as retas x = + In V3 é girada em torno do eixo x para gerar um 
sólido. Determine o volume do sólido. 


Comprimento de arco Determine o comprimento da curva 


у= (1/2) cosh 2x de x= 0 a x = In V5. 


Use as definições das funções hiperbólicas para determinar 
cada um dos limites a seguir. 


(a) lim, tgh x 


(b) 


(f) lim. cotgh х 


lim tgh x 
x>—00 


(g) lim cotgh x 
150 


(с) lim senh x (h) lim cotgh x 
x> 


x— 00 
(d) lim senhx (i) lim cossech x 
x>—00 x>-00 


(e) lim sech x 
x— 00 


Cabos suspensos Imagine um cabo, como de telefone ou de 
ТУ, preso por dois suportes e solto entre eles. О резо do cabo 
por unidade de comprimento é uma constante w, e a tensào hori- 
zontal em seu ponto mais baixo é um vetor de comprimento H. 


84. 


85. 


86. 
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Se adotarmos um sistema cartesiano para o plano do cabo no 
qual o eixo x seja horizontal, a força da gravidade aponta para 
baixo, o eixo y positivo aponta para cima e o ponto mais baixo 
do cabo está em y = H/w no eixo y (veja a figura a seguir), então 
é possível mostrar que o cabo acompanha o gráfico do cosseno 
hiperbólico 


у= Н oh Ex 
2 w Н” 


У у= 


Hap 
y cosh H^ 


Às vezes, essa curva é denominada curva da corrente ou ca- 
tenária; esse ültimo termo vem do latim catena, que significa 
“corrente”. 

a. Seja Р(х, у) um ponto arbitrário no cabo. A figura a seguir 
mostra a tensão em P como um vetor de comprimento (mag- 
nitude) Т, bem como a tensão H em seu ponto mais baixo А. 
Demonstre que o coeficiente angular do cabo em P é 


dy h w 
{рф = + = sen H* 
п соёш Ë y 
Ж Qe cosh н“ 


b. Usando o resultado obtido no item (a) е о fato de que a 
tensáo horizontal em P deve ser igual a H (o cabo náo está 
em movimento), demonstre que 7 = wy. Isso significa que 
a magnitude da tensáo em P(x, y) é exatamente igual ao 
peso de y unidades do cabo. 


(Continuação do Exercício 83.) O comprimento do arco АР 
na figura do Exercício 83 é s = (1/a) senh ax, onde a = w/H. 
Demonstre que as coordenadas de P podem ser expressas em 
termos de s como 


1 -1 
х = qsenh as, 


Área Mostre que a área да regiáo по primeiro quadrante cir- 
cundada pela curva y = (1/a) cosh ax, os eixos coordenados e a 
reta x= b é a mesma que a área de um retángulo de altura 1/a e 
comprimento s, onde s é o comprimento da curva de х = 0 até 
х = b. Ilustre esse resultado com uma figura. 

O que há de hiperbólico em funções hiperbólicas As- 
sim como x = cos и e y = sen и são identificados com pontos 
(x, у) no círculo unitário, as fungdes x = cosh и e y = senh и sào 
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identificadas com pontos (х, y) no ramo direito da hipérbole b. Derive os dois lados da equação no item (a) com relação a 
unitária, x? — у? = 1. и para mostrar que 
1 
Au) = =. 
(и) => 
с. Resolva essa última equagáo рага А(и). Qual ё о valor de 
A(0)? Qual o valor da constante de integração C na sua so- 
lução? Com C determinado, o que a sua solução diz sobre 
a relagáo entre u e A(u)? 


2 2 х?+у* = 1 | P(cos u, sen u) 
Uma vez que cosh? и — senh? u = 1, o ponto 


(cosh и, senh и) situa-se no ramo direito da 
hipérbole x? — у? = 1 para qualquer valor de 
u (Exercício 86). 


! "n 4. 
(4 é o dobro da área 


i do setor AOP. 
>x 


>x 


AIN 
u é o dobro da área u=0 


Outra analogia entre as funções hiperbólicas e circulares é que 
do setor AOP. 


a variável u nas coordenadas (cosh и, senh и) dos pontos do ramo 
direito da hipérbole x? — у? = 1 é o dobro da área do setor AOP ilus- 
trado na figura a seguir. Para verificar por que isso ocorre, siga os 
passos a seguir. 


a. Mostre que a área А(и) do setor AOP é 


— Uma das analogias entre as funções hiperbólicas e circulares é 


А(и) = 1 cosh usenhu — Vx? — 1 ах. revelada por esses dois diagramas (Ехегсїсїо 86). 
1 


Às vezes, nas áreas de matemática, ciência da computação e engenharia, é im- 
portante comparar as taxas às quais as funções de x crescem à medida que x se torna 
grande. As funções exponenciais são importantes nessas comparações por causa de 
seu crescimento muito rápido, e as funções logarítmicas, por causa de seu cresci- 
mento muito lento. Nesta seção, introduziremos a notação do ozinho e do ozão, usada 
para descrever os resultados dessas comparações. Restringiremos nossa atenção às 
funções cujos valores acabam se tornando e permanecem positivas quando x — оо. 


Taxas de crescimento de funções 


Você deve ter notado que funções exponenciais como 2* e e* parecem crescer 
mais rapidamente à medida que x cresce do que as funções polinomiais e racionais. 
Essas exponenciais certamente crescem mais rapidamente do que o próprio x, e 
na Figura 7.7 podemos observar 2* superar x? quando x aumenta. De fato, quando 
X — oo, as funções 2” e e* crescem mais rapidamente do que qualquer potência de x, 
mesmo x!-000.000 (Exercício 19). Por outro lado, as funções logarítmicas como у = 
FIGURA 7.7 Gráficos de e“, 2* e x?. log, x e y = In x crescem mais lentamente à medida que x — oo do que qualquer 
poténcia positiva de x (Exercício 21). 

Para se ter uma ideia da rapidez com que os valores de y — e* crescem quando 
x aumenta, faga o gráfico da fungáo em um grande quadro-negro, com escala de 
centímetros nos eixos. Em x = 1 cm, a curva está e! = 3 cm acima do eixo x. Em 
x= 6 cm, a curva tem e = 403 cm = 4 m de altura (está prestes a atravessar o teto, se 
é que já nào o fez). Em x = 10 cm, a curva tem e!º = 22.026 cm = 220 m de altura, 
superior à maioria dos edifícios. Em x = 24 cm, a curva está a mais da metade do 
caminho da Lua e, em x — 43 cm da origem, estará alta o suficiente para alcangar 
o vizinho estelar mais próximo do Sol, a estrela anà vermelha Próxima Centauro. 


FIGURA 7.8  Tracados em escala dos 
gráficos de e* e In x. 
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Por outro lado, ao se tratar de eixos com escala em centímetros, deve-se se 
afastar cerca de 5 anos-luz no eixo x para determinar um ponto onde o gráfico de 
y = In x tem altura y = 43 cm. Veja a Figura 7.8. 

Essas comparações importantes de funções exponenciais, polinomiais e loga- 
rítmicas podem se tornar precisas por meio da definição do que significa para uma 
função f(x) crescer mais rapidamente do que outra função g(x) quando x — оо. 


DEFINIÇÃO Taxas de crescimento quando x — оо 


Sejam f(x) e g(x) positivas para um x suficientemente grande. 
1. f cresce mais rapidamente do que g quando x — oo se 


ou, de modo equivalente, se 


Dizemos também que g cresce mais lentamente do que f quando x — oo. 
2. f eg crescem à mesma taxa quando x — oo se 


onde 1, 6 finito e positivo. 


De acordo com essas definições, y = 2x não cresce mais rapidamente do que 
у = х. As duas funções crescem à mesma taxa porque 


lim Æ = lim 2 = 2, 
X—00 * x—00 


que é um limite finito e positivo. A razáo para essa aparente desconsideragáo do 
senso comum é que queremos que “f cresça mais rapidamente do que g” signifique 
que, para valores grandes de x, g seja insignificante quando comparado a f. 


EXEMPLO 1 — Comparemos as taxas de crescimento de várias funções comuns. 


(a) е" cresce mais rapidamente do que x? quando x — oo porque 


x x x 
a e А е А е j 
lim — = lim = lim = œ, Usando a regra de l'Hópital duas vezes. 
хоо x“ x>002x хоо 2 
A A 
oo / оо oo / oo 


(b) 3* cresce mais rapidamente do que 2* quando x — oo porque 
CÊ ga lar o 
‚= M (3) TM 


(c) x? cresce mais rapidamente do que In x quando x — oo porque 


2 


= dm Ls Hm 2 =0%, mé 
x—olnx  x>001/x  x>00 
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(d) In x cresce mais lentamente do que х!” 


inteiro positivo porque 


jio; DE qa = 
x—0o x l/n x>% (1/n) x (0/7! 


quando x — oo para qualquer nümero n 


Regra de l' Hópital. 


п . 
= lim 579. n é constante. 
x>% х /n 


(e) Como o item (b) sugere, funções exponenciais com bases diferentes nunca cres- 
cem à mesma taxa quando x — oo. Se a > b > 0, entáo a* cresce mais rapida- 
mente do que b*. Como (a/b) > 1, 


y x 
2.81. 
Ju c ДИ, (2) ын 


(f) Em contraste com as funções exponenciais, as funções logarítmicas com bases 
diferentes a > 1 e b> 1 sempre crescem à mesma taxa quando x — 00: 


loga x . Inxlna nb 
Ра log, x б=т x/Inb ша" 


A razáo limite 6 sempre finita e nunca é igual a zero. ú 


Se f cresce à mesma taxa que g quando x — oo, е g cresce à mesma taxa que 
h quando x — оо, então f cresce à mesma taxa que h quando x — оо. Isso ocorre 


porque 
| _ е qu 
Bah е Nn 
juntos implicam 
Е e TONS 
hasta ove 


Se L, e L, sào finitos e diferentes de zero, L,L, também será. 


EXEMPLO 2 Mostre que Vx? + 5 e (2 Vx — 1)? crescem à mesma taxa quando | 


X — 00. 


Solução  Mostraremos que as funções crescem à mesma taxa demonstrando que am- 
bas crescem à mesma taxa que a fungáo g(x) = x: 


a NVa t5 „ 5 = 
lim 22 = lim,/1 + 
x—00 x—00 


= 2 2 2 
lim En E a din (pe 3 lim (° 1) = 4. 


x—00 x>00 мх 


Ordem е notacáo “o” 


A notaçào “ozinho” e “ozáo” foi inventada por teóricos dos números сет anos 
atrás e hoje é comum em análise matemática e ciência da computação. 


DEFINIÇÃO Uma função f é de ordem menor do que g quando x — oo 


= 0. Representamos essa situação ao escrever f = o(g) (“f é 


ozinho de g”). 
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Observe que dizer que f= o(g) quando x — оо é como dizer que f cresce mais 
lentamente do que g quando x — oo. 


EXEMPLO 3 Aqui, usamos a notação ozinho. 


(a) Inx = o(x) quando x — oo, porque lim ша, = 0. 
x>00 
z 
(b) х2 = o(xš + 1) quando x — oo, porque lim = = 0 
x>00x + 1 


DEFINIÇÃO Sejam f(x) e g(x) positivas para um x suficientemente grande. 
Logo, fé no máximo da ordem de g quando x — oo, caso exista um inteiro 
positivo M para o qual 


fe) _ 
g(x) =M 


E 


para um x suficientemente grande. Representamos essa situação ao escrever 
f = O) (^f é ozào de g”). 


EXEMPLO 4 Aqui, usamos a notação 0240. 


(a) x + sen x = O(x) quando x — oo, porque х +зепх = 2 para um x suficiente- 
mente grande. 
х 2 
(b) e +x? = О(е*) quando x — оо, porque A => lquando x — 00, 


(c) х= О(е") quando x — oo, porque = — 0 quando x — oo. 


Se verificarmos novamente as definições, perceberemos que f = o(g) implica 
f = O(g) para as funções que sejam positivas para um x suficientemente grande. Além 
disso, se f e g crescem à mesma taxa, entào f = O(g) e g = O(f) (Exercício 11). 


Busca sequencial versus busca binária 


Muitas vezes, os cientistas da computação medem a eficiência de um algoritmo 
ао contar o nümero de passos que um computador precisa seguir para executá-lo. 
Pode haver diferengas significativas entre a eficiéncia dos algoritmos, mesmo quan- 
do eles sào projetados para executar a mesma tarefa. Essas diferengas 880 descritas 
geralmente em notagáo ozáo. Eis um exemplo. 

O Webster International Dictionary lista cerca de 26.000 palavras que começam 
com a letra “а”. Uma forma de procurar uma palavra ou descobrir que ela nào está nele 
€ ler a lista palavra por palavra, até encontrá-la ou perceber que ela nào consta nela. 
Esse método, denominado busca sequencial, nào faz nenhum uso particular da ordem 
alfabética. Certamente vocé obterá uma resposta, mas isso poderá levar 26.000 passos. 

Outra forma de achar a palavra ou descobrir que ela nào está lá é ir diretamente 
ao meio da lista (acrescente ou subtraia algumas palavras). Se vocé nào achar a pa- 
lavra, então vá para o meio da metade que a contém e esqueça a outra metade. (Você 
sabe qual metade contém a palavra porque sabe que a lista é organizada por ordem 
alfabética.) Esse método, chamado de busca binária, elimina aproximadamente 
13.000 palavras em um ünico passo. Se vocé nào encontrar a palavra na segunda 
tentativa, entào pule para o meio da metade que a contém. Continue dessa maneira 
até encontrar a palavra ou divida a lista pela metade um nümero de vezes o suficien- 
te até nào haver mais nenhuma palavra. Quantas vezes vocé terá de dividir a lista 
para encontrar a palavra ou descobrir que ela nào está lá? No máximo 15, porque 


(26.000/219) < 1. 


Isso, sem düvida, é melhor do que 26.000 tentativas. 
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Para uma lista de tamanho л, um algoritmo de busca sequencial necessita da 
ordem n passos para encontrar uma palavra ou determinar que ela nào está na lista. 
Uma busca binária, como o segundo algoritmo é chamado, assume a ordem de log, n 
passos. A razão para isso é que, se 277 < n € 2", então m — 1 < log, n € m, e o núme- 
ro de divisóes necessárias para reduzir a lista a uma ünica palavra será, no máximo, 
m = [log, n], o menor inteiro maior que log, n. 

A notação ozão oferece uma maneira concisa de dizer tudo isso. O número de 
passos na busca sequencial de uma lista ordenada é О(л); em uma busca binária, o 
número de passos é O(log, n). Em nosso exemplo, há uma grande diferença entre os 
dois (26.000 contra 15), e essa diferenga pode apenas aumentar com л, pois п cresce 
mais rapidamente do que log, n quando n — oo. 


Resumo 


A definição integral da função logaritmo natural In x na Seção 7.1 é a chave 
para a obtenção precisa das funções exponenciais e logarítmicas a* e log, x de qual- 
quer base a > 0. A derivabilidade e o comportamento crescente de In x permitem 
definir sua inversa derivável, a fungáo exponencial natural e*, por meio do Teorema 
3 do Capítulo 3. Então, е" oferece a definição da função derivável a* = e* lna, dando 
um significado simples e preciso a expoentes irracionais, onde podemos obser- 
var que qualquer fungáo exponencial é apenas e* elevada a uma poténcia adequada, 
In a. O comportamento crescente (ou decrescente) de a* leva à sua inversa derivável 
log, x, novamente usando o Teorema 3. Além disso, vimos que log, x = (In x)/(In a) 
é apenas um múltiplo da função logaritmo natural. Assim, e* e In x fornecem toda 
a gama de funções exponenciais e logarítmicas usando operações algébricas que 
consideram potências e múltiplos constantes. Além disso, a derivabilidade de е*е а" 
estabelecem a existência dos limites 

a UA . a -1. 
lim —— = 1 е lim —— = Ina 
h>0 А h—0 Л 
(mencionados па Seção 3.3) como coeficientes angulares das funções onde elas 
cruzam o eixo y. Esses limites foram fundamentais para definir informalmente a 
função exponencial natural e* na Seção 3.3, o que, então, deu origem a In x como 
sua inversa na Segáo 3.8. 

Neste capítulo, vimos o papel importante que as funções exponenciais e logarít- 
micas tém na análise de problemas associados ao crescimento e ao decaimento, na 
comparação de taxas de crescimento de várias funções e na medição da eficiência 
de um algoritmo de computador. Nos Capítulos 9 e 17, veremos que as funções ex- 
ponenciais desempenham um papel importante na solução de equações diferenciais. 


Exercícios 7.4 


Comparações com a exponencial e* Comparacóes com a poténcia x? 

1. Qual das seguintes fungóes cresce mais rapidamente do que e* 3. Qual das seguintes fungóes cresce mais rapidamente do que x? 
quando x — oo? Qual cresce à mesma taxa que e*? Qual cresce quando x — оо? Qual cresce à mesma taxa que x?? Qual cresce 
mais lentamente? mais lentamente? 

8. x-3 e. (3/2) a. x? 4x e. xInx 
b. х? + sen? x f. e? b. х5 -x t. 2 

c. Vx в. en с. Vx* + y? g xe? 
а. 4" h. Іов, ух а. (x +3)? h. 82 

2. Qual das seguintes funções cresce mais rapidamente do que e* 4. Qual das seguintes funções cresce mais rapidamente do que x? 
quando x — оо? Qual cresce à mesma taxa que е"? Qual cresce quando x — оо? Qual cresce à mesma taxa que х2? Qual cresce 
mais lentamente? mais lentamente? 

a. 10х* + 30х + 1 e. ex а. x? + Vx e. 32 — 2 
b. xInx-—x f. xe* b. 10x? f. (1/10) 


с. V1 + x^ p eos: с. re” g. (1,1) 


а. (5/2) h. ет! d. log, (х2) h. x? + 100x 


Comparacóes сот o logaritmo Їл х 


5. Qual das seguintes funções cresce mais rapidamente do que In x 
quando x — oo? Qual cresce à mesma taxa que In x? Qual 
cresce mais lentamente? 


a. log, x е. x 

b. In 2x f. Sinx 
c. In Vx g. lx 
d. Vx R. e 


6. Qual das seguintes funções cresce mais rapidamente do que In x 
quando x — oo? Qual cresce à mesma taxa que In x? Qual 
cresce mais lentamente? 


a. log, (x?) e. х-2 ах 
b. log,, 10x f. е 

c. 1/Vx g. In (In x) 
d. 1/2 h. In (2x +5) 


Ordenamento de funcóes segundo a taxa de crescimento 
7. Ordene as seguintes funções, daquela com crescimento mais 
lento para aquela com crescimento mais rápido quando x — оо. 
а. e c. (Іп х)" 
b. х" d. e? 
8. Ordene as seguintes funções, daquela com crescimento mais 
lento para aquela com crescimento mais rápido quando x — оо, 


8.27 c. (In 2)* 
b. x? d. e 
0230 e ozinho; ordem 


9. Verdadeiro ou falso? Quando x — оо, 


a. х= о(х) е. ех =0(e%) 

b. х= o(x + 5) f. x+Inx=0(x) 

с. х= O(x + 5) g. Inx=o0(In 2x) 

d. x= О(2х) h. Vx? + 5 = O(x) 


10. Verdadeiro ou falso? Quando x — оо, 
d. 2 + cos x = O(2) 


e. e" + x= O(e") 


а. —— = 
x 


f. x In x= o(x2) 
g. In (In x) = O(In x) 
h. In (x) = o(In (х?  1)) 


1 
b. x 


1 
х 


11. Demonstre que, se as funções positivas f(x) e g(x) crescem à 


mesma taxa quando x — oo, então f = O(g) e g = O(f). 
12. Em que condições um polinômio f(x) é de ordem menor do 


que um polinômio g(x) quando x — 00? Justifique sua resposta. 
13. Em que condições um polinômio f(x) é no máximo da mesma 
ordem do que um polinômio g(x) quando x — 00? Justifique 
sua resposta. 
14. O que nos dizem as conclusões que extraímos da Seção 2.6 
sobre os limites de funções racionais sobre o crescimento rela- 


tivo de polinômios quando x — со? 
Outras comparações 


15. Investigue 


In (x + 1) 


In (x + 999) 
Inx ` 


Inx 


A seguir, use a regra de L Hôpital para explicar o que descobriu. 
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16. (Continuação do Exercicio 15.) Mostre que o valor de 


In (x + a) 
Inx 


é o mesmo, náo importando o valor que vocé atribui 4 cons- 
tante a. O que isso nos diz sobre as taxas relativas ás quais as 
funções f(x) = In (x + a) e g(x) = In x crescem? 

Demonstre que V 10x + 1 e Vx + 1 crescem à mesma ta- 
xa quando x — oo mostrando que ambas crescem à mesma 
taxa que Vx quando x — oo. 


Demonstre que Vx + x e Vx? — x? crescem à mesma ta- 


xa quando x — oo mostrando que ambas crescem à mesma 
taxa que x? quando x — oo. 


17. 


19. Demonstre que quando x — оо, е" cresce mais rapidamente 
que x” para qualquer n inteiro positivo, até mesmo x!-000-000, 


(Dica: qual é a n-ésima derivada de x"?) 


20. A função e* cresce mais rapidamente do que qualquer po- 
linómio Ретопѕіге que, quando x — oo, е" cresce mais rapi- 


damente do que qualquer polinómio 
1 1+... 
а" ta, X" +" ахар 


21. a. Demonstre que, quando x — oo, In x cresce mais lentamente do 

que x!” para qualquer n inteiro positivo, até mesmo x!/1:900.000, 

b. Embora os valores de x!/1-000.000 acabem ultrapassando os 

valores de In x, isso acontece somente depois que avan- 

camos bem longe no eixo x. Determine um valor de x que 

seja maior do que 1, para o qual x!/1-000.000 > In х, Comece 

observando que, quando x > 1, a equação In x = x1/1.000.000 é 
equivalente a In (In x) = (In x)/1.000.000. 


Até mesmo x!/!0 leva muito tempo para ultrapassar In x. 
Com o auxílio de uma calculadora, tente calcular o valor 
de x no qual os gráficos de x!/'? e In x se cruzam ou, em 
outras palavras, em que In x = 10 In (In x). Inclua o ponto de 
intersegáo entre as poténcias de 10 e, em seguida, isole-o 
por meio de sucessivas divisóes pela metade. 
(Continuação do item (c).) O valor de x em que In x = 
10 In (In x) é muito distante para algumas ferramentas grá- 
ficas ou de determinação de raízes identificar. Teste isso no 
equipamento de que dispóe e veja o que acontece. 


TE 


Ha. 


22. A fungáo In x cresce mais lentamente do que qualquer po- 
linómio Demonstre que quando x — oo, In x cresce mais 
lentamente do que qualquer polinómio nào constante. 


Algoritmos e buscas 


23. a. Suponha que vocé tenha trés algoritmos diferentes para resolver 
o mesmo problema e que cada um deles dependa de uma série 
de passos que é da ordem de uma das funções listadas aqui: 


nlog,n, m°, n(log,n). 


Qual dos algoritmos é mais eficiente a longo prazo? Justi- 
fique sua resposta. 

b. Trace em um mesmo gráfico as funções do item (a) para 
obter uma noção da velocidade com que cada uma cresce. 


24. Repita o Exercício 23 para as funções 
n, Vnlogn, (login). 


25. Suponha que vocé esteja procurando um item em uma lista 
ordenada composta por um milhào de itens. Quantos passos 
podem ser necessários para encontrar esse item por meio de 
uma busca sequencial? E por meio de uma busca binária? 


26. 


Suponha que vocé esteja procurando um item em uma lista orde- 
nada composta por 450 mil itens (extensào de todo o Webster s 
Third New International Dictionary). Quantos passos podem 
ser necessários para encontrar esse item por meio de uma bus- 
ca sequencial? E por meio de uma busca binária? 
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. Como a fungào logaritmo natural é definida como uma inte- 


gral? Quais sào seus domínio, imagem e derivada? Que pro- 
priedades aritméticas ela possui? Comente seu gráfico. 


2. Que integrais geram logaritmos? Exemplifique. 


3. Quais sào as integrais de tg x e cotg x? E de sec x e cossec x? 


Capítulo 


Como a função exponencial e* é definida? Quais são os seus 
domínio, imagem e derivada? A quais leis de expoentes ela 
obedece? Comente seu gráfico. 


. Como as funções a” e log, x são definidas? Há alguma restri- 


ção em a? Como o gráfico de log, x está relacionado com o 
de In x? O que há de verdade na afirmagáo de que realmente 
há apenas uma função exponencial e uma função logarítmica? 


. Como vocé resolve equagóes diferenciais separáveis de pri- 


meira ordem? 


. O que é a lei da variação exponencial? Como ela pode ser de- 


duzida a partir de um problema de valor inicial? Cite algumas 
das aplicações dessa lei. 


. Quais são as seis funções hiperbólicas básicas? Comente seus 


domínios, imagens e gráficos. Cite algumas das identidades 
que as relacionam. 


Ехегсїс105 práticos 


Integracáo 


Calcule as integrais dos Exercícios 1-12. 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


fesen (e*) dx 


ES — 2) dt 
ME. 
tg z dx 
I ^ 
2 cotg zx dx 1 
1/6 10. / 5х ах 
т/6 2 
cost e 
— 8088... 1 
LÍ Ж ы sen? 11. dx 


e xVInx 
EE 


In (x — 5) 
Ts ps 


8. [Ea 


4 
12, [о + In 1) In 1 dt 
J2 


Resolucáo de equacóes com termos logarítmicos 
ou exponenciais 


Nos Exercícios 13-18, determine y. 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


3 =9y+$l 

47 =з? 

9eY= y? 
Y=3Inx 

In (p-1)=x+ In y 
In (10 In y) = In 5x 


© 


10. 


11. 
12 


13. 


14. 
15. 


Questóes para guiar sua revisáo 


Quais são as derivadas das seis funções hiperbólicas básicas? 
Quais sào as fórmulas integrais correspondentes? Que analo- 
gias com as seis funções trigonométricas básicas você percebe 
aqui? 

Como são definidas as funções hiperbólicas inversas? Co- 
mente seus domínios, intervalos e gráficos. Como vocé pode 
determinar valores para вес”! x, cossech ! x e cotgh ! x uti- 
lizando as teclas de uma calculadora para cosh ^! x, senh”! x e 
tgh! x? 

Que integrais geram naturalmente funções hiperbólicas inversas? 


Como podemos comparar as taxas de crescimento de funções 
positivas quando x — oo? 


Que papéis desempenham as funções ее In x em comparações 
de crescimento? 


Descreva as notações ozinho e ozão. Dê exemplos. 


O que é mais eficiente: uma busca sequencial ou uma busca 
binária? Explique. 


Comparação de taxas de crescimento de funções 


19. 


20. 


21 


f cresce mais rapidamente, mais lentamente ou 4 mesma taxa 
que g quando x — со? Justifique sua resposta. 


a. f(x) = log>x, g(x) = log3x 
b. f(x) = x; ga) =x+1 
c. f(x) = x/100, g(x) = xe * 
d. f(x) = x, g(x) = tg lx 
e. f(x) = cossec'!x, g(x) = 1/x 

f. f(x) = senh x, g(x) = e* 


f cresce mais rapidamente, mais lentamente ou à mesma taxa 
que g quando x — oc? Justifique sua resposta. 


a. f(x) 2 3, g(x)-22* 
b. f(x) = In 2x, а(х) = In x? 
c. f) = 103 + 202, 6(х)-6" 
d. f(x) ^ tg ! (1/5), а(х) = lx 
e. f(x) = sen! (1/x), д(х)=1/х? 
f. (х) = sech х, а(х) =е* 


Verdadeiro ou falso? Justifique sua resposta. 


1 1 1 
Lr =} kes (2) 


= 
ч 


х 2 
с. x - o(x + In x) 
d. In (In x) = o(In x) 
е. tg! х= O(1) 
f. cosh x= О(е*) 


т 
E 
+ 
Rj 
II 
ZAS 
* |- 
Хээ” 


22. Verdadeiro ou falso? Justifique sua resposta. 


4 4, = o(s Ë 1) c. In x= o(x + 1) 
x x^ x d. In 2x = O(In x) 
= ИЕ 
b. L 4544) e. sec! x = О(1) 
x x- ox f. senh x = О(е*) 
Teoria e aplicacóes 


23. A função f(x) = е" + x, sendo derivável e injetora, tem uma in- 


24 


25 


26. 


27 


28. 


Capítulo 


versa derivável f'(x). Determine o valor de df !/dx no ponto 
Ха 2). 

Determine a inversa da função f(x) = 1 + (1/x), x # 0. Em se- 
guida, mostre que f-'(f(x)) = f(f-!(x)) = x e que 


Uma partícula se desloca para cima e para a direita ao longo da 
curva y = In x. Sua abscissa aumenta à taxa (dx/dt) = Vx m/s. 
А que taxa a ordenada varia no ponto (e?, 2)? 

Uma menina brinca em um escorregador na forma da curva 
y = 9e *3, Sua ordenada varia а uma taxa dy/dt = (-1/4)V/9 — y 
pés/s. A que taxa aproximadamente sua abscissa variará quan- 
do ela atingir a parte inferior do escorregador em x = 9 pés? 
(Considere е? como 20 e arredonde sua resposta para um valor 
inteiro mais próximo em pés/s.) 

As funções f(x) = In 5x e g(x) = In 3x diferem por uma constan- 
te. Que constante é essa? Justifique sua resposta. 

a. Se (In x)/x = (In 2)/2, x deve ser igual a 2? 

b. Se (In x)/x = 2 In 2, x deve ser igual a 1/2? 

Justifique suas respostas. 


1. Seja A(1) a área da região no primeiro quadrante delimitada pe- 


los eixos coordenados, pela curva y = e * e pela reta vertical x = 
t,t>0. Seja V(t) o volume do sólido gerado pela rotação dessa 
região em torno do eixo x. Determine os seguintes limites. 


a. lim A(t) b. lim V(0)/A() c. lim, V(O/A() 
100 1500 1 


Mudanga da base de um logaritmo 
a. Determine lim log, 2 quando а — 07, 17, 1* e oo. 


b. Faca o gráfico de y = log, 2 em funçào de a ao longo do 


intervalo 0 <a < 4. 


Faça o gráfico de f(x) ^ tg ! x + tg ! (1/x) para -5 € x < 5. En- 
tào, use cálculo para explicar o que vocé observa. Como vocé 
esperaria que fosse o comportamento de f além do intervalo 
[-5. 5]? Justifique sua resposta. 


Faça o gráfico de f(x) = (sen x)" em [0, 37]. Explique o que 
vocé observa. 


5. Decomposições par/ímpar 


a. Suponha que g seja uma função par de x e que h seja uma 
função ímpar de x. Mostre que, se g(x) + h(x) = 0 
para qualquer x, então g(x) = 0 para qualquer x e A(x) = 0 para 
qualquer x. 
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. A razão (log, x)/(log, х) tem um valor constante. Qual é esse 


30. 


valor? Justifique sua resposta. 

log, (2) versus log, (x) Como f(x) = log, (2) se compara com 

g(x) = log, (x)? Eis aqui uma forma de saber. 

a. Use a equação log, b = (In b)/(In a) para expressar f(x) e 
g(x) em termos de logaritmos naturais. 

b. Trace, em um mesmo gráfico, fe g. Comente o comporta- 
mento de f em relação aos sinais e valores de g. 


Nos Exercícios 31-34, resolva a equação diferencial. 


33. уу' = sec y? sec? x 


dy 
Z- Vy cos? Vy 


31. 
dx 1 М 34. y co? х dy + sen x dx = 0 
, _ 3y( + 1) 
у= y=1 
Nos Exercícios 35-38, resolva o problema de valor inicial. 
35 a =e*v2 y(0) = -2 
` dx 1 Y 
36 dy _ уу 0) = eë 
“8 1828 200) e 
37. хау — (y + Vy)dx = 0, у(1) = 1 
TX m 
38. у & Ear y(0) = 1 
39. Qual é a idade de uma amostra de carváo na qual 90% do саг- 


40. 


Р 


bono-14 originalmente presente já decaiu? 

Esfriamento de uma torta Uma torta de таса, cuja tempe- 
ratura interna era de 220ºF ao ser retirada do forno, foi colo- 
cada em uma varanda em que a temperatura era de 40ºF para 
esfriar. Quinze minutos depois, a temperatura interna da torta 
era de 180ºF. Quanto tempo levou para a temperatura diminuir 
de 180ºF para 70ºF? 


Exercícios adicionais e avançados 


b. Use o resultado do item (a) para mostrar que, se f(x) = 
fx) + f (x) é a soma de uma função par f(x) e de uma 
função impar f (x), então f(x) = (f(x) + f())/2 e f (x) = 
Уб) = Ey. 

с. Qual o significado do resultado do item (b)? 

Seja g uma função derivável ao longo de todo um intervalo 

aberto que contém a origem. Suponha que g apresente as se- 

guintes propriedades: 

g(x) + g(y) 

1-8(х)8 (9) 
x, y ex + y no domínio de g. 

ii. jim g(h) = 0 


i g(x + y) = para quaisquer números reais 


a. Demonstre que g(0) = 0. 
b. Demonstre que g'(x) = 1 + [е(х)]?. 
c. Determine g(x) resolvendo a equaçào diferencial do item (b). 


. Centro de massa Determine o centro de massa de uma pla- 


ca fina de densidade constante que cobre a regiào nos primeiro 
e quarto quadrantes delimitados pelas curvas y = 1/(1 + х2) e 
y=-1⁄(1 + x?) e pelas retas x= 0 e x= 1. 
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Sólido de revolução A região entre a curva y = 1/(2Vx) 
e o eixo x de x = 1/4 até x = 4 é girada em torno do eixo х, 
gerando um sólido. 


a. Determine o volume do sólido. 
b. Determine o centroide da regiáo. 


. Regra dos 70 Se você usar a aproximação In 2 = 0,70 (em 


vez de 0,69314...), poderá deduzir uma regra que diz: “Para 
estimar quantos anos levará para dobrar um montante de di- 
nheiro investindo-o a г por cento continuamente composto, 
divida 70 por r.” Por exemplo, uma quantia investida a 5% 
dobrará em aproximadamente 70/5 = 14 anos. Para conseguir 
o mesmo em 10 anos, você terá de investir 70/10 = 7%. Mos- 
tre como a regra dos 70 é deduzida. (Uma regra semelhante, 
a “regra do 72”, usa 72 em vez de 70, porque 72 possui mais 
fatores inteiros.) 


10. Jardinagem urbana Entre dois prédios, separados por 500 


pés ao longo de uma reta de leste para oeste, deverá ser cultiva- 
da uma horta com 50 pés de largura. Se as alturas dos edifícios 
sáo 200 pés e 350 pés, onde a horta deve ser colocada de forma 
a ter o máximo de horas de exposição à luz solar? (Dica: na 
figura a seguir, determine o valor de x que maximiza a exposi- 
ção solar para a horta.) 


TABELA 8.1 Fórmulas de integração básicas 


TÉCNICAS DE INTEGRAÇÃO 


VISÃO GERAL O teorema fundamental nos diz como calcular uma integral defi- 
nida, uma vez que temos uma primitiva para a função integrando. A Tabela 8.1 
resume as formas de primitivas para muitas das funções que foram estudadas até 
agora, e o método de substituição nos ajuda a usar a tabela para calcular funções 
mais complexas que envolvem as funções básicas. Neste capítulo, estudaremos uma 
série de técnicas importantes para determinar primitivas (ou integrais indefinidas) 
para muitas combinações de funções cujas primitivas não podem ser definidas pelos 
métodos apresentados anteriormente. 


Y 


é 


10. 


11. 


ках = kx + C (qualquer número К) 12. | tgxdx = In|secx| + C 


+ É (n # —1) 13. | cotg x dx = In |senx| + C 


= In |x| + C 14. secx dx = In |secx + tgx| + C 


cossec x dx = —1п |cossec x + cotg x| + C 


BC (a > 0,a + 1) 16. senh x dx = cosh x + C 


Ina 


cosxdx = senx + C 18. 


sec)xdx = tgx + C 19. 


cossec? x dx = —cotg x + C 20. 


a? 
x 


secxtgxdx = secx + C 21 


cossec x cotg x dx = —cossec x + C 


22. 


J 
Ї 
| 
/ 
^ 
а 
PI 
/ 
/ 
/ 
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Integracáo por partes 
Integração por partes é uma técnica de simplificação de integrais de forma 


[ /(х)е(х) dx. 


Ela é útil quando / pode ser derivada repetidamente е g pode ser integrada 
repetidamente sem dificuldade. As integrais 


ЇЕ cos х dx e n 


são integrais desse tipo porque f(x) =x ou f(x) = x? podem ser derivadas repetidamen- 
te para se tornarem zero, e g(x) = cos x ou g(x) = е* podem ser integradas repetida- 
mente e sem dificuldade. A integragáo por partes também se aplica a integrais como 


Їнха е ЇЇ 


No primeiro caso, é fácil derivar f(x) = In x, e g(x) = 1 se integra facilmente 
a x. No segundo caso, cada parte do integrando aparece novamente após derivação 
repetida ou integração. 


Forma integral da regra do produto 


Se f e g são funções deriváveis de x, a regra do produto diz que 
LUC] = FW + Ло) Оо). 
Em termos de integrais indefinidas, essa equação se transforma em 
| 4 fg] = y (gb) + Лоде О) d 
ou 
Ї L fwg d = / гоо) ax + Í JO dx. 
Reorganizando os termos da última equação, obtemos 


n = ШЕЛ dx — J rose dx, 


que nos leva à fórmula da integraçào por partes 


/ Fog (х) ах = f(x)g(x) — / f'(x)g(x) dx 


Às vezes, é mais fácil lembrar da fórmula se a escrevermos na forma diferen- 
cial. Seja и = f(x) e v = g(x). Entáo, du = f'(x) dx е dv = g'(x) dx. Usando a regra da 
substituição, a fórmula da integração por partes se transforma em 
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Fórmula da integracáo por partes 


n = uv — fra (2) 


, Essa fórmula expressa uma integral, J u dv, em termos de uma segunda integral, 
J u du. Com а escolha apropriada de и e v, a segunda integral pode ser mais fácil de 
calcular do que a primeira. Ao usar a fórmula, várias opções podem estar disponí- 
veis para u e du. Os exemplos seguintes ilustram a técnica. Para evitar еггов, sempre 
listamos as opções para и e dv, então adicionamos à nossa lista os novos termos du 
e u calculados, e finalmente aplicamos a fórmula na Equagáo 2. 


(КУЛ 


Solucáo Usamos a fórmula / udv = uv — 1 v du com 


EXEMPLO 1 Calcule 


u = x, dv = cos x dx, 


du — dx, v — senx. Primitiva mais simples de cos x 
Entào, 


n — xsenx — аха = xsenx + cosx + C. 


Existem quatro opções disponíveis рага и е dv no Exemplo 1: 
1. Seja u= 1 edv = х cos x dx. 

2. Seja u =x e dv = cos x dx. 

3. Seja u = x cos x e dv = dx. 

4. Seja u = cos x e dv = x dx. 


A Opção 2 foi utilizada no Exemplo 1. As outras três opções levam a integrais 
que não sabemos como integrar. Por exemplo, a Opção 3 conduz à integral 


n cosx — x?senx) dx. 


O objetivo da integragáo por partes é ir de uma integral / мао que пао imagi- 
namos como calcular para uma integral Jj u du que podemos calcular. Geralmente, 
primeiro escolhemos du com a maior parte do integrando, incluindo dx, que pode 
ser facilmente integrado; и é a parte restante. Ao determinarmos v a partir de dv, 
qualquer primitiva funcionará, e geralmente escolhemos a mais simples: nào será 
necessária nenhuma constante de integraçào arbitrária em v porque ela simplesmen- 
te cancelaria do lado direito da Equagáo 2. 


n 


Solucáo Como J In x dx pode ser escrito como J In x 1 dx, usamos a fórmula 
udv=uv- J v du com 


EXEMPLO 2 Calcule 


u = nx Simplifica quando derivada dv = dx Fácil de integrar 


1 is 
du = x dx, v =x. Primitiva mais simples 
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Entáo, a partir da Equaçào 2, 


ID xinx nz xinx fa any — % + С. 


Às vezes, temos que usar a integração por partes mais de uma vez. 


EXEMPLO 3 Calcule 


fre dx. 


Solução Com и = x2, du = e* dx, du = 2x dx e v = e*, temos 


feen = х?е* — J| xe* dx. 


A nova integral é menos complicada do que a original, porque o expoente em 
x é reduzido em um. Para calcular a integral á direita, integramos por partes nova- 
mente com u = x, dv = e* dx. Então, du = dx, v = e* e 


Ја = xe" — fera = xe* — e* + С. 


Usando esse último cálculo, obtemos 


feen = х2е* — J| xe" dx 


= х?е* — 2xe* + 2e* + C. 


A técnica do Exemplo 3 funciona para qualquer integral / `х"е* dx em que л seja 
um inteiro positivo, porque derivar x” acabará levando а zero, e integrar е“ é fácil. 

Integrais como a do exemplo a seguir surgem em engenharia elétrica. Seu cál- 
culo requer duas integrações por partes, seguido da solução para a integral desco- 
nhecida. 


EXEMPLO 4  Calcule 


J e cos x dx. 


Solução Seja u = e* e dv = cos x dx. Então, du = e* dx, v = sen x e 


f 2 — e*senx — тха. 


A segunda integral ё como a primeira, exceto que tem sen х no lugar de cos х. 
Para calculá-la, usamos integração por partes com 


u=e*, du = sen х dx, --08Х, du = e* dx. 


Entào, 


ЇЇ е^ѕепх ( ех cos x Ї cos se” do) ) 


= e*senx + e*cosx — | «ваа, 
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Agora a integral desconhecida aparece em ambos os lados da equação. A adi- 
cào da integral nos dois lados e a soma da constante de integracào resulta em 


2f ех cosx dx = e*senx + e*cosx + Cj. 


A divisão por 2 e a renomeação da constante de integração resulta em 


х х 
| e"senx + e* cos x 
fe cosx dx = 2 TL 


EXEMPLO 5 Obtenha uma fórmula que expresse a integral 


j cos” x dx 


em termos de uma integral de uma potëncia mais baixa de cos x. 
Solução Podemos pensar em cos" x como cos”! x - cos x. Então, seja 


и = cos" x e dv = cosxdx, 


de modo que 


du = (n — 1) cos" ? x (—sen x dx) e v —senx. 


A integração por partes, então, resulta em 


| «өх dx = cos" ! xsenx + (n — »f ser? x cos"? x dx 
= cos" ! xsenx + (n — »f (1 — cos? x) cos"? x dx 


= cos" ! xsenx + (n — p f socis — (n — D f se sas. 


(n — »f cos" x dx 


nos dois lados dessa equação, obtemos 


nf cos” x dx = cos”! xsenx + (n — ›/ cos"? x dx. 


Se somamos 


Entáo, dividimos o resultado por л, e o resultado final 6 


n-l 
cos” xsenx , n— 1 " 
/ cos” х dx = ЧЕН 1 cos" 2 x dx. 


A fórmula encontrada no Exemplo 5 é chamada de fórmula de redução, por- 
que substitui uma integral que contém certa poténcia de uma fungáo por uma inte- 
gral da mesma forma que tem a poténcia reduzida. Quando л é um nümero inteiro 
positivo, podemos aplicar a fórmula repetidamente até que a integral remanescente 
seja fácil de calcular. Por exemplo, o resultado no Exemplo 5 nos diz que 


2 
n COS XSen 4 2 оха 


3 


- 1 cog nz + 2 шах + E 


3 3 
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FIGURA 8.1 Região do Exemplo 6. 


Cálculo de integrais definidas por partes 


A fórmula da integração por partes na Equação 1 pode ser combinada com a 
Parte 2 do teorema fundamental, de modo a permitir o cálculo por partes de inte- 
grais definidas. Supondo que tanto f’ quanto g sejam contínuas ao longo do inter- 
valo [a, b], a Parte 2 do teorema fundamental nos leva a 


Fórmula de integracáo por partes para integrais definidas 


b b 
f Fog (х) dx = fg) = / f'(x)g(x) dx 


Ao aplicar a Equação 3, normalmente usamos a notação и e v da Equação 2, 
pois ela é mais fácil de lembrar. Segue um exemplo. 


EXEMPLO 6 Determine a área da região delimitada pela curva y = xe * e pelo eixo 
das abscissas dex=0ax=4. 


Solucáo А regiáo está sombreada na Figura 8.1. Sua área é 


4 
f хе “ах. 
0 


Seja u = x, du = e* dx, v = — e * e du = dx. Então, 


4 " 4 
| xe“ ах = =xe Ji = 1 (=e 3) dx 
0 0 


4 
[-4е7* — (0)] + Í e” dx 
0 


= ¿ab pu —x]4 
= —4e e | 


= —4e 7% — e — (—e9) = 1 — 5e ғ 0,91. 


Integracáo tabular 


Vimos que integrais da forma / /(х)г(х) dx, nas quais f pode ser derivada repe- 
tidamente até se tornar zero e g pode ser integrada repetidamente sem dificuldade, 
são candidatas naturais à integração por partes. No entanto, se muitas repetições 
forem necessárias, os cálculos podem ficar complicados, ou você escolhe substi- 
tuições para uma integração repetida por partes que acaba por devolver a integral 
original que você tentava determinar. Em situações como essas, há uma maneira de 
organizar os cálculos que poupa muito trabalho. É a chamada integração tabular, 
ilustrada nos exemplos seguintes. 


EXEMPLO 7 Calcule 


fre dx. 


Solução Com f(x) =x? e g(x) = е", relacionamos: 


f(x) e suas derivadas g(x) e suas integrais 


2 


сл? NA 


0 ё 


Capítulo 8 Técnicas deintegração 447 


Combinamos os produtos das funções ligadas por setas de acordo com os sinais 
de operação indicados e obtemos 


fre dx = x?e* — 2хе* + 2е* + C. 


Compare esse resultado com o do Exemplo 3. 


аха. 


Solução Com f(x) = x° e g(x) = sen х, relacionamos: 


EXEMPLO 8 Calcule 


f(x) e suas derivadas g(x) e suas integrais 


х? (+) sen x 


3x? ls cc NN --008 x 
6x (+) —senx 
6 A ширэг” cos x 
0 ни” sen x 
Novamente, combinamos os produtos das funções ligadas por setas de acordo 
com os sinais de operação indicados e obtemos 


(Б^ = —хісоѕх + 3x?senx + 6xcosx — 6senx + С. 


Os exercícios adicionais ao final deste capítulo mostram como a integração 
tabular pode ser usada quando nem a função f nem a função g podem ser derivadas 
repetidamente até se tornar zero. 


Exercícios 8.1 


Integracáo por partes 15. / EETA 20. | et d 


Calcule as integrais nos Exercícios 1-24 usando integração por partes. 


Ç . 16. te? d 21. fe sen 0 do 
1. ПЕ 8. Је f 4 


2 


17. fo — 5х)е" dx 22. 
2. fo cos 70 40 9 fe e “ах 


18. fo + r+ 1)e' dr z. fe * cos 3x dx 


3. [oia 10. [e 21 nea 
19. js x^e* dx 


e "cosy dy 


24. [^ 2x dx 


4. [o 11. fev 
1 Uso da substituição 

8: | х1пхах 12. ES ydy Calcule as integrais nos Exercícios 25-30 usando uma substituição 

1 antes da integração por partes. 

e 
6. | x nxd 2 5x8 1 

f^ nx dx 13. ГЕ хах 25. [га T y ab 
0 

" ў mI 14. / 4x sec? 2x dx 
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т/3 
27. | xtg? x dx 
0 


28. n + x2) dx 


29. | «иш х)4х 


30. / z(In z} dz 
Cálculo de integrais 


Calcule as integrais nos Exercícios 31-50. Algumas integrais nào re- 
querem integração por partes. 
31. Језа 41. ПКЕЕ 


cos Vx zç 
Vx 


33. f: (In x)? dx 


34. Ї 1 8 
x (In x)“ 

35. 1 Dx n 
E 
In x)? 

e [589 


31. fe e“ dx 
38. f х5 е“ dx 


39. fe Vx? + 1 dx 


40. Ja sen x? dx 


32. 42. | sen 2x cos 4x dx 


43. / e* sen e* dx 
Vx 
e 
44. to 
1 м“ 
45. / соз Vx dx 
46. / Vre" dx 


т/2 
47. | 0^ sen 20 do 
0 


27) 
48. | x? cos 2x dx 
0 


49. / I 
2/V3 


1/V2 
50. | 2x sen! (x?) dx 
0 


гес! tdt 


Teoria e exemplos 


51. Determinagáo de área Determine a área da regiáo delimita- 

da pela curva y = x sen х e pelo eixo das abscissas (veja a figura 

a seguir) para 

а. 0<х<т. 

b. п<х< 27. 

с. 27<x<37. 

4. Que padráo pode ser reconhecido aqui? Qual é a área entre a 
curva e o eixo das abscissas para пт < x < (n + 1), sendo n 
um inteiro arbitrário náo negativo? Justifique sua resposta. 


52. Determinação de área Determine a área da região delimita- 
da pela curva y = x cos x e pelo eixo das abscissas (veja a figura 
a seguir) para 
а. л/2<х<3т/2. 
b. 37/2 < x < 57/2. 
с. 517/2 < x < 71/2. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


4. Que padráo pode ser reconhecido aqui? Qual 6 a área entre 
a curva e o eixo das abscissas para 


(es JE (> 32 


sendo л um inteiro positivo arbitrário? Justifique sua resposta. 


Determinação de volume Determine o volume do sólido ge- 
rado pela rotação da região do primeiro quadrante delimitada 
pelos eixos coordenados, pela curva y = e* e pela reta x = In 2 
em torno da reta x = In 2. 


Determinação de volume Determine o volume do sólido ge- 
rado pela rotaçào da regiáo do primeiro quadrante delimitada 
pelos eixos coordenados, pela curva y = e * e pela reta x = 1. 
a. em torno do eixo das ordenadas. 

b. em torno da reta x= 1. 

Determinação de volume Determine o volume do sólido ge- 
rado pela rotação da região do primeiro quadrante delimitada 
pelos eixos coordenados e pela curva y = cos x, 0 € x € 7/2, 
em torno 


a. do eixo das ordenadas. 
b. da reta 7/2. 
Determinagáo de volume Determine o volume do sólido ge- 


rado pela rotagáo da regiáo delimitada pelo eixo das abscissas e 
pela curva y = x sen x, 0 € x € лт, em torno 


a. do eixo das ordenadas. 

b. da retax= 7. 

(Veja o gráfico do Exercício 51.) 

Considere a regiào delimitada pelos gráficos de v — In x, 
y=0ex=e. 

a. Determine a área da regiáo. 


b. Determine o volume do sólido formado pela rotagáo dessa 
regiáo em torno do eixo das abscissas. 


c. Determine o volume do sólido formado pela rotação dessa 
região em torno da reta x = —2. 


d. Determine o centroide da regiáo. 

Considere a região delimitada pelos gráficos de y = tg! х, 

y=0ex=1. 

a. Determine a área da regiáo. 

b. Determine o volume do sólido formado pela rotação dessa 
regiáo em torno do eixo das ordenadas. 


Valor médio Uma forga de retardamento, simbolizada pelo 
amortecedor na figura a seguir, freia o movimento da massa 
presa а mola, de modo que a posigáo da massa no instante / 6 


y72e'cost, 120. 


Calcule o valor médio de y no intervalo 0 < г < 27. 


y 


Massa 


Amortecedor 


60. Valor médio Ет um sistema massa-mola-amortecedor como 
o que vimos no Exercício 59, a posição da massa no instante / é 


y=4e" (sen t— cos t), (20. 


Determine o valor médio de y no intervalo 0 < г < 27. 


Fórmulas de reducáo 


Nos Exercícios 61-64, use a integragáo por partes para estabelecer 
a fórmula de redução. 


61. frrcosxa = x"senx — „аха 


62. fe sen xdx = —x" cosx + nf х" cosx dx 


п ах 


63. ЕС = ХЕ - 2 eras, a* 0 


64. fura = x(In x)” — nf (nx)! dx 


65. Mostre que 


b b b 
/ (/ 10 de) а = / (x = a) f(x) dx. 


66. Use integração por partes para obter a fórmula 


[vi Y dx = ух VÀ х? + 


1 h l dx. 
2J М = x 
Integração de inversas de funções 


A integração por partes leva a uma regra para integrar inversas que 
geralmente produz bons resultados: 


[Poa fros 


yfo) — ШҮ, 


y-f'(9 x= f(y) 
dx = f'(y) dy 


Integragáo por partes com 
и = y,dv = f'( y) dy 


xf (x) = | хэв 
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A ideia é simplificar primeiro a parte mais complicada da integral, 
nesse caso, f(x). Para a integral de In x, temos 


n - n 


= уе? — e” + C 


xx = £ + G, 


I 
^ 


у= пх, x 
dx = е? dy 


Para a integral de cos ! x, temos 
Ја = xcos!x — | «өд у = cos”! x 


x cos ! 


x =seny + € 


II 


xcos !x — sen(cos ! x) + C. 


Use a fórmula 
| oe sn MEC y-f'(x) (4) 


para calcular as integrais nos Exercícios 67-70. Expresse suas res- 


postas em termos de x. 
69. / sec ! x dx 


67. E 
68. fura 70. n 


Outra maneira de integrar f(x) (quando f! for integrável, é claro) 
é utilizar a integração por partes com u = f(x) e dv = dx para rees- 
crever a integral f^! como 


[ros = xf (x) — ЕСЕ (5) 


Nos Exercícios 71 e 72, compare os resultados do uso das Equações 
4e5. 


71. As Equações 4 e 5 dão fórmulas diferentes para a integral de 
cos”! х: 


a. | «та = xcos !x — sen(cos ! x) + С Equação 4 


b. ЇЕЭС: =xcoslx— VI —-x2+C Equação 5 


As duas integrações podem estar corretas? Explique. 


As Equações 4 e 5 conduzem a fórmulas diferentes para a in- 
tegral de tg ! x: 


72 


a. | tg lxdx = xtg !x — Insec(tg ! x) + C Equação 4 
b. Јата = хівіх МІ x? С Equaçãos 


As duas integrações podem estar corretas? Explique. 


Calcule as integrais nos Exercícios 73 e 74 usando (a) a Equagáo 4 
e (b) a Equação 5. Em cada caso, confira seu trabalho derivando sua 
resposta em relacào a x. 


73. / senh”! x dx 


74. Јата 
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Integrais trigonométricas 


8.2 


As integrais trigonométricas envolvem combinações algébricas das seis fun- 
ções trigonométricas básicas. Em princípio, podemos sempre expressar tais inte- 
grais em termos de senos e cossenos, mas muitas vezes é mais simples trabalhar 
com outras funções, como na integral 


n = {рх + C. 


A ideia geral é usar identidades para transformar as integrais que temos de 
determinar em integrais que sejam mais fáceis de trabalhar. 


Produtos de poténcias de senos e cossenos 


Comegamos com integrais de forma: 


/ sen” х cos” x dx, 


onde m e п sáo inteiros nào negativos (positivos ou zero). Podemos dividir a tarefa 
em trés casos dependendo se m e n forem pares ou impares. 


Caso 1 Sem é ímpar, escrevemos m сото 2k + 1 e usamos a identidade 
sen? x = 1 — cos? x para obter 


PRI y = ( 


sen” x = sen sen? x)'senx = (1 — cos? x)'senx. (1) 


Entào, combinamos o ünico sen x com dx na integral e igualamos sen x dx 
com —d(cos x). 


Caso 2 Sem par en é impar em f sen” x cos” x dx, escrevemos n como 
2k + 1 e usamos a identidade cos? x = 1 — sen? x para obter 


2 


2Е+1 y = (cos? х) cosx = (1 — sen? x)“ cos x. 


cos” х = cos 
Em seguida, combinamos o único cos x com ах e igualamos cos x dx a d (sen х). 


Caso3 Setanto m quanto n são pares em J sen” x cos" x dx, substituímos 


— —— eod pes Lt gos (2) 


para reduzir o integrando a outro que tenha potências mais baixas de cos 2x. 


Veja alguns exemplos que ilustram cada um dos casos. 
EXEMPLO 1 Calcule 


E x cos? x dx. 


| ostras - [ems - fa — sen? x)? d(sen x) cos x dx = d(sen x) 
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Solução Este é um exemplo do Caso 1. 


/ sen x cos? x dx = / sen? x cos? xsenx dx m é impar. 


= fa — cos? x) cos? x (—d (cos x)) senx dx = —d(cos x) 


= fa — u2)(u2)(—du) и = cosx 
= / (u* — u?) du Multiplique os termos, 
5 3 5 3 
и и cos x cos x 
3 TC 5 3 ФС: 1 


EXEMPLO 2 Calcule 


/ cos? x dx. 


Solução Este é um exemplo do Caso 2, onde m = 0 é pare n = 5 é ímpar. 


- fa ын и?)? ди и =sen x 


fa — 2u? + и?) аи Eleve 1 — и? ao quadrado. 


it v Е E e EET 
=u qu + + C = ѕепх 3 sem x + sem x + C. 1 


ЕХЕМР103 Calcule 
/ sen? x cos! х dx. 
Solucáo Este é um exemplo do Caso 3. 


_ 2 
f sestxcostrar = / ( sos2r ) (1 t s=) dx men são ambos pares 


-4/а — соз 2х)(1 + 2 cos 2х + cos? 2x) dx 


= ifa + cos 2х — cos? 2x — cos? 2x) dx 


= š Ë + > sen D = Jus 2x + cos? 2x) dx |. 


Para o termo que envolve cos? 2x, usamos 
E = ij (1 + cos 4x) dx 


= 1 xt l sen 4x |. Omissão da constante de 
2 4 integração até o resultado final. 
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т/4 т/4 т/4 
! VI tesa | Vitara = | Vo eos? 2x dx 
0 0 0 


Рага o termo cos? 2x, temos 


- 2 

EE -fa — sen? 2x) cos 2x dx P pci A 
1 1 1 Omitimos 
1/ (1 — u?) du = 2 (каз - y sem >). p 


Ao combinar as expressóes e simplificar, temos 


2 4 21 _1 la 
n xcos хах = 16 (+ q sen dx + 3 sen 2x | +C 


Eliminação de raízes quadradas 
No próximo exemplo, usaremos a identidade cos? Ө = (1 + cos 20)/2 para eli- 


minar a raiz quadrada. 


EXEMPLO 4 Calcule 
7/4 
| VI + cos 4х dx. 
0 


Solução Рага eliminar a raiz quadrada, usamos a identidade 


cos? 0 = 1 + cos tê ou 1 + cos20 = 2cos20. 


Com 6 = 2x, a fórmula se transforma em 
1 + cos 4x = 2 cos? 2x. 


Portanto, 


cos2x = 0 


7/4 7/4 
= vaf [cos 2x| dx = vaf cos 2x dx em (0, 7/4] | 
0 0 
т/4 
_ Ды _ vin = у 
0 


2 27 5 


Potências inteiras de tg x e sec x 


Sabemos como integrar a tangente e a secante e seus quadrados. Para integrar po- 
tências maiores, usamos as identidades tg? х = sec? x — 1 e sec? x = tg? x + 1, e integra- 
mos por partes quando necessário para reduzir poténcias maiores a poténcias menores. 


fem 


EXEMPLO 5 Calcule 


tg? x sec? x dx — n x = l)dx 


tg? x sec isde- | selado + | de 
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Na primeira integral, fazemos 
u=tgx, du=sec? x dx 


e obtemos 


fra -le + Сү. 


As integrais restantes são formas padrão, de modo que 


n = ux =ø + x + С. 


EXEMPLO6 Calcule 


/ sec? x dx. 


Solução  Integramos por partes, usando 
= sec x, du = sec2 x dx, u= tg x, du — sec x tg x dx. 


Entáo, 


| seixas = sec xtg x SE 


ll 


sec x tg x +] ха SE 


Ao combinar as duas integrais da secante ao cubo, temos 


1| sec? x dx = secxtga + Ü eas 


nm = ysecxtgx + jm |secx + tgx| + С. 


Produtos de senos e cossenos 


As integrais 
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secxtg x — / (sec? x — 1) sec x dx tg? x = sec?x — 1 


/ sen mx sen nx dx, / sen mx cos nx dx e / cos mx cos nx dx 


surgem em muitas aplicações que envolvem funções periódicas. Podemos calcular 
essas integrais usando integração por partes, mas sempre serão necessárias duas 


integrações desse tipo em cada caso. É mais simples usar as identidades 


sen тх sen nx = 2 [cos (m — n)x — cos (m + п)х], 


Sen mx cos nx = 1 [sen(m — n)x + sen(m + n)x], 


COS mx cos nx à [cos (m n)x + cos(m + n)x]. 


(3) 


(4) 
(5) 


Essas identidades 540 provenientes das fórmulas para soma dos ángulos nas 
funções seno e cosseno (Seção 1.3). Elas resultam em funções cujas primitivas são 


facilmente determinadas. 
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EXEMPLO 7 Calcule 


/ sen 3x cos 5x dx. 


Solução A partir da Equação 4 com m = 3 e п = 5, obtemos 


/ зеп 3х cos 5х dx = 2/ [sen (—2х) + sen 8x] dx 


= A (sen 8х — sen 2x) dx 


cos 8х , cos2x 


= 77146. + шин + C. 
Exercícios 8.2 
Potências de senos e cossenos T "2 sex ” 
Calcule as integrais nos Exercícios 1-22. 7/3 NI — cosx 
mi6 
1. | «аха 12. ES 2xsen' 2x dx 28. | V1 + senx dx 
0 
т š = да 1 —senx 
2, n 3 sen d 13. n (pica multiplique por Henr) 
0 т 4 т/2 
277) со8 х 
—— dx - 
3. / cos? x sen х dx 14. | sen? x dx а Ды Vi = sms - | EHE аны 
3m/4 т 
4. ни 2x cos 2x dx 15. w sen’ y dy 30. ja аан Ян J ханаа 
8: | вад» 16. | 7cos tdt Poténcias de tangentes e secantes 


Calcule as integrais nos Exercícios 33-50. 


= 
& 
=== 


3 4 
6. 1 E зөн 33. | 59 ах 42. f» 3x dx 
5 т/2 
7. [9 хах 18. | 8 cost 27x dx 34. ех ах 43. | cossec* 0 40 
má 
T 
5x 
8. | Э уу dx 19. | 16sen? x cosè x dx 35. nm dx 44. ПЕ ах 
т 
3 É y cos? 7 
9. | xdx 20 Ssen peos уй» 36. | 599 ах 45. n 
m6 5 т/4 
10. | 3 cos” 3х dx 21. n 20sen 20 40 37. | «х tg? x dx 46. is 6tg! x dx 
-т/4 
т/2 
11. | ser xcos? x dx 22. 1 sen? 20 cos? 20 40 38. / sec! x tg x dx 47. tg x dx 
0 
Integracáo de raízes quadradas 0 
| | E 39. Г, 2 sec? x dx 48. / сой 2x dx 
Calcule as integrais nos Exercícios 23-32. 


8 cotg? t dt 


27 2 т х 3 
23. f h fons di 35. ! A card 40. fe sec? e” dx 49. ЇГ соц? x dx 
0 0 


т п 
24. [ VI = cos2x dx 26. f МЛ = cos? 040 41. | sect Odo 50. 
0 0 


Produtos de senos e cossenos 


Calcule as integrais nos Exercícios 51-56. 


/2 
51. [mns 54. F senx cos x dx 
0 


52. / sen 2x cos 3x dx 55. / cos 3x cos 4x dx 


т 
53. / sen 3х sen 3х dx 


-y 


т/2 
56. | cos х cos 7x dx 


T/2 


Os Exercícios 57-62 requerem o uso de várias identidades trigono- 
métricas antes que seja feito o cálculo das integrais. 


57. / sen? 0 cos 30:40 60. ! sen? 0 cos 20 40 


58. / cos? 20 sen 0 40 61. / sen 0 cos 0 cos 30 do 


59. j cos? 0sen 20 q0 62. Í sen O sen 20 sen 30 d0 


Integracóes variadas 


Use qualquer método para calcular as integrais nos Exercícios 63-68. 


3 3 
63. / ee dx 64. / sm x de 


cos! х 


8.3 


Substituicóes trigonométricas 
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67. / хѕеп x dx 
68. / х соз? x dx 


Comprimento de arco Determine o comprimento da curva 


tgx 
65. / cossecx Ч 


66. Ї ОХ dy 


2 
cos x 


Aplicacóes 
69. 


y=In(secx), 0<x< 7/4. 


70. Centro de gravidade Determine o centro de gravidade da 
região delimitada pelo eixo das abscissas, pela curva y = sec x 
e pelas retas x = —7/4 e x = т/4. 


71. Volume Determine o volume gerado pela rotação de um 
arco da curva y = sen x em torno do eixo das abscissas. 
Área Determine a área entre o eixo das abscissas e a curva 


l1+c0s4x,0=x=<r. 


72. 


73. Centroide Determine o centroide da regiào delimitada pelos 
gráficos de y = x + cos x e y = 0 para 0 < x < 27. 

74. Volume Determine o volume do sólido formado pela rota- 
çào da regiáo delimitada pelos gráficos de у = sen x + sec x, 


у= 0, х= 0 ех = т/3 em torno do eixo x. 


As substituições trigonométricas ocorrem quando trocamos a variável de 
integração por uma função trigonométrica. As substituições mais comuns são 
x=atg0,x=asen0ex=a sec Ө. Essas substituições são eficazes na transforma- 


ção de integrais que envolvem Va? + х?, Va? — xl e Vx! — a 


? em integrais 


que podemos calcular diretamente, uma vez que elas vém dos triángulos retángulos 
de referéncia que vemos na Figura 8.2. 


Com x= a tg 0, 


а? + x2 = а? + а? tg 0 = a2(1 + tg? 0) = а? sec? Ө. 


Com x = a sen Ө, 


2 


a 


x=atg0 


Va? + x? = alsec Ө| 


а? — х? = а?— а? sen? 0 = a2(1 — sen? 0) = a? cos? Ө. 


a х fã x 
x Vx? — а? 
a^ — x° a 
x= аѕеп Ө x= аѕес 0 


Ма? — x2 = a|cos 0| Vx? — а? = altg 0| 


FIGURA8.2 Triângulos de referência para as três substituições básicas 
identificando os lados x e a em cada substituição. 


456 Cálculo 


= 
2 


х 
-1 |01 а 


FIGURA 8.3 Arco tangente, arco seno 
e arco secante de x/a, representados 
graficamente como funções de x/a. 


Com x = a sec 6, 


х2 — а? = а? sec? 0 — а? = a^ (sec? 0 — 1) = a? tg? Ө. 


Desejamos que todas as substituições usadas em uma integração sejam rever- 
síveis para que possamos voltar à variável original posteriormente. Por exemplo, 
se x = a tg Ө, queremos poder estabelecer que 0 = tg ~! (x/a) após a ocorrência da 
integração. Se х = a sen 0, queremos poder estabelecer que 0 = sen”! (x/a) no final, 
e da mesma forma para x = a sec Ө. 

Como vimos na Seção 1.6, nessas substituições as funções têm inversas somen- 
te para valores selecionados de Ө (Figura 8.3). Para reversibilidade, 


x= 
II 


atg0 exige 0 = tg! Ө сот ей 


+ 
1 
IA 
Ф 
IA 
NE] 


: Ex sen t| £ — x 
asen0 exige Ө = sen (z) com 2 


se 


© 
IN 
Ф 
Л 
юз 
ач 
Iv 


= : - = [X 
х =asec0 exige 0 = sec |) com 


IA 
Ч 


т х 
><0== se q 


Para simplificar os cálculos com a substituição x = a sec 0, restringiremos seu 
uso a integrais nas quais x/a > 1. Isso colocará Ө em (0, 7/2) e fará com que tg 0 > 0. 
Teremos, então, Vx? — а? = Va?tg?0 = latg 0| = atg 0, livre de valores ab- 
solutos, desde que a > 0. 


Procedimento para uma substituição trigonométrica 


1. Anote a substituigáo de x, calcule a diferencial dx e especifique os valores 
selecionados de Ө para a substituigáo. 

2. Substitua a expressáo trigonométrica e a diferencial calculada no integrando 
e, entáo, simplifique os resultados algebricamente. 

3. Integre a integral trigonométrica, tendo em mente as restrigóes no ángulo Ө 
para reversibilidade. 

4. Desenhe um triángulo de referência adequado para inverter a substituição no 
resultado da integração e o converta de volta à variável original x. 


EXEMPLO 1 Calcule 
/ ах 
4+ xi 


Solução Fazemos 
x=2tg0, = 250000, -2«0«2, 


4 + x? = 4 + 41020 = 4(1 + 1020) = 4sec? 0. 


FIGURA 8.4 Triângulo de referência para 
x=2tg 0 (Exemplo 1): 


= 2 
0-2 


9-2 


FIGURA 8.5 Triângulo de referência para 
х = 3 sen 0 (Exemplo 2): 


sen = 3 
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Então, 
/ de _ / 2 8ёс2040 _ f ѕес20 40 Дин 
М4 + х2 V/4 sec? 0 [sec | 


T T 
— ASAE a i 


зес@ > О рага – > ий 


= | «өв 


= In |sec0 + tg 0| + C 


_ шэн 
= In — + 


+ С. Da Figura 8.4 


x 
2 
Observe como expressamos In |sec 0 + tg 0| em termos de x: desenhamos um 


triángulo de referência para a substituição original x = 2 tg 0 (Figura 8.4) e lemos as 
proporções do triángulo. 


EXEMPLO 2 Calcule 


x? dx 


V9 — x? 


/ 


Solução Fazemos 


x = 38600, dx = 3 cos 0 do, -7 3023 
9 — x? = 9 — 9ser? 0 = 9(1 — sen? 0) = 9 cos? 0. 
Então, 
| х?ах 2 9sem 0 3 cos 0 do 
V9 —x? |3 cos 0| 


cos0 > 0paa- Z < 0 < 5 


= 9 [ғо 


= o [ 100820 q 


-3(9 =) +C 
= 2 (0 — sen cos 0) +C sen 20 = 2sen 0 cos 0 
= > sen! = A Y m 3 +C Figura 8.5 
= Э ser! a = 2 9 — 2 + C. 
EXEMPLO 3 Calcule 


ps2 


| ах 
/ vas? — 4 57 


Solução Primeiro reescrevemos o radical como 


VB? =4=, hs (+ 5 5) 
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para colocar o radicando na forma x? — а?. Entáo, substituímos 


x = Š sec 6, dx = Š sec 0 tg 0 do, 0<0<5 
2 
2 2| 4.2 4 
x (3) 55 Sec 0 25 
= эк(зес'Ө — 1) = Xu 0 
2 
x 2 > tg0 > 0 para 
x2 (3) = $ tg 0] = 5180. 0 < 0 < 7/2 
5. bs EX cio) 
7 25x? — 4 Com essas substituições, obtemos 
/ dx j dx (2/5) sec 0 tg 0 do 
2 V25x? — 4 5Vx? — (4/25) 5- (2/5) tg 0 
"€ A =1 sec 0 do = lm [sec 0 + tg 0| + C 
0 « 0 < 7/2, então 0 = sec! (5x/2), e 5 5 
podemos ler os valores de outras funções 2 
trigonométricas de 0 a partir desse 5x 25x^— 4 | -С Figura 8.6 
triângulo retângulo (Exemplo 3). 2 2 d 
Exercícios 8.3 
23/2 
Uso de substituicóes trigonométricas 19, 8 dw 27 | (= AP 
: А à ` ANA — wi “a xŠ 
Calcule as integrais nos Exercícios 1-14. і. ы 
М9 — w? (1 - х?)!? 
/ — d _ 8. 1 Vida 20. J ANE ds 28. — 
1. 2 w x 
V9 + x* : 
100 8 dx 
3dx / dx ss] Ms Gs 29. J 
— > + 253 2 2 
2. VA s 9d 9. Vax? = 49 2 36 5x (Ax^ + 1) 
: ‚ f: 12-44 so. | Su 
" | шаг. v | (92 + 1) 
24+ х 10. А Vas — 9 2 ёс [ A ai. [ Hs 
4 Ї ах o 01-22) L= 
: + 2x? Vy? — 49 1 
o 82x 11. / = à. 72:7 24. / dx 32. / хах 1 
32 dy : о (4 — х2)3/2 25 + 4x? 
= —- 3 2 
EV: | Vy —25 ode | адо 
8, 12. y d, y>5 25. 02-17 х> 1 33. (1 — 02)52 
Vi 2d: 13 / E ssi % | EO E 
é J М1 — 4x? ` ху? = 1 (x? — ye” 35 dr 
ETE 4 ade _ Nos Ехегсїсїоз 35-48, utilize uma substituigáo apropriada e, em se- 
7. 25-14 1 1 AME Res Нэн : ш 
Ї GM guida, uma substituigáo trigonométrica para calcular as integrais. 
35. / e' dt 
Integrações variadas (07-21: 
Nos Exercícios 15-34, use qualquer método para calcular as inte- 36 (3) e! dt 
grais. A maioria exigirá substituicóes trigonométricas, mas algumas ` m/s) (1 + ep? 


podem ser calculadas por outros métodos. 


de 1/4 
15. f —— ax e sf 37. Ї ETA 
V9 ue Vx? +4 i2 М + ау 


2 е 
16. f X dx . E з. f 
4+2 хэм 2-1 ! VS 


45. J нан. 


(Dica: seja x = и?) 


dit. qe є [A a 
2 1 x 


dx (Dica: seja u = х”) 


47. I aqsu dx 


Vx = 2 
48. ——— d 
/ Мх = 1 i 
Problemas de valor inicial 


Resolva os problemas de valor inicial nos Exercícios 49-52 para y 
como uma fungáo de x. 


44. 


d WA 
49. xA x^ 4, 


d 
50. Và - 9 z =1, x>3, у(5) = №3 


хе 2 


у(2) = 0 


> dy 
51. 6? +4) =3, y(2)=0 
x 
4 
52, (x? + 1} 2 = М? +1, у(0)-1 


Aplicacóes e exemplos 

53. Área Determine a área da regiáo no primeiro quadran- 
te que é delimitada pelos eixos coordenados e pela curva 
y= V9 - x2/3. 

54. Área Determine a área delimitada pela elipse 


55. Considere a região delimitada pelos gráficos de y = sen! х, 
y=06x= 1/2. 
a. Determine a área da regiáo. 
b. Determine o centroide da regiáo. 


8.4 


56. 


57. 


58. 


Integração de funções racionais por frações parciais 
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Considere a região delimitada pelos gráficos de у = Vx tg ! x 
е у= 0 para 0 < x < 1. Determine o volume do sólido formado 
pela rotagáo dessa regiáo em torno do eixo das abscissas (veja 
a figura a seguir). 


y 


Calcule Ji x? V1 — x? dx usando 


a. integracào por partes. 
b. substituição por u. 
e. substituição trigonométrica. 


Rota de um esquiador aquático Suponha que um barco te- 
nha sido posicionado na origem com um esquiador amarrado ao 
barco no ponto (30, 0) com uma corda de 30 pés de comprimen- 
to. À medida que o barco viaja ao longo do eixo das ordenadas 
positivo, o esquiador é puxado pelo barco ao longo de um cami- 
nho desconhecido y — f(x), como mostra a figura a seguir. 

-3/900 = x^ 
a. Mostre que f'(x) — = = 
(Dica: suponha que o esquiador esteja sempre voltado na di- 
reçào do barco e que a corda esteja em uma reta tangente ao 
caminho y = f(x).) 
b. Resolva a equaçào do item (a) para f(x), usando f(30) = 0. 


y = f(x) rota do esquiador 


30 pés de corda 
A (x,f(x)) esquiador 


Ф 
Г, 


0 х 


(30,0) 


FORA DE ESCALA 


Esta seção mostrará como expressar uma função racional (quociente de polinó- 
mios) como uma soma de frações mais simples, as chamadas frações parciais, que 
são fáceis de integrar. Por exemplo, a função racional (5x — 3)/(x? — 2x — 3) pode ser 


reescrita como 


20-03 2 3 


х2-2х-3 


41 x—8 


Essa equação pode ser verificada algebricamente ao colocarmos as frações do 
lado direito sobre um denominador comum (x + 1)(x — 3). A habilidade de escrever 
funções racionais como uma soma desse tipo é útil também em outras situações (por 
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exemplo, ao usar determinados métodos de transformação para resolver equações 
diferenciais). Para integrar a função racional (5x — 3)/(х? — 2x — 3) do lado esquerdo 
de nossa expressão anterior, simplesmente somamos as integrais das frações do lado 


direito: 
Se — 3 2: 3 
+ 
+ DG — 3) J2 г fa 


= 2 In [x + 1| + 3 ln |x — 3| + C. 


O método de reescrever funções racionais como uma soma de frações mais 
simples é chamado de método de frações parciais. No caso do exemplo anterior, o 
método consiste em determinar constantes 4 e B tais que 


Sx-— 3 А n B 
x^—2xy—-3 Х+1 x-3 


(1) 


(Imagine por um momento que náo saibamos que А = 2 e В = 3 funcionaráo.) 
Chamamos as frações A/(x + 1) e B/(x — 3) de frações parciais porque seus deno- 
minadores são apenas parte do denominador original x? — 2x — 3. Chamamos 4 e B 
de coeficientes indeterminados até que tenhamos encontrado valores adequados 
para eles. 

Para determinar А e B, primeiro eliminamos todas as frações da Equação 1 e as 
reagrupamos em poténcias de x, obtendo 


5х—3 = A(x-— 3) + B(x + 1) = (А + Bx - 3А + B. 


Isso será uma identidade em x se, e somente se, os coeficientes de poténcias 
iguais de x nos dois lados também forem iguais: 


AtB-5, -3А+В=-3. 


Resolvendo essas equações simultaneamente, obtemos 4=2e B = 3. 


Descricáo geral do método 


O sucesso ao escrever uma função racional f(x)/g(x) como a soma de frações 
parciais depende de duas coisas: 

+ O grau de f(x) deve ser menor do que o grau de g(x). Isto é, a fração deve ser 
própria. Se nào for, divida f(x) por g(x) e trabalhe com o termo restante. Veja o 
Exemplo 3 desta segáo. 

* Devemos conhecer os fatores de g(x). Na teoria, qualquer polinômio com coefi- 
cientes reais pode ser escrito como um produto de fatores reais lineares e fato- 
res reais quadráticos. Na prática, pode ser difícil encontrar esses fatores. 


Veja como determinamos as frações parciais de uma fração própria f(x)/g(x) 
quando os fatores de g sào conhecidos. Um polinómio quadrático (ou fator) é irre- 
dutível se nào puder ser escrito como o produto de dois fatores lineares com coefi- 
cientes reais. Isto é, o polinómio nào tem raízes reais. 


Método de frações parciais (f (x)/g(x) próprias) 


1. Seja x — r um fator linear de g(x). Suponha que (x — r)” seja a maior potén- 
cia de x — r que divide g(x). Então, associe a esse fator a soma de m frações 
parciais: 

ET A2 Am 

E=} Q—rr (x — FJ" 


Faça isso para cada fator linear distinto de g(x). 
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2. Seja x? + px + q um fator irredutível quadrático de g(x), de modo que x? + px 
+ q não tenha raízes reais. Suponha que (x? + px + q)” seja a maior potência 
desse fator que divide g(x). Então, atribua a esse fator a soma de n frações 
parciais: 

B ix + Ci Box + С, Bax t ба 
(х2 + рх + 4) (x2 + px + q)° (x? + px + q)'` 
Еаса isso para cada fator quadrático distinto de g(x). 

3. Iguale a fração original f(x)/g(x) à soma de todas essas frações parciais. Eli- 
mine as frações da equação resultante e organize os termos em potências de- 
crescentes de x. 

4. Iguale os coeficientes das potências correspondentes de x e resolva o sistema 
de equações obtido desse modo para calcular os coeficientes indeterminados. 


EXEMPLO 1 Use frações parciais para calcular 
х2 +4x+1 die 
(x — Dx + Dx + 3) " 


Solução А decomposição em frações parciais assume a forma 


x? Ax + 1 A ¿+ By € 
(х= DG + 1)( +3) х-1 х41 x+3' 


Para encontrar os valores dos coeficientes indeterminados 4, В e C, elimina- 
mos as frações e obtemos 


x? + 4x + 1 = A(x + 1)(х + 3) + B(x — D(x + 3) + C(x — Dx + 1) 
= A(x? + 4х + 3) + B(x2 + 2x — 3) + C(x? — 1) 
= (A + B + C)? + (44 + 2B)x + (34 — 3B — C). 
Os polinômios nos dois lados da equação anterior são idénticos, e assim igua- 
lamos os coeficientes de poténcias iguais de x, obtendo 


Coeficiente de x?: A+ B+C=1 
Coeficiente dex!: 44 + 28 =4 
Coeficiente de х”: 34-38-0-1 


Existem várias maneiras de determinar as variáveis desconhecidas А, Be Сет 
um sistema de equações lineares como esse, incluindo a eliminação de variáveis ou 
a utilização de uma calculadora ou computador. Seja qual for o método, a solução 
será А = 3/4, B = 1/2 e C = –1/4. Teremos, então, 


х + 4х + 1 _ 3: i à La 
Fer 45-1 2541 4x43|7 


3 1 ] 
=gln|x—1] + 31m |х + 1| = Qm ix + 3| tK, 


onde K é a constante arbitrária de integração (para evitar confusão com o coeficien- 
te indeterminado, que chamamos de C). 


EXEMPLO 2 Use frações parciais para calcular 


¡Ela 
(x + 2) 
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Solução Primeiro, expressamos o integrando como uma soma de frações parciais 
com coeficientes indeterminados. 


6x +7 А В 


+ 
(42) х+2 (х+2)? 
6 +7 = 4(х +2) + В Multiplique os dois lados por (x + 2)?, 
= Ax + (24 + B) 


Ao igualarmos os coeficientes das poténcias correspondentes de x, obtemos 


A=6 e 24+B=12+B=7, ou A=6 e В = —5. 


т | ( 6 5 Ja 
(x + 2)? x+2 (х+2)? 


= dx _ -2 
-8/ =, 5 «+» dx 


= 6ln |x + 2| + S(x + 2)! + C. ! 


Portanto, 


EXEMPLO 3 Use frações parciais para calcular 


[PE 2 a. 


Solução Primeiro, dividimos o numerador pelo denominador para obtermos um po- 
linómio e mais uma fração própria. 


253-42-х-3  l1-2%-3 


—2x? — 4x? — 6x 2x 
5Х-3 


Entáo, escrevemos a fragáo imprópria como um polinómio e mais uma fragáo 
própria. 
8. di Е 
2х : 4х =S de de sx — 3 
"= De 3 ж De — 3 


Já descobrimos a decomposição em frações parciais da fração da direita no 
exemplo de abertura, e, portanto 


=x2+2In|x + 1| + 3 In |x — 3| + C. i 


EXEMPLO 4 Use frações parciais para calcular 


=2x + 4 
(х2 + Dx = 1)? 


Solução О denominador tem um fator quadrático irredutível, bem como um fator 
linear repetido, então, escrevemos 
—2х + 4 Ах + B С р 


Csok- a41 2-1 T G— 132 (9 | 
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Ao eliminarmos a equação de frações, temos 
—2x + 4 = (Ax + B)(x — 1} + Cœ — D)? + 1) + DG + 1) 
= (A + С}? + (-24 + B — C + Б)? 
+ (A — 2B + Ck + (B — C + D). 


Ao igualarmos os coeficientes semelhantes, temos 


Coeficientes de х”: 0=4+C 

Coeficientes de x?: 0=-24+B-C+D 
Coeficientes de x! : -22=4-2B+C 
Coeficientes de x: 4=B-C+D 


Resolvemos essas equações simultaneamente para determinar os valores de 4, 
B,CeD: 


—4 = —2А, А=2 Subtraia a quarta equacáo da segunda. 
С--Аэ-2 Da primeira equação 
B=(4+C+2)2=1 Da terceira equagáo e C = —4 
D=4-B+C=1. Da quarta equação 


Substituímos esses valores na Equação 2 e obtemos 
—2х +4 251 .2 + 1 


(2+1(x—12 12+1 x (х= 1)?` 


Finalmente, usando a decomposição citada, podemos integrar: 


ФЭРТ 241) 2 | 
4 + 4 
i3 Del es x-1 cu) 1 


2х 1 2 1 
+ tlg 
T x?+1 x-1 y). 


= In(x2 + 1) + tg x — 21n |x — 1| - +c. 


-1 à 


EXEMPLO 5 Use frações parciais para calcular 


/ ах 
x(x? + 1)?" 


Solução А forma da decomposição em frações parciais é 


] A, Bx*C, Dx*E 


x(x? + (х x? +1 (x2 + 1)” 


A multiplicação por x(x? + 1)? resulta em 
1= AG? + 1)? + (Bx + С)х(х? + 1) + (Dx + Ex 
= A(x* + 2x? + 1) + В(х* + x?) + С(х? + x) + Dx? + Ex 
= (A + В)х + Сх? + QA + B + Dy? + (C + Ex + A 


Se igualarmos os coeficientes, obteremos o sistema 


4-8-0, C=0, 24+B+D=0, C+E=0, A=1. 
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Ao resolvermos esse sistema, temos А = 1, В = –1, C = 0, D=-l e E = 0. Logo, 


dx 1 =® =% 
= + + 4 
ha +1)? fl х? +1 (x? + "d Š 
_ fe -f xdx _ xdx 
M х? +1 (x2 + 1)? 
_ | ах 1/du Y] du u=x + 1, 
x 2 u 2 и? du = 2x dx 


= in |x] = Qin Ju] +3, + K 


= эй? 1 
= In |x| 2 n (x 20" 6 177 
= In ixl + 1 TK, 
М +1 202+ 1) 
BIOGRAFIA HISTÓRICA 
Oliver Heaviside Método de “ocultar” de Heaviside para fatores lineares 
(1850-1925) Sy Quando o grau do polinómio f(x) é menor do que o grau de g(x) e 


gx) =) - n) r) 


é um produto de л fatores lineares distintos, cada um elevado à primeira poténcia, 
existe uma maneira rápida de decompor f(x)/g(x) em frações parciais. 


EXEMPLO 6 Determine А, Ве C na decomposição de frações parciais 


2 
x + 1 A B С 
= E + 1 
(x—-1)(x-2)(x-3) х-1 x-2 x-3 


(3) 


Solucáo Se multiplicarmos ambos os lados da Equagáo 3 por (x — 1) para obter 


х? +1 _ B(x-—1). Cx-— 1) 
E-1e-3”"** x= 2 Ы х-3 


e fazermos x = 1, a equaçào resultante fornecerá o valor de А: 
(1? +1 

(UU = 2) = 3) 

А = 1. 


= 4+0 +0, 


Assim, o valor de 4 é o número que teriamos obtido se tivéssemos ocultado o 
fator (x — 1) no denominador da fração original 


х? +1 (4) 
(x — 1)(x — 2)(x — 3) 


e calculado o restante em x = 1: 


(1? + 1 2 


x-Dla-2-3 ED) 
ade 


= 1. 
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Da mesma forma, encontramos o valor de В na Equação 3 ao ocultarmos o fator 
(x — 2) na Expressáo 4 e calcularmos o resto em x = 2: 


" @ +1 ME 24 
e-oDle-»2le-= (00-07 
1 
Ocultar 


Finalmente, C é determinado ao ocultarmos (x — 3) na Expressáo 4 e calcular- 
mos o resto em x = 3: 


Gy +1 B as 
G-0)08-2[6-»5] 00) ^ | 
din | 
Método de Heaviside 
1. Escreva o quociente com g(x) fatorado: 
fœ) f(x) 


gx) (к-п) т) (т) 


2. Oculte os fatores (x — r,) de g(x) um por vez, substituindo todos os x nào ocul- 
tos por r,. Isso dá um número 4, para cada raiz ғ. 


2 Fri) 
а= 14 — 2)" «(7 £5) 
A 11023) 
2 (n — ry — т) (r2 — n) 
РҮР fi) 


(r, ын ry), E r2) *** (rs m Fu-1) 


3. Escreva a expansão em frações parciais de f(x)/g(x) como 


f(x) 22 А, 4: 4, 


46) G-— r) En  E-m 


EXEMPLO 7 Utilize o método de Heaviside para calcular 
vm 
x^ + 3%" — 10% 


Solução O grau de f(x) = x + 4 é menor do que o grau do polinômio cúbico 
g(x) = x° + 3x2 — 10x, e, com g(x) fatorado, 
х +4 - х +4 
xX? + 3x2 — 10x xx — 2)(x + 5) 
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As raízes de g(x) são p 0, г,=2еғ = —5. Determinamos 


жа 0+4 204 102 
|х|(0-24045) (-26) 5 
1 
Ocultar 
Р 244 6 3 
" 2[e«-2]945 OM 7 
амь 
ne -5+4 2221-21-34 
iss- [+59] (995 зз 
ши 
Portanto, 
x+4 2 3 1 


xx-2) x45) S + 105—2) BeF 


x+4 а 2 3 1 
hs 5 ln |х| +3 In |x — 2| — 35 | + 5| + C. 
Outras maneiras de determinar os coeficientes 


Outra maneira de determinar as constantes que aparecem nas frações parciais 
é derivar como no exemplo a seguir. Também é possível atribuir valores numéricos 
selecionados a x. 


EXEMPLO 8 Determine А, Ве C na equação 


x-1 04 B € 
(х+1)) х+1_ (х+1)? (x+ 1) 


por eliminação de frações, derivando o resultado e substituindo x 5-1. 


Solução Primeiro, elimine as frações: 


x-1=A(x+ 1)? + B(x + 1) + C. 


Ao substituirmos x = —1, temos C = —2. Entáo, derivamos os dois lados em 
relacáo a x e obtemos 
1 22A4(x + 1) + B. 
Ao substituirmos x = —1, temos В = 1. Derivamos novamente para obtermos 
0 = 24, que fornece A = 0. Logo, 
х-1 1 2 
(4617 (x1) (x+ 1) 8 


Em alguns problemas, a atribuigáo de valores pequenos a х, como x = 0, + 1, +2, 
para obter equagóes em А, В e C oferece uma alternativa mais rápida do que os 
outros métodos. 


EXEMPLO 9 Determine 4, B e Cem 


х? + 1 А В € 
(х = Dx – 2)(х = 3) х-1 x-2 x-3 


рог теіо da atribuigáo de valores numéricos рага х. 
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Solução Elimine as frações para obter 


xX + 1 = A(x — 2)(x — 3) + Bx 


lG 3) C(x— 1) 2), 


Depois, atribua x = 1, 2, 3 sucessivamente para determinar А, В е C: 


х= п (1 +1 = А(—1)(—2) + B(0) + C(0) 
2 = 24 
A=1 

x=2 (2) +1 = 4(0) + В(1)(—1) + C(0) 
5--8 
В--5 

x = 3: (3)2 + 1 = A(0) + B(0) + C(2)(1) 
10 = 2C 
Cm. 

Conclusáo: 
х? + 1 1 5 5 


= D-2- ®=1 5-2 2-2 


Exercícios 8.4 


Decomposicáo de quocientes em fracóes parciais 


Decomponha os quocientes dos Exercícios 1-8 em fracóes parciais. 


1 5x:— 13 5 2541 
(x — 3)(x — 2) zz 1) 
5x— 7 2 
2. —— 6--4--- 
х2 – 3х +2 z — 22 — 6z 
+4 2 
8,-5 ; 7. 213 
(x + 1) Ё = 158 46 
4. 2Х-Р2 (3-9 
8-2 8. 
Y 2x+1 tt + о? 


Fatores lineares não repetidos 


Nos Exercícios 9-16, expresse os integrandos como soma de frações 
parciais e calcule as integrais. 


" | ах [ уау 
` J 1-3 I y Э5-28-3 
dx 1y+4 
10. j : 
x? + 2x 14. k y ¿> 
x+4 
11. taz ft 
x + 5х— 6 15. n +P — 
2x + 1 
12. 2 *+3_„ 
x? — 7x + 12 16. | 58-69 
Fatores lineares repetidos 


Nos Exercícios 17-20, expresse os integrandos como soma de fra- 
ções parciais e calcule as integrais. 
/ dx 
19. 02-19 NET? 


x dx 
x? dx 


9 xi dx 20 ИК. 
1 -2541 ` J (к= DG? + 2x +1) 


Fatores quadráticos irredutíveis 


Nos Exercícios 21-32, expresse o integrando como soma de fragóes 


parciais e calcule as integrais. 
4 
57 + 81 
Ена у 
26; E- + 9)? 


| 
21. 


(x + DG? + 1) 


МЗ 4,2 х2-х+2 
22. Зе е + а y 27, [53538 
1 Dot x-l 
2 1 
y+2+1 E. dx 
23. E ET E EIU 
2 
& + 8x +2 ». | — dx 
24. “агар x*-1 
2-х 
25 +2 x. f t 
—— d 4 _ - Apa 
25 | “4513-1595 xt- 3x2 — 4 
31 EA 
` (02 + 20 + 2)? 


0t — 4P + 20? — 30 + 1 


do 
(02 + 1) 


32. | 
Frações impróprias 


Nos Exercícios 33-38, realize uma divisão longa no integrando, es- 
creva a fração própria como soma de frações parciais e então calcule 
a integral. 
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9х5 —3x +1 y + y? 1 56. 
— == — aY 
35. Ї 53 = x2 x 37. j SEN dy 
163 2y* 
e k= e Y 
36 [Er ron s er =e 
Cálculo de integrais 
Calcule as integrais dos Exercícios 39-50. 
e' dt cos y dy 
SAA 41. — iUt dir E 
39. [ж +Зе' +2 ls +seny — 6 


Ш 57. 
40. fé + 2e? — е! de 42. | sen 0 do H 


25-51 cos? 9 + cos0 — 2 


(x — 2P tg ! (2х) — 12х3 — 3x 58. 
(4x2 + 1)(х — 2)? 


” ЇР + 1) tg” (3х) + 98 + x 
` (9x? + 1)(х + 1)? 
45 / Li 48 / ї ж 
x3⁄2 — Мх х\/х + 9 
1 1 
o ii 49. J i g 
la = 1) Vx x(x* + 1) T 59 
. . 3 
(Dica: seja x = ие.) (pia: multiplique por £.) 
47. J Мух +1 | 1 4 
x & 5% d (xŠ + 4) il 


(Dica: faga x + 1= u?.) 


Problemas de valor inicial 


Nos Exercícios 51-54, resolva os problemas de valor inicial deter- 
minando x em fungáo de /. 


Я.(2-32)2-1 (2, x3) =0 
52. (314 + 41? + р& =2V3, x(1) = -rV3/4 


53, (2 + 209 = х +2 ((x > 0), x(1)=1 


54. (DE +1 (t>-1), x(0) = 0 Я о. 
Aplicacóes e exemplos 


Nos Exercícios 55 e 56, determine o volume do sólido gerado pela 
rotagáo da regiào sombreada em torno do eixo indicado. 


55. О еіхох 


(0,5, 2.68) (2,5, 2,68) 


O eixo y 


y me ==, 
Y“ GFN- 


Determine, com precisáo de 4148 casas decimais, a abscissa 
do centroide da regiáo no primeiro quadrante delimitada pelo 


eixo x, pela curva y = tg ! x e pela reta x = МЗ. 


Determine, com precisáo de duas casas decimais, a abscissa 
do centroide dessa regiáo. 


y 


3, 1,83 
( ) „= 4Х + 135—9 


x? + 2x2 — 3x 


(5, 0,98) 


. Difusão social As vezes, sociólogos usam a expressão “difu- 


sáo social” para descrever o modo como a informagáo se espa- 
lha por uma população. A informação pode ser um boato, uma 
novidade cultural ou notícias sobre uma inovação técnica. Em 
uma população suficientemente grande, o número de pessoas 
x que têm a informação é tratado como uma função derivável 
do tempo /, e a taxa de difusão, dx/dt, é supostamente propor- 
cional ao número de pessoas que têm a informação multiplica- 
da pelo número de pessoas que não a têm. Isso leva à equação 

dx 

= = kx(N — x), 

di ( ) 
onde N é o número de pessoas na população. 
Suponha que / seja medido em dias, k = 1/250 e que duas pes- 
soas deram início a um boato no momento / = 0 em uma popu- 
lação de N = 1000 pessoas. 
a. Determine x como função de t. 
b. Quando metade da população terá ouvido o boato? (Esse é o 

momento em que o boato se espalhará mais rapidamente.) 


Reações químicas de segunda ordem Muitas reações quí- 
micas são o resultado da interação de duas moléculas que so- 
frem modificação para produzir um novo produto. A veloci- 
dade da reação depende, em geral, da concentração dos dois 
tipos de moléculas. Se a é a quantidade da substância 4 e b é 
a quantidade da substância В no tempo ѓ = 0, sendo x a quanti- 
dade do produto no instante /, então a velocidade de formação 
de x pode ser dada pela equação diferencial 


E — ka -Db — х), 


ou 
1 ах 


(a—x(b—x)d ^ 


onde k é uma constante para a reação. Integre ambos os lados 
dessa equação para obter uma relação entre x e г (a) sea = be (b) 
se a * b. Em ambos os casos, considere que x = 0 quando г = 0. 
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8 5 | Tabelas de integrais e sistemas de álgebra computacional 


Nesta segáo, discutiremos como usar as tabelas e os sistemas de álgebra com- 
putacional para calcular integrais. 


Tabelas de integrais 


Na parte final deste livro, após o índice, é fornecida uma “Breve tabela de 
integrais”. (Tabelas mais extensas aparecem em compilações que contêm milhares 
de integrais, como a CRC Mathematical Tables.) As fórmulas de integração são ex- 
pressas em termos das constantes a, b, с, m, n e assim por diante. Essas constantes 
normalmente podem assumir qualquer valor real e não precisam ser inteiras. Limi- 
tações ocasionais de seus valores são demonstradas com as fórmulas. Por exemplo, 
a Fórmula 21 exige л 2-1, e a Fórmula 27 requer n 4 2. 

As fórmulas também pressupõem que as constantes não assumem valores que 
requeiram divisões por zero nem raízes pares de números negativos. Por exemplo, a 
Fórmula 24 assume a 2 0, e as fórmulas 29а е 29b não podem ser usadas, a menos 
que P seja positivo. 


EXEMPLO 1 Determine 
/ x(2x + 5) dx. 


Solução Usamos a Fórmula 24 da parte final do livro (nào a 22, que requer n #—1): 


[meinen +С. 
а 


Com a =2 е b = 5, temos 


TECE: 51а = 5 – Зар [2x + 5| + C. 
EXEMPLO 2 Determine 
/ ах 
xV2x — 4 


Solucáo Usamos a fórmula 29b: 


/ ах e Ly! [ax -b | c 
xVax = b Vb 5 


Com a = 2e b = 4, temos 
dx 2 „ү [2x4 _ 2-2 
= tg + C = tg +С, 
J va У 4 ү 2 


EXEMPLO 3 Determine 


f: sen ! x dx. 


Solução Começamos pela utilização da Fórmula 106: 


n+1 Е а х"! ах 


Зи 1 371 eh 


n*-l. 
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Comn=1lea=l,temos 


1 DRE, 1 х? ах 
xsen xdx sen x 


2 2 Ais 


Em seguida, usamos a Fórmula 49 para determinar a integral à direita: 
2 


2 
/ 4172-3395 © sen! (z) ¿va х + С. 


Сота = 1, 


x? dx 1 -1 1 2 
sen x ХУ1--3540, 
41-22 2 2 


O resultado combinado 6 


2 
| m sen! x Les lxvi Z +c) 


2 


2 
= e = Dar + АЙ = х + C'. 


Fórmulas de redução 


Às vezes, o tempo necessário para integrações repetidas por partes pode ser 
encurtado por meio da aplicagáo de fórmulas de redugáo como 


nz = 1 jt" x = Јата 


Гоу dx = x(In x)” — 7 (In x^^! dx 


n=l ml 


sen" x cos 
[orm =W A 


m+n 


п-1 = 
+ ЇЇ: 2 x cos" x dx (n * —m). 


m+n 


Por meio de repetidas aplicações de tal fórmula, podemos finalmente expressar 
a integral original em termos de uma potência baixa o suficiente para ser calculada 
diretamente. O exemplo a seguir ilustra esse procedimento. 


EXEMPLO 4 Determine 


J tg? x dx. 


Solução Aplicamos a Equação 1 com n = 5 para obter 


fe iu - | «ха, 


Em seguida, aplicamos a Equação 1 novamente, com n = 3, para calcular a 
integral restante: 


fera = lux = fera = iux + In |cosx| + C. 


O resultado combinado é 


n = HE = qux = In |cosx| + C'. 


Como sua forma sugere, as fórmulas de redução são derivadas por meio da 
integração por partes. (Veja o Exemplo 5 na Seção 8.1) 


(1) 


(2) 


(3) 
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Integracáo com um SAC 


Uma grande vantagem dos sistemas de álgebra computacional é sua capacidade 
de integrar simbolicamente. Isso é realizado pelo comando integrar específico de 
cada sistema (por exemplo, int no Maple, Integrate no Mathematica). 


EXEMPLO 5  Suponha que vocé deseja calcular a integral indefinida da fungáo 
f(x) = х2Ма? + x2. 
Usando o Maple, você primeiro define ou nomeia a função: 
> f:= x^2* sqrt (a^2 + x^2); 
Depois, vocé usa o comando integrar sobre f, identificando a variável de inte- 
gração: 


> int(f, x); 
O Maple responde 


qua + 0200 — ахуй + x - фа (x + a? + х2). 
Se você quiser ver se a resposta pode ser simplificada, insira 
> simplify(%) 
O Maple responde 


Larva +x? + Leva + y? — a! In (x + Va? + x*). 


Se você quer a integral definida para 0 € x € 7/2, pode usar o formato 
> int(f, x = 0..Pi/2); 
O Maple retornará a expressáo 


2 2 28/5 21 2 2 2) l 
64 7 (4a + m^) 324 T 4a + т + а In (2) 


2114 2 2ү,.1 4 2 
84 In (= + Vida? + т ) + 164 In (a^). 
Vocé também pode encontrar a integral definida para um determinado valor da 
constante a: 
> а= l; 
> int(f, x = 0..1); 


O Maple retorna uma resposta numérica 


3 1 
ЗУ? + sih (2 = 1). à 
EXEMPLO 6 Use um SAC para determinar 


/ sen? x cos? x dx. 


Solucáo Com o Maple, temos a entrada 
> int ((sin^2)(x) * (cos^3)(x), x); 


com o retorno imediato 


= а (x) cos (x)* + L сор (x} sin(x) + 2 sin(x). 
5 15 15 
Sistemas de álgebra computacional variam na forma como processam integra- 
ções. Usamos o Maple nos Exemplos 5 e 6. Mathematica teria retornado resultados 
um pouco diferentes: 
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1. No Exemplo 5, se inserirmos 
In [1]:= Integrate [x^2 * Sqrt [a^2 + x^2], x] 


Mathematica retorna 


2 3 
Out [1]= Ма? + х? (ss + =) - La'Log [x + а? + x1] 


4 8 


sem que um resultado intermediário tenha de ser simplificado. A resposta é se- 
melhante à Fórmula 22 das tabelas de integrais. 


2. A resposta do Mathematica para a integral 


In [2]:= Integrate [Sin[x]^2 * Cos [x]/3, x] 


do Exemplo 6 é 


in[x] 
8 


Out [2] ag Sin[3 x] — ду Sin[5x] 


o que difere da resposta do Maple. Ambas as respostas estào corretas. 


Apesar de o SAC ser muito poderoso e nos ajudar a resolver problemas difíceis, 
cada um tem suas próprias limitações. Há situações em que o SAC pode até mesmo 
complicar ainda mais um problema (no sentido de produzir uma resposta extrema- 
mente difícil de utilizar ou interpretar). Observe também que nem o Maple nem o 
Mathematica retornam uma constante arbitrária +С. Por ошто lado, um pouco de 
raciocínio matemático de sua parte pode reduzir esse problema a outro, um com o 
qual seja fácil de lidar. Oferecemos um exemplo no Exercício 67. 


Integrais nào elementares 


O desenvolvimento de computadores e calculadoras que determinam primiti- 
vas pela manipulação simbólica levou a um renovado interesse na determinação de 
quais primitivas podem ser expressas como combinações finitas de funções elemen- 
tares (as funções que estamos estudando) e as que nào podem. Integrais de funções 
que não possuem primitivas elementares são chamadas de integrais não elementa- 
res. Elas exigem séries infinitas (Capítulo 10) ou métodos numéricos para o seu cál- 
culo, que geram apenas uma aproximação. Exemplos de integrais não elementares 
incluem a função erro (que mede a probabilidade de erros aleatórios) 


2 * q 
erf (x) -2f e" dt 
Vr Jo 


e integrais como 


[ 52 e IS + x! dx 


que зигрет na engenharia е na física. Essas e algumas outras como 


e* es 1 sen x 
ПЕ fe ) dx, Ја nn k= 
[v^ — К?зе хах, | 0«k«1, 


parecem tào fáceis que somos tentados a experimentá-las apenas para ver em que 
resultam. No entanto, pode ser provado que nào há maneira de expressar essas in- 
tegrais como combinações finitas de funções elementares. O mesmo se aplica a 
integrais que podem ser mudadas para esta por substituição. Todos os integrandos 
possuem primitivas, como consequéncia do Teorema Fundamental do Cálculo, Par- 
te 1, porque sáo contínuas. Porém, nenhuma das primitivas é elementar. 

Nenhuma das integrais a ser calculadas neste capítulo entra nessa categoria, 
mas as integrais náo elementares podem ser encontradas em outros trabalhos. 
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Uso де tabelas de integrais 
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39. 


Use a tabela de integrais ao final do livro para calcular as integrais 


dos Exercícios 1-26. 
dx 
x Хүх-3 
| ах 
» xVx +4 
xdx 
3. R$ 


x dx 


* fa 
5. Језа 


6. + 5) ах 


dx 
Tt. xV7 + х? 
dx 
E 
13. 4—= 


Substituição e tabelas de integrais 


[М-ва 40. pa V2x — x? dx 


Uso de fórmulas de redução 


14. 


/ Vx? — 4 
шинг жин 


Nos Exercícios 41-50, use fórmulas de redugáo para calcular as 
integrais. 


15. fe cos 3t dt 41. EL 46. fscogtra 
16. c» 42. | 8cos'2ztdt 
Ї sen 41 dt / 47. / НЕ A 
17. f cos ! x dx 43. n 20 cos? 20 do 48. / 3 sec! 3x dx 
18. n tg! хах 44. J 2sen? t sec t dt 49. / 5 
cossec’ x dx 
19. fe tg! x dx 45. / 4 tg 2x dx 50. 1 16x2(In x? ах 
20. | ux dx Nos Exercícios 51-56, calcule as integrais fazendo uma substituigáo 
х (possivelmente trigonométrica) e, em seguida, aplique uma fórmula 
de redução. 
21. / sen 3x cos 2x dx 
MEZ 
51. fese- а a n / 4у 
22. [= 2х cos 3х dx * Jo (1 = y2)5⁄2 
! cosse? VO 2,2 — yn 
23; [ев Arsen dt 52. № do 55. ) — 
24 7 Эрээ уз _ 
- [зепузепе dt 53. / 2 Vx? + ldx 56. : (+177 
25. [io 40 — 
3 4 Aplicacóes 
26. / cos $ cos 70 do 57. Área de superfície Determine a área da superfície gerada 


58. 


Nos Exercícios 27-40, utilize uma substituigáo para transformar a 


integral em outra que vocé possa encontrar na tabela. Em seguida, 


calcule a integral. 


27 ја + x + lk 
J EIPS 
2 
x^ бх 
5—5 Ф 
48: (5 + 3) j 
29. / sen! Vx dx 
33. (КО — sem t dt, 
/ а 
5, ter V4 — sen? t 


dy 
35: /—% + (шу)? 
36. fe Vy dy 


Ha. 


0 < í < z/2 62. 


l 
= le 
37. J] == 


(Dica: complete o quadrado.) 


ê 
=====0% 
38 / Vx? — 4x + 5 


. Centroide 


pela rotagáo da curva y = Vx2+2,0 < x= у, em torno 
do eixo x. 


Comprimento de arco Determine o comprimento da curva 
y=2,0<x< 172773 
Determine o centroide da regiáo delimitada no pri- 


meiro quadrante pela curva y = 1/Vx + 1 e pela reta x = 3. 


. Momento em torno do eixo y Uma placa fina de densi- 


dade constante ó = 1 ocupa a regiáo delimitada pela curva 
y = 36/(2x + 3) e pela reta x = 3 no primeiro quadrante. Deter- 
mine o momento da placa em torno do eixo y. 


Use a tabela de integrais e uma calculadora para determinar, 
com precisáo de duas casas decimais, a área da superfície gera- 
da pela rotação da curva y = x2, -1 < x € 1, em torno do eixo x. 


Volume A supervisora do departamento de contabilidade de 
sua empresa pediu a vocé que encontrasse uma fórmula para 
o cálculo do estoque de gasolina nos tanques da empresa no 
fim do ano que pudesse ser utilizada por ela em um programa 
de computador. Um tanque típico tem a forma de um cilindro 
circular de raio r e comprimento L montado horizontalmente, 
como mostramos a seguir. Os dados chegam ao escritório de 
contabilidade como medidas de profundidade tiradas com uma 
vara de medicáo na vertical, marcada em centímetros. 
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a. Mostre, na notacáo da figura, que o volume de gasolina que 


enche o tanque a uma profundidade d é 
-r+d 
V=2L Vr? — y? dy. 
= 
b. Calcule a integral. 


y 


— Vara de medição 


d = Profundidade 
da gasolina 


63. Qual é o maior valor que 


b 
| Vx — x2 dx 


pode ter para quaisquer a e b? Justifique sua resposta. 
64. Qual é o maior valor que 


b 
| xV2x — x? dx 
a 


pode ter para quaisquer a e b? Justifique sua resposta. 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 65 e 66, use um SAC para efetuar as integrações. 


b. Jena e. EL 


65. Calcule as integrais 


a. n 


Integracáo numérica 


8.6 


66. 


67. 


d. Que padráo vocé observa? Determine a fórmula para 
x^ In x dx e depois confira se ela está correta calculando-a 
com um SAC. 
e. Qual é a fórmula para ї! x" In x dx, п > 1? Confira a respos- 
ta com um SAC. 


Calcule as integrais 
эх dx b. Inx dx с. Inx dx. 
X х х 


4. Que padráo vocé observa? Determine a fórmula para 


`1пх 
“rdi 
E 
e depois confira se ela está correta calculando-a com um 


SAC. 
е. Qual é a fórmula para 


Verifique sua resposta usando um SAC. 
a. Use um SAC para calcular 


2 
sf sen” x & 
o ѕеп”х + cos"x 


onde л é um número inteiro positivo arbitrário. O seu SAC 
pode determinar o resultado? 

b. Em seguida, defina a integral quando n = 1, 2, 3, 5 e 7. Co- 
mente a complexidade dos resultados. 

€. Agora substitua x = (7/2) — u e some a nova integral com a 
antiga. Qual será o valor de 


2 
7/2 зєйх de? 
o Sen'x +cos'x ` 


Este exercício ilustra como uma pequena engenhosidade 
matemática resolve um problema que não pode ser solucio- 
nado imediatamente por um SAC. 


As primitivas de algumas funções, como sen (х2), VIn x e V1 + x* nào tém 


fórmulas elementares. Quando nào conseguimos determinar uma primitiva viável 
para a função f que precisamos integrar, dividimos o intervalo de integração, subs- 
tituímos f por um polinómio ajustado bem próximo de fem cada subintervalo, inte- 
gramos os polinômios e somamos os resultados para aproximar a integral de f. Esse 
procedimento é um exemplo de integragáo numérica. Nesta segáo, estudaremos dois 
métodos, a regra do trapézio e a regra de Simpson. Em nossa apresentação, assu- 
mimos que f seja positiva, mas o ünico requisito é que seja contínua ao longo do 
intervalo de integracáo [a, 5]. 


Aproximacóes por trapézios 


A regra do trapézio para o valor de uma integral definida se baseia na aproxi- 
magáo da regiáo entre uma curva e o eixo x com trapézios em vez de retángulos, 
como vemos na Figura 8.7. Não é preciso que os pontos da subdivisão xç, Хү, Xy ..., 
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y = f@) 


Área do trapézio 
301 + yx 


ху=а х Хэ HA Xn-1 Х„=Ь 
x 


FIGURA 8.7 А regra do trapézio aproxima pequenos 
trechos da curva y = f(x) por segmentos de reta. Para 
aproximar a integral de / de a até Б, somamos as áreas 
dos trapézios obtidos ligando as extremidades dos 
segmentos com о eixo x. 


x, na figura estejam uniformemente espaçados, mas a fórmula resultante será mais 
simples se isso acontecer. Por isso, consideramos o comprimento de cada subinter- 
valo como 


b=a 
m 


O comprimento Ах = (b — a)/n recebe o поте de tamanho do passo ou tama- 
nho da malha. A área do trapézio que fica acima do i-ésimo subintervalo é 


й-1 + Yi A 
ar( >”) = F Ot ty), 


onde y, = f(x, |) e v, = f(x). Essa área é o comprimento Ax da “altura” horizontal 
do trapézio vezes a média de suas duas “bases” verticais. (Veja a Figura 8.7.) A área 
abaixo da curva y = f(x) e acima do eixo x é, entáo, aproximada pela soma das áreas 
de todos os trapézios: 


T- 1 Ov + y¡)Ax + ioi + у))Ах tee 


+} Que + ул-аА)Ах + y Он + pu) Ar 


Ах ЁС tyctyt + упр + 15) 


АХ, + 2y1 + 2y2 t 2y- + ym), 


onde 
yo = f(a), у = fı), ess Yna = flan)» уһ = f(b). 


A regra do trapézio diz: use T para estimar a integral de f; de a até b. 
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FIGURA 8.8 A aproximação por trapézios 
da área sob o gráfico de y = х2, de x= 1 
até x = 2, é ligeiramente superestimada 
(Exemplo 1). 


х 


N Bla ыс Blu — 


FIGURA 8.9 A regra de Simpson 
aproxima pequenos trechos da curva 
com parábolas. 


Regra do trapézio 


Para aproximar p в f(x) dx, use 


T = & (v F 2у\ + 2у› цэнийг 2 2ун-1 +), 


Os y sáo os valores de f nos pontos da partigáo 


Xo = a,xi = а + Ах, = а + 2Ax,... ,Xn-1 = a + (n — 1)Ax, x, = b, 


onde Ах = (b — a)/n. 


"E : 2 2 
EXEMPLO 1 Use a regra do trapézio com n = 4 para estimar T х dx. Compare a 
estimativa com o valor exato. 


Solução Divida [1, 2] em quatro subintervalos de comprimentos iguais (Figura 8.8). 
Depois, calcule y = x? em cada ponto da partição (Tabela 8.2). 

Utilizando esses valores de y, n = 4 e Ax = (2 — 1)/4 = 1/4 na regra do trapézio, 
temos 


T- B б» + 2у + 2y + 2y; + ») 
— | 25 36 49 
=1 (1 + 26) +2 (2) + 163) +4) 
= BS 
=зу= 2,34375. 


Como a parábola tem concavidade para cima, os segmentos de aproximagáo 
ficam acima da curva, dando a cada trapézio uma área um pouco maior do que a 
faixa correspondente sob a curva. O valor exato da integral é 


2 312 
Dm | = $ o liz 
ЕСЕ 33 3 


A aproximação de T superestima a integral em cerca de meio por cento de seu va- 
lor real de 7/3. A porcentagem de erro é (2,34375 — 7/3)/(7/3) = 0,00446, ou 0,446%. ` 


Regra de Simpson: aproximacóes com o uso de parábolas 


Outra regra para aproximar a integral definida de uma função contínua consiste 
em usar parábolas em vez dos segmentos de reta que formam trapézios. Como ante- 
riormente, dividimos o intervalo [a, b] em п subintervalos de mesmo comprimento 
h= Ах = (b — а)/п, mas dessa vez exigimos que n seja um número par. Em cada par 
consecutivo de intervalos, aproximaremos a curva y = f(x) > 0 por uma parábola, 
como mostra a Figura 8.9. Uma parábola típica passa por trés pontos consecutivos 
(х; p Y; s Op Y) € (x; 4 р Y ¡4 р) na curva. 

Calcularemos a área sombreada sob uma parábola que passa por trés pontos 
consecutivos. Para simplificar nossos cálculos, primeiro consideraremos o caso em 
que x, = —h, x, = 0 e x, = h (Figura 8.10), onde h = Ax = (b — a)/n. A área sob a 
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y parábola será a mesma se deslocarmos o eixo y para a esquerda ou para a direita. 
A parábola tem uma equacào de forma 


h, yo) у= А2 + Bx + C, 


у= Ах2 + Bx + C 


portanto, a área sob ela de x =—h até x = h é 


h 
Ар = (Ax2 + Bx + C)dx 
—һ 


2 
s" AP RÉ o 
3 2 -h 
FIGURA 8.10 Ao integrar de —/ até h, 24h3 h 
descobrimos que a área sombreada é == t 2Ch = 3 (24h? + 6С). 
200 + 4у + y). 
Como a curva passa pelos trés pontos (~h, уу), (0, y,) e (h, y,), também temos 
yo7"AP-Bh*C, у=С, у, АА 48 -С, 
de onde obtemos 
С = у, 
Ah? — Bh = yo — yi, 
Ah? + Bh = y, — у, 
24h? = yo + y2 — 2yı. 
Assim, expressando a área A р em termos das ordenadas y}, y, € y>, temos 
_h 2 _ Л _ Л 
Ap = 3 (24h + 6С) = 3 (Qro + ya — 2y1) + бу) = 300 + 4y + у). 
Agora, se deslocarmos a parábola horizontalmente para a posição sombreada 
na Figura 8.9, a área sob ela permanecerá a mesma. Assim, a área sob a parábola que 
passa por (xç, Уу), (Хү, у) 6 (x5, у) na Figura 8.9 ainda é 
h 
3 Оо +4 + y2). 
Da mesma forma, a área sob a parábola que passa pelos pontos (x,, у,), (Xy, Ул) 
e (xp y) é 
h 
302 + 4уз + ya). 
Calculando as áreas sob todas as parábolas e somando os resultados, temos а 
aproximação 
‚ h h 
| Јо) dx = 3 (уу + A + уз) + 3 (2 + 4уз + ya) + 
а 
Л 
+з Ono + 4-1 + Yn) 
= #( + 4у + 2уу + ys + 2ya + дуга + 4уса + yn). 
O resultado 6 conhecido como regra de Simpson. Náo é preciso que a fun- 
BIOGRAFIA HISTÓRICA ção seja positiva, como em nossa derivação, mas o número л de subintervalos 
Thomas Simpson deve ser par para que possamos aplicar a regra, pois cada arco parabólico usa 
(1720-1761) Sy dois subintervalos. 
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Regra de Simpson 


Para aproximar f" P f(x) dx, use 
A 
S= ^3 Ov + 4у + 2уу + Ays cb 2-2 + 4уһ-1 T ys). 


Os y usados 840 valores de f nos pontos da partigáo 


хо = a,x; = а + Ax,x27 а + 2Ax, ...,Xg-17 a + (n — l)Ax, x, = b. 


O número n é par e Ax = (b — a)/n. 


Observe o padrão dos coeficientes na regra anterior: 1, 4, 2, 4, 2, 4, 2,..., 4, 1. 
EXEMPLO 2 Usea regra de Simpson com n = 4 para aproximar ho 5x^ dx. 


Solucáo Divida [0, 2] em quatro subintervalos e calcule y = 5x* nos pontos da par- 


TABELA 8.3 
pa tigáo (Tabela 8.3). Em seguida, aplique a regra de Simpson com n = 4 Ax = 1/2: 
x у = 5х 
A. 
: й s= б» + 4y1 + 2y2 + Ay + ») 
7 16 =l(0+4(2) + 25) + 4(2® | + во 
6 16 16 
1 5 
á 405 = 322. 
2 16 12 
2 80 Essa estimativa difere do valor exato (32) por apenas 1/12, um erro percentual 


de menos de trés décimos de um por cento, e obtivemos isso com apenas quatro 
subintervalos. 


Análise de erro 


Sempre que usamos uma técnica de aproximagáo, a questáo que se coloca é 
o quanto a aproximagáo pode ser precisa. O teorema a seguir leva a fórmulas para 
estimar os erros quando se usa a regra dos trapézios e a regra de Simpson. O erro é 
a diferença entre a aproximação obtida pela regra e o valor real da integral definida 


La уо) dx. 


TEOREMA 1 — Estimativas de erro na regra do trapézio e na regra de 
Simpson Se f” for contínua e M for qualquer limitante superior para os 
valores de |f "| em [a, b], então o erro E, na aproximação por trapézios da 
integral de f, de a até b para n passos, satisfaz a desigualdade 


M(b — ay 


Ет| < 
181) 12n? 


Regra do trapézio 

Se f'? for contínua e M for qualquer limitante superior para os valores de |£4]| 
em [a, b], então o erro E; na aproximação da regra de Simpson da integral de 
f, de a até b para n passos, satisfaz a desigualdade 


M(b — ay 


Е$| < 
125] 180n* 


Regra de Simpson 


Para sabermos por que o Teorema 1 é verdadeiro no caso da regra do trapézio, 
começamos com um resultado de cálculo avançado, que diz que se f” for contínua 
no intervalo [a, b], entáo 


Š b-a 
/ f(x) dx = T- 55º f"(c)XAx) 
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para um número с entre a e b. Assim, а medida que Ах se aproxima de zero, o erro 
definido por 


= LESS sh 2 
Er = —”-ту^/"(с)(Ах) 
aproxima-se de zero como o quadrado de Ax 
A desigualdade 
p= ” 
[Er] = E max|/”(x)|(Ax)?, 


onde max se refere ao intervalo [a, b], fornece um limitante superior para a magni- 
tude do erro. Na prática, geralmente náo se consegue determinar o valor exato de 
max |f "(x)|, e, em vez disso, temos que estimar um limitante superior ou um valor 
do “рїог caso" para ele. Se M for qualquer limitante superior para os valores de 
|f " (x)| em [a, b], de modo que |f "(x)| € M em [a, b], então 


b 


|Ет| < E M(Ax).. 


1 


Se substituirmos (5 — a)/n para Ax, obtemos 
M(b — ap 


Ет| < 
181) 12n? 


Para estimar o erro pela regra de Simpson, comegamos com um resultado de 
cálculo avançado que diz que, se a quarta derivada f? for contínua, então 


b 
! ло) = $ — Pact ¡UNA 


para um ponto c entre a e b. Assim, quando Ax se aproxima de zero, o erro, 


Es = LEIA, 


tende a zero como a quarta poténcia de Ax. (Isso ajuda a explicar por que a regra 
de Simpson é propensa a levar a melhores resultados do que a regra do trapézio.) 
A desigualdade 
b—a 
180 


|Es| = max | f^ (x) | (Ax), 

onde max se refere ao intervalo [a, b], fornece um limitante superior para a mag- 
nitude do erro. Tal como acontece com max |f”| na fórmula do erro da regra do 
trapézio, normalmente nào conseguimos determinar o valor exato de max |f ^(x)|, e 
temos que substituí-lo por um limitante superior. Se M for qualquer limitante supe- 
rior para os valores de |f/^| em [a, b], então 
b—a 

180 


|Es| = M(Ax)*. 


Substituindo (5 — a)/n por Ax nesta última expressáo, temos 


EXEMPLO 3 Determine um limitante superior para o erro quando estimamos 


hs 5x* dx usando a regra de Simpson com n = 4 (Exemplo 2). 


Solucáo Para estimar o erro, primeiro determinamos um limitante superior M para 
a magnitude da quarta derivada de f(x) = 5x* no intervalo 0 € x < 2. Uma vez que 
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a quarta derivada tem o valor constante f(x) = 120, consideramos que M = 120. 
Com b-a=2en=4, a estimativa de erro para a regra de Simpson resulta em 
M(b = а)? 1202 | 


Es| = | 
15] 180n* 180-44 12 


Essa estimativa é consistente com o resultado do Exemplo 2. à 


O Teorema 1 também pode ser utilizado para estimar o nümero de subintervalos 
necessários quando se utiliza as regras do trapézio ou de Simpson se especificarmos 
certa toleráncia de erro. 


EXEMPLO 4 Estime o número mínimo de subintervalos necessários para aproxi- 
mar a integral no Exemplo 3 usando a regra de Simpson com um erro de magnitude 
menor do que 10 4. 


Solucáo Utilizando a desigualdade no Teorema 1, se escolhermos o nümero de 
subintervalos л para satisfazer 
M(b — ay 


-4 
180n* =з 


então o erro E,, na regra de Simpson, satisfaz [Е < 10* como requerido. 
A partir da solução do Exemplo 3, temos M = 120 e b — a = 2, por isso queremos 
n para satisfazer 


120(2)? 1 


< 
180n* 104 


ou, de forma equivalente, 


Resulta que 


Uma vez que n deve ser par na regra de Simpson, estimamos que o número 
mínimo de subintervalos necessários para a toleráncia de erro seja n = 22. А 


EXEMPLO 5 Сото vimos по Capítulo 7, о valor de In 2 pode ser calculado a 


partir da integral 
21 
In2 = | х dx. 


A Tabela 8.4 mostra valores de T e S para aproximações de | / Ч (1/х) dx usando 
vários valores de n. Observe como as aproximações da regra de Simpson são nitida- 
mente melhores do que as da regra do trapézio. 


TABELA 8.4 Аргохітас̧ӧеѕ da regra do trapézio (Т,) e da regra de Simpson (S,) de In 2 


= fe Q/3) ax 
[Errol [Errol 
а Т, menor que... 5, menor que... 


10 0,6937714032 0,0006242227 0,6931502307 0,0000030502 
20 0,6933033818 0,0001562013 0,6931473747 0,0000001942 
30 0,6932166154 0,0000694349 0,6931472190 0,0000000385 
40 0,6931862400 0,0000390595 0,6931471927 0,0000000122 
50 0,6931721793 0,0000249988 0,6931471856 0,0000000050 
100 0,6931534305 0,0000062500 0,6931471809 0,0000000004 
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Em particular, observe que, quando dobramos o valor de n (assim reduzindo ` 
pela metade o valor de h = Ax), o erro T é dividido por 2 ao quadrado, enquanto о 
erro Š é dividido por 2 elevado à quarta poténcia. 

Isso tem um efeito dramático quando Ax = (2 — 1)/n se torna muito pequeno. A 
aproximação de Simpson para л = 50 arredonda com precisão de sete casas, e, para 
n — 100, de nove casas decimais (bilionésimo)! ё 


Se f(x) for um polinómio de grau inferior a 4, entáo sua quarta derivada será 
zero e 
b—a 4 4 b=a 
Es = ——— }®(с)(Ах 
== 
Assim, não haverá erro па aproximação de Simpson para qualquer integral de 
f. Em outras palavras, se f for uma constante, uma função linear ou um polinômio 
cübico ou quadrático, a regra de Simpson fornecerá o valor exato de qualquer in- 
tegral de f, seja qual for o número de subdivisóes. Da mesma forma, se f for uma 
constante ou uma função linear, então sua segunda derivada será zero, e 


— Er == prox? = 24 ONA} = о. 


(0)(Ах)* = 0. 


А терга do trapézio fornecerá, portanto, о valor exato de qualquer integral de /. 
Isso náo é surpresa, visto que os trapézios se encaixam na curva perfeitamente. 

Embora a diminuigáo do tamanho do passo Ах reduza, teoricamente, o erro nas 
aproximações de Simpson e do trapézio, na prática isso pode falhar. Quando Ax é 
muito pequeno, por exemplo Ax = 105, os erros acumulados pelo computador e 
pela calculadora na aritmética necessária para calcular 5 e T podem se acumular de 
tal forma que as fórmulas de erro náo conseguiráo descrever o que ocorre. Reduzir 
Ax abaixo de um determinado tamanho pode realmente piorar as coisas. Embora 
esse náo seja um tópico a ser discutido neste livro, se vocé tiver problemas com ar- 
redondamento, consulte um texto sobre análise numérica para métodos alternativos. 


Ignorado 


FIGURA 8.11 Dimensões do pântano 


Jo Ringo. EXEMPLO 6 Uma cidade quer drenar e aterrar um pequeno pántano poluído (Fi- 


gura 8.11). O pántano tem uma profundidade média de 5 metros. Aproximadamente 
quantas jardas cúbicas de terra seráo necessárias para preencher a área depois que 
o pántano for drenado? 


Solução Para calcular o volume do pântano, estimamos a área da superfície e mul- 
tiplicamos o resultado por 5. Para estimar a área, usamos a regra de Simpson com 
Ах = 20 pés e os y iguais ás distáncias medidas longitudinalmente no pántano, como 
mostra a Figura 8.11. 


5 = АХ + 4yi + 2y2 + 4уз + 2y4 + 4у5 + ув) 


= 2 (146 + 488 + 152 + 216 + 80 + 120 + 13) = 8100 


O volume ё de aproximadamente (8100)(5) = 40.500 pés? ou 1.500 jardas?. " 


Exercícios 8.6 


Estimativa de integrais II. Uso da regra de Simpson 
As instruções para as integrais nos Exercícios 1-10 têm duas partes, а. Estime a integral com л = 4 passos e determine um limitante 
uma para a regra do trapézio e uma para a regra de Simpson. superior рага Е. 


І. Uso da regra do trapézio 
a. Estime a integral com n=4 passos e determine um limitante 
superior para |E,|. €. Use a fórmula (|Eçl/(valor real)) X 100 para expressar |Ë J 
b. Calcule a integral diretamente e determine |E;]. como uma porcentagem do valor real da integral. 


с. Use a fórmula (|E,|/(valor real)) х 100 para expressar |E} : 8 Е 
сото ита porcentagem do valor real da integral. 1. 1 шан 2 1 Vus рах 


b. Calcule a integral diretamente e determine |E j. 
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1 
3. / (х2 + 1) dx 
=] 
0 
4. / (x? — D dx 
-2 
2 т 
5. / (2 + Dat 9. / sent dt 
0 0 
1 1 
6. / (0-1) dt 10. Í «ама 
Ё 0 


Estimativa do número de subintervalos 


74 

L fla 
ia” 
4 

T m 
x (s— IY 


Nos Exercícios 11-22, estime o nümero mínimo de subintervalos ne- 
cessários para aproximar as integrais com um erro de magnitude infe- 
rior a 10* pela (a) regra do trapézio е (b) pela regra de Simpson. (As 
integrais dos Exercícios 11-18 sáo as mesmas dos Exercícios 1-8.) 


5 a 
11. f xdx 17. 3 ds 
І s 


3 
12. / (2x — D) dx 
У1 


1 

13. / (х2 + 1) dx 
-1 
0 


14. (x? — 1) dx 
-2 


2 
15. | (004 
0 


І 1 
16. 1 (0-1) dt 22. / cos (x + 7) dx 


3 
». | Vx + Idx 
0 


3 
A 
o Vx+I 


21. ] seníx + 1) dx 
0 


Estimativas com dados numéricos 


23. Volume de água em uma piscina Uma piscina retangular 
tem 30 pés de largura e 50 pés de comprimento. A tabela a 
seguir mostra a profundidade h(x) da água em intervalos de 
5 pés de uma extremidade da piscina até a outra. Estime o 
volume de água da piscina usando a regra do trapézio com 
n= 10 aplicada á integral 


50 
28! 30-Л(х) dx. 
0 


Posição Profundidade Posição Profundidade 
x (pés) h(x) (pés) x (pés) h(x) (pés) 
0 6,0 30 11,5 
5 8,2 35 11,9 
10 9,1 40 12,3 
15 9,9 45 12,7 
20 10,5 50 13,0 
25 11,0 


24. Distância percorrida А tabela a seguir mostra dados de ve- 
locidade e tempo de um carro esporte que acelera do repouso 
para 130 milhas/h. Qual a distáncia percorrida pelo carro ao 
atingir essa velocidade? (Use trapézios para estimar a área sob 
a curva da velocidade, mas cuidado: os intervalos de tempo 
variam com o comprimento.) 


Variação de velocidade Tempo (s) 
Zero a 30 milhas/h 2,2 
40 milhas/h 32 
50 milhas/h 4,5 
60 milhas/h 5,9 
70 milhas/h 7,8 
80 milhas/h 10,2 
90 milhas/h 12,7 
100 milhas/h 16,0 
110 milhas/h 20,6 
120 milhas/h 26,2 
130 milhas/h 37,1 


25. Desenho da asa О projeto de um novo avião requer um tan- 
que de gasolina com área de segáo transversal constante em 
cada asa. Apresentamos o desenho em escala de uma segáo 
transversal. O tanque deve conter 5000 Ib de gasolina, com 
uma densidade de 42 Ib/pé*. Estime o comprimento do tanque 
pela regra de Simpson. 


31319 


Yo = 1,5 рё, y, = 1,6 pé, y, = 1,8 pé. уз = 1,9 pé, 
y4 = 20 pés, ys = у = 2,1 pés Espaçamento horizontal = 1 pé 


26. Consumo de óleo na ilha de Pathfinder Um gerador movi- 
do a diesel funciona continuamente e consome óleo a uma taxa 
que aumenta de maneira gradual até que seja temporariamente 
desligado para a troca dos filtros. 

Use a regra do trapézio para estimar a quantidade de óleo con- 
sumida pelo gerador durante determinada semana. 


Taxa de consumo 


Dia de óleo (litros/h) 
Dom 0,019 
Seg. 0,020 
Ter. 0,021 
Qua. 0,023 
Qui. 0,025 
Sex. 0,028 
Sáb. 0,031 
Dom. 0,035 
Teoria e exemplos 


27. Valores úteis da funcáo seno-integral 
Si(x) = | Sen de, 
0 


é uma das muitas funções em engenharia cujas fórmulas não 
podem ser simplificadas. Não existe uma fórmula elementar 
para a primitiva de (sen r)/t. No entanto, os valores de Si(x) são 
facilmente estimados por integração numérica. 


A função seno-integral, 


“Seno integral de x” 


Embora a notação não mostre isso explicitamente, a função 
que está sendo integrada é 


a extensão contínua de (sen /)// para o intervalo (0, x]. A fun- 
gáo tem derivadas de todas as ordens em cada ponto de seu do- 
mínio. Seu gráfico é suave, e podemos esperar bons resultados 
do uso da regra de Simpson. 


28. 


29. 


a. Use o fato de que |//?| < 1 em [0, 7/2] para dar um limitan- 
te superior do erro que ocorrerá se 


7/2 
MAS sent 
si(Z) -| t dt 


for estimado pela regra de Simpson com n = 4. 
b. Estime Si(7/2) pela regra de Simpson com n = 4. 


€. Expresse o limitante de erro que vocé encontrou no item (a) 
como uma porcentagem do valor obtido no item (b). 


Função erro A função erro, 


Dojo ui 
erf (x) -2f e" dt, 
Ут Јо 


importante em probabilidade e nas teorias de fluxo de calor e de 
transmissão de sinais, deve ser calculada numericamente porque 
nào há uma expressão elementar para a primitiva de e”. 


a. Use a regra de Simpson com n = 10 para estimar erf (1). 


b. Em [0, 1], 
(e) = 12. 


Dé um limitante superior para a magnitude do erro da esti- 
mativa no item (a). 


d* 
at? 


юм b £ 
Prove que a soma T na regra do trapézio para Л, f(x) dx é uma 
soma de Riemann para f contínua em [a, b]. (Dica: use o teo- 
rema do valor intermediário para mostrar a existéncia de c, no 
subintervalo [x, ,, x,] que satisfaz f(c) = (f(x, 1) + f(x))/2.) 


. Prove que a soma 5 na regra de Simpson para J: Ч f(x) ах é uma 


soma de Riemann para f contínua em [a, b]. (Veja o Exercício 29.) 
O comprimento da elipse 
2 y? 


pn 


Integrais elípticas 


= 1 


ax 


vem a ser 


7/2 
Comprimento = «| VI — e? cos? tdt, 
0 


onde e= Va? — b?/a é a excentricidade da elipse. A integral 
nessa fórmula, chamada integral elíptica, é não elementar, ex- 
ceto quando e = 0 ou 1. 


a. Use a regra do trapézio com n = 10 para estimar o compri- 
mento da elipse quando a = 1 e e = 1/2. 

b. Use o fato de que o valor absoluto da segunda derivada de 
К) = МІ — е? cos? té inferior a 1 para determinar um li- 


mitante superior para o erro na estimativa obtida no item (a). 
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Aplicações 


32. 


33. 


34. 


35. 
36. 
37, 


O comprimento de um arco da curva y = sen x é dado por 


L -| V1 + cos? x dx. 
0 


Estime L pela regra de Simpson com n = 8. 


Sua empresa de fabricagáo de metal está tentando fechar con- 
trato para produzir folhas onduladas de metal para telhado, 
como mostramos a seguir. As secóes transversais dessas folhas 
devem se ajustar á curva 


3v 
20” 
Se as telhas devem ser moldadas a partir de folhas planas, por 
um processo que náo deforme o material, qual deverá ser a 
largura da folha original? Para descobrir, use integração nu- 
mérica para aproximar o comprimento da senoide com uma 
precisáo de duas casas decimais. 


y = ѕеп 0 = x = 20 pol. 


Folhas originais y 


Folhas onduladas 


20 х (pol.) 


37 
IX 


y = зеп у 
Sua empresa de engenharia está tentando fechar contrato para 
a construção de um túnel, como o que mostra a figura a seguir. 
O tünel tem 300 pés de comprimento por 50 pés de largura na 
base. Sua segáo transversal tem a forma de um arco da curva 
y = 25 cos (7x/50). Após a conclusão, a superfície interna do 
tünel (excluindo a pista) será tratada com um selante imper- 
meável cuja aplicagáo custa $ 1,75 por pé quadrado. Quanto 
custará a aplicagáo do selante? (Dica: use integragáo numérica 
para calcular o comprimento da cossenoide.) 


y y = 25 cos (7/50) 


x (pés) 


FORA DE ESCALA 


Determine, com precisáo de duas casas decimais, as áreas das 
superfícies geradas pela rotação das curvas nos Exercícios 35 
e 36 em torno do eixo x. 


y=senx, 0<х<т 
y =x2⁄4, 0<x<2 
Use integracào numérica para estimar o valor de 
o de 
o vVi-x 
Para referência, sen! 0,6 = 0,64350, com a precisão de cinco 
casas decimais. 


зеп 0,6 = 


. Use integração numérica para estimar o valor de 


1 
r= f Lar 
01-54 
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8.7 


FIGURA 8.12 Аз áreas sob essas curvas 
sáo infinitas ou finitas? Veremos que a 
resposta será afirmativa no caso de 
ambas as curvas. 


(a) 


»- 


Área = —2e??? + 2 


(b) 


FIGURA 8.13 (а) Área sob a curva 
у= €? no primeiro quadrante. (b) A área 
é uma integral imprópria do tipo 1. 


Integrais impróprias 


Até agora, as integrais definidas tiveram que exibir duas propriedades. A pri- 
meira, que o domínio de integracáo [a, b] seja finito. A segunda, que a imagem 
do integrando seja finita nesse domínio. Na prática, podem surgir problemas que 
impeçam o cumprimento de uma ou ambas as condições. A integral da área sob a 
curva y = (In x)/x? de x = 1 a x = oo é um exemplo de situação em que o domínio é 
infinito (Figura 8.12a). Já a integral para a área sob a curva de y = 1/ Vx entrex=0 
ex= 1 é um exemplo de situagáo em que a imagem do integrando é infinita (Figura 
8.12b). Em qualquer um dos casos, as integrais recebem o nome de impróprias e 
sáo calculadas como limites. No Capítulo 10, veremos que as integrais impróprias 
desempenham um papel importante na investigação da convergência de certas sé- 
ries infinitas. 


Limites infinitos de integração 


Considere a região infinita situada sob a curva y = e *2 no primeiro quadrante 
(Figura 8.13a). Você poderia pensar que essa região tem área infinita, mas veremos 
que o valor é finito. Atribuímos um valor a uma área da seguinte maneira: primeiro 
obtemos a área A(b) da parte da região limitada à direita por x = b (Figura 8.13b). 


b b 
A(b) = f е? dy = e] = —2e "2 +2 
0 0 


Em seguida, determinamos o limite de A(b) quando b — 00. 


lim А(5) = lim (—2e 2 + 2) = 2. 
b— o° b—o0o 


O valor que atribuímos à área sob a curva de 0 a co é 


со b 
/ e^? dx = lim | егч? dy = 2. 
0 b=00 Jo 


DEFINIÇÃO Integrais com limites infinitos de integração são integrais im- 
próprias do tipo I. 


1. Se f(x) é contínua em [a, со), então 


оо b 
f f(x)dx = Jim f f(x) dx. 


2. Se f(x) é contínua em (—oo, 5], entào 
b b 
/ Хх) ах = lim f(x) ах. 
—oo а-»-ОО/, 


3. Se f(x) é contínua em (—oo, 00), entáo 


| nj / ETT | f) dx, 


onde c é qualquer nümero real. 
Em todos os casos, se o limite for finito, dizemos que a integral imprópria 
converge e que o limite é o valor da integral imprópria. Se o limite nào existe, 
dizemos que a integral imprópria diverge. 
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Podemos demonstrar que a escolha de c na Parte 3 da definigáo náo é impor- 


tante. Podemos calcular ou determinar a convergéncia ou divergéncia de J f(x) 
dx com a escolha que for conveniente. 

Se f > 0 no intervalo de integragáo, qualquer uma das integrais na definigáo 
dada anteriormente pode ser interpretada como uma área. Por exemplo, interpre- 
tamos a integral imprópria na Figura 8.13 como uma área. Nesse caso, a área tem 
o valor finito 2. Se f > 0 e a integral imprópria diverge, dizemos que a área sob a 
curva é infinita. 


EXEMPLO 1 А área sob a curva y = (In x)/x2 de x= 1 ах = oo é finita? Se sim, 
qual é o seu valor? 


Solução Determinamos a área sob a curva de x = 1 ах = b e examinamos o limite 
quando b — со. Se o limite é finito, nós o interpretamos como a área sob a curva 
(Figura 8.14). A área de 1 a b é 


b b b Integraçào por partes com 
In x 1 LW1 ne. 
ах = ES (- 3) s / (- 1) (1) dx и = Inx, dv = dx/x”, 
J х + 1 AS du = dx/x, v = —1/x 


FIGURA 8.14 А área sob a curva é uma = 8.0 4-1. 
integral imprópria (Exemplo 1). b b 


Quando b — оо, o limite da área é 


“1 21 
| TX de = lim f 13 dx 
1 X b=>00 Јр х? 


II 
B 
| 
B 
= 
| 
>| 
+ 
y, 


І 
== 
3 
— 08 
| 
© 
+ 


. Mb | 
lim +1=0+1 ИЯ Regra de l' Hópital 
h=00 
Assim, a integral imprópria converge e a área tem o valor finito 1. 


EXEMPLO 2 Calcule 


] 7 dx 
— 1 + x? 
Solução De acordo com a definição (Parte 3), podemos escolher c = 0 e escrever 


BIOGRAFIA HISTÓRICA ° dx 0 dx ° dx 
: "m - = + r 
Lejeune Dirichlet о 1 +x? -œ 1 + x? o 1+х? 


(1805-1859) Sy 


Em seguida, calculamos cada integral imprópria do lado direito da equação citada. 


E dé _ x Ї ах 
3= lim FO 
æl +x a—-—o°Ja 1: x 


! 
a 
LE: 
13 
8 
da, 
© 
| 
8 
L 
=, 
II 
© 
| 
| 
N| 
| S a 
II 
| 
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FORA DE ESCALA 


FIGURA 8.15 A área sob a curva é 
finita (Exemplo 2). 


° dx i ^ dx 
g-— un 2 
o 1+х b—o° Jo 1 + x 


b 


: = 
ГҮ! 


т 
2 


lim (tg b 8710) = 5 0 = 


Б-»оо 


Assim, 


ph ата 
o 20207 


Como 1/(1 + x?) > 0, a integral imprópria pode ser interpretada como a área 
(finita) sob a curva e acima do eixo x (Figura 8.15). E 


E dx 
Integral I x 


A função y = 1/x é a fronteira entre as integrais impróprias convergentes e di- 
vergentes com integrandos de forma y = 1/x”. Como mostra o exemplo a seguir, a 
integral imprópria converge se p > 1 e diverge se p < 1. 


EXEMPLO 3 Para que valores de p a integral f dx/x" converge? Quando a inte- 
gral converge, qual é o seu valor? 


Solução Ѕер #1, 


os pl 
Jim [ 1 ( ii 1) per P 
яс P \b со, р<1 


porque 


0, > 1 
lim L = { Р 
b>% bP о, р<1. 


Portanto, a integral converge para o valor 1/(p — 1) se p > 1 e diverge se p< 1. 


Área = 2 — 2Va 


FIGURA 8.16 А área sob a curva é um 


exemplo de integral imprópria do tipo II. 
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Se p= 1, a integral também diverge: 


I 
B 
= 

e a 


lim (Inb — In 1) = oo, 
b—oo 


Integrandos com assíntotas verticais 


Outro tipo de integral imprópria surge quando o integrando tem uma assíntota 
vertical — uma descontinuidade infinita — em um limite de integração ou em algum 
ponto entre os limites de integração. Se o integrando f for positivo ao longo do in- 
tervalo de integração, podemos interpretar novamente a integral imprópria como a 
área sob o gráfico de f e acima do eixo x entre os limites de integração. 


Considere a regiào que está sob a curva y = 1/Vx de x = 0 a x = 1 (Figura 


8.12b) no primeiro quadrante. Primeiro, determinamos a área da porção de a até 1 
(Figura 8.16). 


A 1 
= = м] = 2 – 21. 
J Vx 7 
Entáo, determinamos o limite dessa área quando a — 07: 


1 
im, f = lim, (2 — 2a) = 2. 


a=0* a=0* 


Portanto, a área sob a curva de 0 a 1 é finita, e é definida como sendo 


= lim — = 2. 


dx 
o Vx a—0* Ja Vx 


DEFINIÇÃO Integrais de funções que se tornam infinitas em um ponto den- 
tro do intervalo de integração são integrais impróprias do tipo II. 


1. Se f(x) é contínua em (a, b] e descontinua em a, então 


b b 
Г хав lim f f(x) dx. 


2. Se f(x) é contínua em [a, b) e descontinua em b, então 


b c 
f хов tim f f(x)dx. 


3. Se f(x) é descontínua em c, onde a < c < b, e contínua em [a, с) U (c, b], 
então 


b [4 b 
oa = / Хх) ах + | f(x) ах. 


Em todos os casos, se o limite é finito, dizemos que a integral imprópria con- 
verge e que o limite é o valor da integral imprópria. Se o limite nào existe, 
dizemos que a integral imprópria diverge. 
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FIGURA 8.17 А área abaixo da curva 
e acima do eixo x para (0, 1) náo é um 
número real (Exemplo 4). 


FIGURA 8.18 О Exemplo 5 mostra que 
a área sob a curva existe (por isso, é um 


y 
^ 


b c 
— РЭЭ 


nümero real). 


Na Parte 3 da definição, a integral do lado esquerdo da equação converge se 
ambas as integrais do lado direito convergem; caso contrário, ela diverge. 


EXEMPLO 4  Investigue a convergência de 


1 
1 
| i A. 


O integrando f(x) = 1/(1 — x) é contínuo em (0, 1), mas descontínuo em x = 1 
e se torna infinito quando x — 17 (Figura 8.17). Calculamos a integral como sendo 


= lim. 1 In(1 — b) + 0] = оо. 
O limite é infinito, entáo a integral diverge. 


EXEMPLO 5 Calcule 


Ї ах 
o (х = 128" 


Solução О integrando tem uma assíntota vertical em х = 1 e é contínuo em (0, 1) 
e (1, 3] (Figura 8.18). Assim, de acordo com a Parte 3 da definigáo dada anterior- 


mente, 
"n dx Ji dx f dx 
о (x= 1PB Јо (х—-1)7 A (х – 198" 


Em seguida, calculamos cada integral imprópria do lado direito dessa equagáo. 


f BE = im Í EE. 
o (х= 125. sr Jo (x — 194 


= lim 3(x — 1)? 
jin. 36 — Dh 


= lim [3(b — 1) + 3] = 3 


I = im f dr 
1! (х= 15 este (х – 1 


= lim 3(x — 198] 
зе — DL 


= lim [363 — 1^ — a(o — 1^] = 392 


Concluímos que 


3 
| mih 
о (x — 194 


Integrais impróprias com um SAC 


Os sistemas de álgebra computacional podem calcular muitas integrais impró- 
prias convergentes. Para calcular a integral 


| — € a 
2 k- DG +1) 
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(que converge) usando Maple, insira 
> f:= (x + 3)/((х — 1) * (^2 + 1); 


Em seguida, use o comando de integração 
> int(f, x = 2..infinity); 
O Maple retorna a resposta 


-үт + In(5) + агсїап (2). 
Para obter um resultado numérico, use o comando evalf e especifique o número 
de dígitos, como mostramos a seguir: 


> evalf(%, 6); 


O símbolo % instrui o computador a calcular a última expressáo na tela, nesse 
caso (-1/2)7 + In (5) + arctan (2). O Maple retorna 1,14579. 
Ao usar o Mathematica, insira 


In [1]:= Integrate [(x + 3)/((x — 1)(x^2 + 1)), (х, 2, Infinityj] 


e obtenha 
Out [1] Эс + ArcTan [2] + Log [5]. 


Para obter um resultado numérico com seis dígitos, use o comando “N[%, 6)”; 
ele também produz 1,14579. 


Testes para convergéncia e divergéncia 


Quando náo podemos resolver uma integral imprópria diretamente, tentamos 
determinar se ela converge ou diverge. Se a integral diverge, é o fim da história. 
Se ela converge, podemos usar métodos numéricos para aproximar seu valor. Os 
principais testes para convergência e divergência são o teste da comparação direta e 
o teste da comparação no limite. 


EXEMPLO 6 А integral / ү e dx converge? 
Solução Por definição, 


ез 2 b 2 
/ е dx = lim f e* dx. 
1 Б-»со/) 


Nào podemos calcular essa integral diretamente porque ela é nào elementar. 
Mas podemos demonstrar que seu limite é finito quando b — оо. Sabemos que 
J? e= dx é uma função crescente de b. Portanto, quando b — оо, ou ela se torna 
infinita ou tem um limite finito. Ela nào se torna infinita: para cada valor de x > 1, 


FIGURA 8.19 О gráfico de e” se situa temos e” < e^ (Figura 8.19), de modo que 
abaixo do gráfico de e* para 


x> 1 (Exemplo 6). 


b b 
| ех ах = | ехах = —e b + e"! < ег! ~ 0,36788. 
1 1 


oo b 
e“ dx = lim е ах 
1 b—oo J| 


converge рага algum valor finito definido. Мао sabemos exatamente qual ё o valor, 
exceto que é positivo e menor do que 0,37. Aqui, contamos com a propriedade de 
completude dos números reais discutida no Apéndice 6. 


Assim, 
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BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Karl Weierstrass 
(1815-1897) 


A comparação de e” e e* no Exemplo 6 é um caso especial do teste a seguir. 


TEOREMA 2 — Teste de comparação direta Sejam f e g contínuas em [a, oo) 
com 0 < f(x) < g(x) para qualquer x > a. Entáo, 


со oo 
1, | f(x) ах converge se | g(x) dx converge. 
a a 


2. Í g(x) dx diverge se 1 f(x) dx diverge. 


Prova О raciocínio por trás do argumento estabelecido no Teorema 2 é semelhante 
ao do Exemplo 6. Se 0 < f(x) < g(x) para x > a, então, da Regra 7 no Teorema 2 da 


Seção 5.3, temos 


b b 
rivas | «дв, b>a. 


A partir daí, podemos afirmar, como no Exemplo 6, que 


оо oo 
Í f(x) dx converge se / g(x) dx converge. 


E a contraposição disso diz que 


f g(x) dx diverge se | f(x) ах diverge. 


EXEMPLO 7  Esses exemplos ilustram como podemos usar o Teorema 2. 


oo 
sen? x 
(a) — dx converge porque 
po Xx 


oo 
sem x 1 1 
0 = <> em [1,00) e 5 dx converge. Exemplo 3 
х? х” Ёс. 


00 
1 : 
b | dx diverge porque 
ыг Vx? — 0,1 


oo 
> 4 em [1,00) e / lax diverge. Exemplo 3 


TEOREMA 3 — Teste de comparação no limite Se as funções positivas f e 
g são contínuas em [a, со), е se 


lim == = E, 1 == = oo. 


entáo 


№) ах e | g(x) dx 


sáo ambas convergentes ou divergentes. 


FIGURA 8.20 Funções no Exemplo 8. 


ТАВЕГА 8.5 


b Р 
1-е* 
b а 


2 05226637569 
1,3912002736 

10 2,0832053156 

100 4,3857862516 
1,000 6,6883713446 
10,000 8,9909564376 
100,000 11,2935415306 
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Omitimos a prova mais avangada do Teorema 3. 


Embora as integrais impróprias das duas funções de a até oo possam ambas 
convergir, não significa que suas integrais tenham necessariamente o mesmo valor, 
como mostra o exemplo a seguir. 


EXEMPLO 8 Mostre que 


Г ах 
1 1 + x2 


converge por comparagáo com f (1/x2) dx. Calcule e compare os valores das duas 
integrais. 


Solução As funções f(x) = 1/x? e g(x) = 1/(1 + x?) são positivas e contínuas em [1, оо). 
Além disso, 


fo. 1/x2 21-32 
2 


li 
ES g(x) EA 1/1 +x?) x>% х 


im (4+1) 0+1=1, 
x>% Nx 


um limite finito positivo (Figura 8.20). Portanto, | 
1 


со 
ах 
— converge. 
) x^ 


As integrais convergem para valores diferentes, porém: 


oo 
d ME Эн 
| 2 sed Exemplo 3 


Г de _ li f dx 
im 
| 1+х? boo) 1 + x2 


= : -l -l 
= mis - Ээ p 


z Converge porque 
х 


со 
EXEMPLO 9  Investigue a convergéncia de | Anel dx. 
Л 


Solução O integrando sugere uma comparação de f(x) = (1 — e?)/x com g(x) = 1/x. 
No entanto, não podemos usar o teste da comparação direta porque f(x) < g(x) e 
porque a integral de g(x) diverge. Por outro lado, ao utilizarmos o teste da compara- 
ção no limite, descobrimos que 


dim, m dim, ( (x ) dim (1767) = 1, 


oo " 
Р CEN ES ius 1=г* 7 ыг 
que é um limite finito positivo. Portanto, | —é— dx diverge porque / = 
1 1 


diverge. Na Tabela 8.5 são apresentadas aproximações para a integral imprópria. 
Observe que não parece que os valores se aproximam de um valor limite fixado 
quando b — co. 


492 Cálculo 


Tipos de integrais impróprias discutidos nesta segáo 


LIMITES INFINITOS DE INTEGRAÇÃO: ТІРО І 


1. Limite superior 


ш ^1 
/ ПХ dx = lim | "Хас 
1 * bo] x 


3. Ambos os limites 


мг Ë rà dx 
5 = lim 
е + xº b>-c0), lx 


N 


c 
+ lim 
c=>00 Jo 


INTEGRANDO SE TORNA INFINITO: TIPO II 


4. Extremidade superior 


[Es im [5 
o (х—1)” bord (х— 1? 


5. Extremidade inferior 


Ї ах = Ta E dx 
| (х= IPB а (x — 1 


6. Ponto interior 


[ dx =f dx -f dx 
o (х= 128 o (х = 194 1 (x — 138 


Ехегсїс105 8.7 
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Identificação de integrais impróprias 


Nos Exercícios 1-34, calcule as integrais sem usar tabelas. 


TN dx 
“do x1 


1 
— == dx 
18. J sV- 


2. f & - lx 
NEL ` UNUM 
1 
з. [| & [sess 
o Vx 20; o FT. 
£ dx 0 
4 bh Vis aL en de 


= a 
Ss ae 
= 
< 5 
RE 
8 
Т 
N N 
= w 
аа 
ЫГ 
ч 
& 


1 
8. 1 dr 25. J xInx dx 
б. 0999 0 
2 1 
М / 2 dx 26. | (—In x) dx 
Ё —00 x? = 1 
2 2dx 27. ias 
10 -00 x? +4 9 Va-s T s 
© : _Ardr _ 
11 / d^ 28. Jó em 
оо 2 
2 dt 
12 | 29. 
2 t—1 1 s _ 1 
- L 2x dx 30. + 
-00 (х? + 1)? 2 E =y 
L xdx 5 dx 
MJ, (х2 + 4)3/2 ын -1 ш! 
! 041. 
15. Jj, VII ЗА 30 


ЭЭ" бо 
>= ds 
уй 35s A тт 


17 Loa « [5n 
to (l+ хумх ` Jo (x DG? + 1) 


Teste de convergéncia 
Nos Exercícios 35-64, utilize a integração, o teste da comparação 
direta ou o teste da comparação no limite para testar as integrais 
quanto à convergência. Se mais de um método puder ser aplicado, 
use o de sua preferência. 


m/2 
35. 1 tg 0 dà 38. 
0 


7/2 
36. | cotg 0 40 
0 


7 веп040 


0 Vr-0 


3T. 


o Vt sent 


1 
42. / dr (Dica: t = sent parat = 0.) 
o t— sent 


° хах 
54. = 
2 Мх”-1 


2 оо 
44. Í = 5. f 2+ E y 
0 гэж 
1 оо 
45. / In |x|dx 56. | Хз. 
-1 
! оо 
46. / —x In |х|ах 57. [2 
x 4 К =] 
47 Г & sf 
th +1 Ги hx 
оо оо 
ах 
48. | VET 59. / ё 
[Г du оо 
49. |, Vv-1 60. fm (Inx) dx 
50. f do 6l. J = 
“do 1+e 
" 1 Ve 
| ах o 
Si: Je Var 62. / = zd 
52. ! — вз. Í` 
2 x" == | бо "ET +1 
“Vx +1 
53. — i 64. —- aL AR 
1 x^ PUE E e” 
Teoria e exemplos 


65. Calcule os valores de p para os quais cada integral converge. 


2 а 7 dx 
a. b. 
1 x(Inx)^ 2 x(Inx)" 


66. |. f(x) dx pode não ser igual a lim Л, f(x) dx Mostre que 
b—oo 


7 2xdx 
o xl41 


diverge e, portanto, 


00 


2x dx 
—oo x? +1 


diverge. Depois, mostre que 


А f. 2x dx 
lim ar 
b>o Jo x^ + 1 


Os Exercícios 67-70 referem-se à герїйо infinita no primeiro qua- 
drante entre a curva y = e * e o eixo x. 


67. Calcule a área da regiáo. 


=0. 


68. Calcule o centroide da regiáo. 


69. Calcule o volume do sólido gerado pela rotação da região em 
torno do eixo y. 
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70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75: 


Calcule o volume do sólido gerado pela rotação da região em 
torno do eixo x. 


Calcule a área da regiáo que se encontra entre as curvas y = sec x 

ey=tgxdex=0ax= m/2. 

A regiáo do Exercício 71 é girada em torno do eixo x e gera 

um sólido. 

a. Determine o volume do sólido. 

b. Mostre que as superfícies interna e externa do sólido tém 
área infinita. 

Estimativa do valor de uma integral imprópria convergente 

cujo domínio é infinito 

a. Mostre que 


© 
| е dx = 
3 


e, portanto, que Je E dx < 0,000042. Explique por que 


e” < 0,000042, 


wi 


: eee аа. ЭР: 3 2 

isso significa que podemos substituir he * dx por de ë dx 

sem introduzir um erro de magnitude maior do que 0.000042. 
322 ) 

b. Calcule h € * dx numericamente. 


Lata de tinta infinita ou corneta de Gabriel Сото mostra o 
Exemplo 3, a integral f (dx/x) diverge. Isso significa que a integral 


Pra 1+ de, 
i xy RI 


que calcula a área de superfície do sólido de revolugáo gerada 
pela rotação da curva у = 1/x, 1 € x, em torno do eixo x, tam- 
bém diverge. Ao comparar as duas integrais, vemos que, para 
qualquer valor finito 5 > 1, 


Cl had A 
/ 275 127222 xd. 
y 


"e 
e ds 


0 SUN 
x 


No entanto, a integral 


LOL 


relativa ao volume do sólido converge. 
a. Calcule-a. 


b. Esse sólido de revolução é, por vezes, descrito como uma 
lata que nào tem tinta o bastante para cobrir o próprio in- 
terior. Pense nisso por um momento. O bom-senso nos diz 
que uma quantidade finita de tinta nào pode cobrir uma su- 
perfície infinita. Mas, se enchermos a corneta de tinta (uma 
quantidade finita), então teremos coberto uma superfície 
infinita. Explique a aparente contradição. 


Função seno-integral А integral 


chamada função seno-integral, tem aplicações importantes em 
óptica. 


a. Trace o gráfico do integrando (sen 1)/t para t > 0. A função 


76. 


seno-integral é sempre crescente ou decrescente? Você acha 
que Si(x) = 0 para x > 0? Confira suas respostas fazendo o 
gráfico da função Si(x) para 0 < x < 25. 


b. Verifique a convergéncia de 


“sent 
| Sent qu 
0 


Se for convergente, qual será o valor? 
Função erro A função 
“Ze 


о Ут 


chamada função erro, tem aplicações importantes em probabi- 
lidade e estatística. 


erf (x) = dt, 


a. Trace o gráfico da função de erro para 0 < x < 25. 


77. 


b. Verifique a convergência de 


оо _ 3 
Dg 


о Ут 


Se ela for convergente, qual parece ser seu valor? Vocé verá 
como confirmar sua estimativa no Exercício 41 da Segáo 15.4. 


dt. 


Distribuição normal de probabilidade A função 
1 


oV2m 


et 


fl) = 


é chamada de função densidade de probabilidade normal, com 
média qu e desvio padrão с. O número q indica onde a distri- 
buição está centralizada e o mede a “dispersão” em torno da 
média. 

A partir da teoria da probabilidade, sabe-se que 


ea = 1. 


Nos itens a seguir, considere que и = 0 e c = 1. 


a. Esboce o gráfico de f. Determine os intervalos em que f é 


78. 


crescente, decrescente e quaisquer valores extremos locais 
e onde eles ocorrem. 


b. Calcule 
/ f(x) dx 


c. Dé um argumento convincente de que 


n = 1, 


(Dica: mostre que 0 < f(x) <e*2, para x > 1, e, рага > 1, 


paran = 1,2е3. 


/ e”? dx — 0 quando b — оо.) 
b 


Mostre que, se f(x) é integrável em qualquer intervalo de nü- 
meros reais e a e b sào números reais com a < b, entáo 


a. ambas а Хбх) dx ef, E f(x) convergem se, e somente se, 


ТЭ, f(x)dx eJ; f(x) convergem. 


b. /5 fo) de [7 fe) dx = [^i fG) de + [° уо) dx 
quando as integrais envolvidas convergem. 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 79-82, utilize um SAC para explorar as integrais para 
vários valores de р (incluindo valores náo inteiros). Para quais valores 
de p a integral converge? Qual é o valor da integral quando ela conver- 
ge? Trace o gráfico do integrando para vários valores de p. 


Capítulo 


1. Qual é a fórmula para a integragáo por partes? De onde ela é 
deduzida? Por que vocé poderá querer usá-la? 


"p 


Ao aplicar a fórmula de integração por partes, como você es- 
colhe u e dv ? Como você pode aplicar a integração por partes 
a uma integral de forma 1 Л (х) ах? 


t 


Se um integrando é um produto de forma sen” x cos” x, onde 
m е п sào inteiros nào negativos, como уосё resolve a integral? 
Dë um exemplo especifico de cada caso. 


> 


Quais substituigóes sào feitas para calcular integrais de 
Sen mx sen nx, sen mx cos nx ë cos mx cos nx? Dë um exemplo 
de cada caso. 


Ф 


Quais substituições são por vezes utilizadas para transformar 
integrais que envolvem Va? — х2, Va? + x? e V — a? 
em integrais que podem ser calculadas diretamente? Dé um 
exemplo de cada caso. 


Р 


Quais restrições podem ser colocadas sobre as variáveis envol- 
vidas nas trés substituições trigonométricas básicas para ga- 
rantir que as substituições sejam reversíveis (tenham inversas)? 


Qual é o objetivo do método de frações parciais? 


@ = 


Quando o grau de um polinómio f(x) é menor do que o grau 
de um polinómio g(x), como vocë escreve f(x)/g(x) como uma 
soma de fracóes parciais se g(x) 

a. for um produto de fatores lineares distintos? 
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Exercícios práticos 


Integracáo por partes 


Nos Exercícios 1-8, calcule as integrais usando integração por partes. 


1. [те + 1) dx 5. n 1)?е* dx 


2. EL 6. ET = x) dx 


$; [€ 3x dx 7. [^ 


8. / ееп 3x dx 


Calcule ав integrais dos Exercícios 9-28. Talvez seja necessário uti- 
lizar uma substituição primeiro. 


o | хах 
` J x2— 3x + 2 


% [as - Fs 
")Jx3+4+3 ` J хїх-1) 


Fracóes parciais 
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е oo 
x? In x dx 81. f x? In x dx 
0 


SS 835 


оо оо 
x? In x dx 82. 1 x? In |х|ах 
оо 


Questóes рага guiar sua revisáo 


b. consistir em um fator linear repetido? 
€. contiver um fator quadrático irredutível? 
O que vocé faz quando o grau de f náo é menor do que o grau 
de g? 

9. Como as tabelas de integrais sào usadas normalmente? O que 
vocé faria se uma integral que deseja calcular nào estivesse na 
tabela? 


10. O que é uma fórmula de redugáo? Como as fórmulas de redu- 
ção são usadas? Dé um exemplo. 


11. Vocé está colaborando para produzir um pequeno manual do 
tipo “como fazer" sobre integragáo numérica e está escrevendo 
sobre a regra do trapézio. (a) O que vocé diria sobre a regra em 
si e como usá-la? Como obter precisão? (b) O que você diria se 
escrevesse sobre a regra de Simpson? 

12. Como vocé compararia os méritos relativos da regra de 
Simpson e da regra do trapézio? 

13. O que é uma integral imprópria do tipo I? E do tipo II? Como 
os valores dos vários tipos de integrais impróprias são defini- 
dos? Dé exemplos. 


14. Quais testes estão disponíveis para determinar a convergência 
e a divergéncia de integrais impróprias que nào podem ser re- 
solvidas diretamente? Dé exemplos do seu uso. 

sen Ө do xX + x2 
БОГ ara ——— — d 

tg J a. | 37 6 

cos 0 40 x1 

м. |. 2 / 3 f: 

3? + 4х + 4 хі + 42 
мон [fis 
x + x a. х + dx + 3 
4x dx 2x? + x? — 21x + 24 
IF + 4x m AER ST ши 
17 [E v+3 x / dx 
. 3 e | ——— 
2w = es х(33 /x + 1) 
(3v — 7)d 
já. / EM 08-18 „г & _ 
(v — Dlv — 2)(v — 3) x(1 E xA) 
ds 
27. [-——— 
" I x [3 
20. J 23 28 / de 
үле eJ Veri 
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Substituicóes trigonométricas 


Calcule as integrais dos Exercícios 29-32 (a) sem usar uma substi- 
tuigáo trigonométrica e (b) usando uma substituicào trigonométrica. 


_ yy 31 [E 
29. J vie ` J der 
tdt 
30, ] -225- 2 | ——— 
V4 + x? V4t^—1 


Calcule as integrais dos Exercícios 33-36. 


x dx dx 
эз. | == p 38 
[I 35 ts 


dx dx 
ч {= = x) 36: Fa = х? 
Integrais trigonométricas 
Calcule as integrais dos Exercícios 37-44. 


3 4 
37. [9 хсов x dx 4. [m 60 40 


38. / cos? x se? x dx 42. / cos 30 cos 30 do 


39. 1 te? х sec? x dx 


43. [v + cos (1/2) dt 


3 4 
40. fe xsec x dx 44. fes Ag? е! +14 


Integracáo numérica 


45. De acordo com a fórmula que limita o erro para a regra de 
Simpson, quantos subintervalos vocé deve usar para ter certe- 
za de estimar o valor de 


91 
n3- Í Yz 
E 


pela regra de Simpson com um erro de não mais que 104 em 
valor absoluto? (Lembre-se de que, na regra de Simpson, o 
número de subintervalos deve ser par.) 


46. Um breve cálculo demonstra que, se 0 < x < 1, então a segunda 


derivada de f(x) = МІ + x^ fica entre 0 e 8. Com base nisso, 
diga quantas subdivisões serão necessárias, aproximadamente, 
para estimar a integral de f de 0 até 1 com um erro nào superior 
a 10 3 em valor absoluto usando a regra do trapézio? 


47. Um cálculo direto mostra que 


т 
| 25еп хах = т. 
0 


Quão próximo desse valor você chega usando a regra do tra- 
pézio com n = 6? E a regra de Simpson com n = 6? Experi- 
mente e descubra. 


48. Vocé planeja usar a regra de Simpson para estimar o valor da 


integral 
f I f(x) ах 
1 


com uma magnitude de erro inferior a 10%. Você determinou 
que |£W(x)| < 3 ao longo do intervalo de integração. Quantos 
subintervalos você usaria para garantir a precisão exigida? 
(Lembre-se de que, na regra de Simpson, o número precisa 
ser par.) 


Ed 49. Temperatura média Use a regra de Simpson para aproxi- 
mar o valor médio de temperatura da fungáo 
= 27 = 
f(x) = 37 sen (2 (х 101)) +25 
para um ano de 365 dias. Essa é uma forma de estimar a tem- 
peratura média anual do ar em Fairbanks, no Alaska. O Servi- 
go Nacional de Meteorologia apresenta uma média numérica 
oficial da temperatura média diária do ar para o ano de 25,7ºF, 
ligeiramente maior do que o valor médio de /(х). 


50. 


Calor específico de um gás О calor específico C, é a quan- 
tidade de calor necessária para elevar a temperatura em 1?C 
de determinada massa de gás com volume constante, medida 
em са!/”С-то! (calorias por grau centigrado por mol). O calor 
específico do oxigénio depende de sua temperatura 7 e satis- 
faz a fórmula 


С,= 827 + 105 (267 - 1,8772). 


Use a regra de Simpson para determinar o valor médio C, para 
20 C < T < 675°C e a temperatura em que ele é atingido. 


51. Eficiéncia do combustível Um computador de bordo for- 
nece uma leitura digital do consumo de combustível em ga- 
lóes por hora. Durante uma viagem, um passageiro registrou o 
consumo de combustível do veículo a cada 5 minutos durante 
uma hora. 

Tempo Gal/h Tempo Gal/h 
0 2,5 35 2,5 
5 2,4 40 2,4 
10 2,3 45 2,3 
15 2,4 50 2,4 
20 2,4 55 24 
25 2,5 60 23 
30 2,6 

a. Use a regra do trapézio para fazer uma aproximação do 
consumo de combustível total durante aquela hora. 

b. Se o automóvel fez 60 milhas nessa hora, qual foi a eficiên- 
cia do combustível (em milhas por galão) para aquela parte 
da viagem? 

52. Um novo estacionamento Para atender à demanda por va- 


gas, sua cidade alocou a área mostrada a seguir. Como você é 
o engenheiro da cidade, a Câmara lhe pediu para determinar se 
é possível construir o estacionamento com $ 11.000. O custo 
para limpar a área será de $ 0,10 por pé quadrado, e o custo 
para pavimentar o estacionamento será de $ 2 por pé quadrado. 
Use a regra de Simpson para descobrir se o trabalho pode ser 
feito por $ 11.000. 


Ignorado 


Integrais impróprias 


Calcule as integrais impróprias nos Exercícios 53-62. 


dx 
TE 


1 оо 
54. f In x dx 59. Í xe dx 
0 0 
2 0 
55. | dy = 60. / xe* dx 
0 (y— (y — 1? —oo 
° ав a / “оф 
56. -2 (0 + 1)3/5 "Jo 4x? + 9 
oo 
ий?” 1 ade 
57. J u? = Du 62. оо x? + 16 


Quais das integrais impróprias nos Exercícios 63-68 convergem e 
quais divergem? 


do 
ex ў VE +1 


со 2 2а 
64. f e " cos u du 67. Г e" + e* 


Эу м 
65. / YE de 
, 2 


Integracóes variadas 


Calcule as integrais dos Exercícios 69-116. As integrais estáo lista- 
das de maneira aleatória. 


xdx °” ах 
69. ЇР "EVA: x. | (x = 12 
70. fz ыг 7 77 [o + 1)d0 
3 
dx vöi IF 
Tis Jz 1)? x2— 2х +1 
72. 28 79. / sen 20 40 : 
= -2 (1 + cos 20)? 
m/2 
73. үе кай: с 3 вепх о. 80. | V 1 + cos 4x dx 
sen? х ЁЛ 
74. ¡a Р з. f хах 
cos? 0 Ma X 


82. / AE iy 
v 


pin 9 dv 
81 — vt 
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Cálculo de integrais 


Calcule as integrais nos Exercícios 1-6. 


1. | оета 
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а j dy sê f 4х? — 20x 
I у? = 2y+2 ` x*- 10 +9 
3 
xdx x 
d 
s. f TpU-— » [15 
2411 x? 
2 100. d 
яв fa +4) / l + xÉ 
2 
86. / xde dy 101. / LEY dy 
1 + x 
га 1 + x2 
87. J m 13: a, 
V9 — 42 аху 
-1 
в. Eta ws. | ve VERE a 
"а 
89. — єр o. 
[2-52 нм. | угт угтаа 
90. n (ёс / 1 
k ————— dx 
| ММ + x 
91 NES 1/2 
| y: 106. | 1+ VI = хах 
40 
92. "— v 
Insenv 107. mm 
atens o 


94. J e? V3 + 4e? do 
109. 
95 | sen 51 dt 
: 1 + (cos 51)? 110. 
96 [| 
(4 Ne - 1 11. 
dr 
97. 
1 1+ Vr 112. 


1 


- 


114. 


116. 


3 


Я / ет Мх 


3. 


108. 


1 
t J—= sas 


/ хах a, 
ТА E 


/ a 
[Eos 


In (In шаг 
lx 


a. Mostre que fi Јо) dx = Je Ha — x) dx. 


b. Use o item (a) para calcular 


senx 


1/2 
e 
/ senx + cos x 


sen х 
A —— dx 
senx + cosx 


1 — cos x 
Л + cora E 


Exercícios adicionais e avançados 


2 dx 
й x(x + Dx + 2)::: 


. E sen ! x dx 4. 


(x + т) 


115. 


2 
sen x 
J = dx 
1+ ѕеп x 


fur Vy dy 
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| dt èf dx 
51ү:-41-8 "J x +A 


Calcule os limites nos Exercícios 7 e 8. 
1 
: cost 
lim x > dt 
x0! Jy se 


q 

7. lim n sen t dt 8. 
x> Jy 

Calcule os limites nos Exercícios 9 e 10, identificando-os com inte- 

grais definidas e calculando as integrais. 


ME л К 
5 d 

9. lim 2 тп + E 10. 

Aplicações 

11. Cálculo de comprimento de arco Calcule o comprimento 
da curva 


>= f Vcos2tdt, 0 = x = 7/4. 
0 


um, > — 


12. Cálculo de comprimento de arco Calcule o comprimento 
do gráfico da fungào y = In (1 —x2), 0 < x < 1/2. 

13. Cálculo de volume А região do primeiro quadrante, delimi- 
tada pelo eixo x e pela curva y = 3x V1 — x, é girada em tor- 
no do eixo y para gerar um sólido. Calcule o volume do sólido. 


14. Cálculo de volume A regiào do primeiro quadrante, delimi- 
tada pelo eixo x, pela curva y — s/(x М5 = x ) e pelas retas x 
= 1 e x = 4, é girada em torno do eixo x para gerar um sólido. 
Calcule o volume do sólido. 


15. Cálculo de volume А região do primeiro quadrante, delimi- 
tada pelos eixos coordenados, pela curva y = e* e pela reta x = 
1, é girada em torno do eixo y para gerar um sólido. Calcule o 
volume do sólido. 


16. Cálculo de volume A regiáo do primeiro quadrante, que é 
delimitada acima pela curva y = е" — 1, abaixo pelo eixo x e à 
direita pela reta x = In 2, é girada em torno da reta x = In 2 para 
gerar um sólido. Calcule o volume do sólido. 

17. Cálculo de volume Seja R uma região “triangular” no primei- 
ro quadrante, limitada acima pela reta y = 1, abaixo pela curva 

= In x е à esquerda pela reta x = 1. Calcule o volume do sólido 
gerado pela rotação de R em torno 


a. do eixo x. b. da reta y = 1. 


18. Cálculo de volume (Continuação do Exercício 17.) Calcule 
o volume do sólido gerado pela rotagáo de R em torno 
a. do eixo y. b. da reta x =1. 

19. Cálculo de volume А região entre o eixo x e a curva 


0, x-0 
Pues. dorus 


é girada em torno do eixo x para gerar o sólido mostrado a 
seguir. 

a. Mostre que f é contínua em x = 0. 

b. Calcule o volume do sólido. 


y-xlnx 


20. Cálculo de volume А região infinita delimitada pelos eixos 
coordenados e pela curva y = — In x no primeiro quadrante é 
girada em torno do eixo x para gerar um sólido. Calcule o vo- 
lume do sólido. 


21. Centroide de uma regiào Determine o centroide da regiáo 
no primeiro quadrante delimitado abaixo pelo eixo x, acima 
pela curva y = In x e à direita pela reta x = e. 


22. Centroide de uma regiào Determine o centroide da regiáo 
no plano delimitada pelas curvas y = +(1 — x?) !? e pelas retas 
x=0ex=1. 

23. Comprimento de uma curva Determine o comprimento da 
curva y=Inxdex=1lax=e. 


24. Determinação de área da superfície Determine a área da 
superfície gerada pela rotação da curva do Exercício 23 em 
torno do eixo y. 


25. Superfície gerada por um astroide O gráfico da equação x^? + 
y = 1 é um astroide (veja a figura a seguir). Determine a área da 
superfície gerada pela rotação da curva em torno do eixo x. 


26. Comprimentodeumacurva Calculeocomprimento da curva 
= i | V/V/t — 1dt, 
1 


27. Para que valor ou valores de a 


х ах 1 
imer md |, 
| Р Td x) i 


converge? Calcule a(s) integral(is) correspondente(s). 


28. Para cada x > 0, seja G(x) = ГАС * dt. Prove que xG(x) = 1 para 
cada x > 0. 


15х5 16. 


29. Área infinita e volume finito Quais valores de p têm a 
seguinte propriedade: a área da região entre a curva y = x”, 
1 < x < оо, eo eixo x é infinita, mas o volume do sólido gerado 
pela rotagáo da regiáo em torno do eixo x é finito. 


30. Área infinita e volume finito Que valores de p têm a seguinte 
propriedade: a área da regiáo no primeiro quadrante delimitada 
pela curva y = x”, pelo eixo y, pela reta x = 1 e pelo intervalo 
10, 1] no eixo x é infinita, mas o volume do sólido gerado pela го- 
tacào dessa regiáo em torno de um dos eixos coordenados é finito. 


Funcáo gama e fórmula de Stirling 


A função gama de Euler Г (x) (“gama de x"; Г é a letra grega g 
maiúscula) usa uma integral para estender a função fatorial de 
inteiros náo negativos para outros valores reais. A fórmula é 


T(x) -| Pet dt, 
0 


Para cada x positivo, o número Г (x) é a integral de le em relação 
at, de 0 a co. A Figura 8.21 mostra o gráfico de Г próximo à origem. 
Vocé verá como calcular Г(1/2) se fizer o exercício adicional 23 no 
Capítulo 14. 


x 0. 


31. 


32. 


: >x 


FIGURA 8.21 А função gama de Euler Г(х) 
é uma função contínua de x cujo valor em 
cada inteiro positivo n + 1 é n!. A fórmula de 
definição da integral para T é válida apenas 
para x > 0, mas podemos estender Г para 
valores negativos não inteiros de x com a 
fórmula T(x) = (T(x + 1))/x, que é o assunto 
do Exercício 31. 


Se n é um inteiro não negativo, Г(п + 1) = n! 

a. Mostre que Г (1) = I. 

b. Em seguida, use integração por partes na integral para 
Г(х + 1) para mostrar que Г(х + 1) = хГ(х). Isso resulta em 


Г(2)-1Г(1)-1 
Г(3) =2T(2) =2 
Г(4) =3Г(3)=6 


T(n 1) = пГ(п) = n! (1) 


€. Use indugáo matemática para verificar a Equagáo 1 para 
qualquer inteiro nào negativo n. 


Fórmula de Stirling О matemático escocés James Stirling 
(1692—1770) mostrou que 


224181 PS 
Дин (©) 2т 


assim, рага х grande, 


= (z), ¡Za + e(x)), e(x)— 0quandox— oo. (2) 


Ao retirarmos є(х), temos a aproximagáo 


TG) = Ө] [27 (Fórmula de Stirling) (3) 


a. Aproximação de Stirling para п! Use a Equação 3 e o 
fato de que n! = nT (n) para mostrar que 


n! = 


(2) У2лт (Aproximagáo de Stirling) (4) 
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Como você verá se resolver o Exercício 104 da Seção 10.1, 
a Equação 4 conduz à aproximação 


n! & s. (5) 


b. Compare o valor de sua calculadora para л! com o valor 
fornecido pela aproximagáo de Stirling para л = 10, 20, 
30, ..., até onde a calculadora puder resolver. 


c. Um refinamento da Equagáo 2 fornece 


Ө 1 eim + є(х)) 
Г(х) = (E) (21 e102, 


que nos diz que 
п 
n= (2) \/2пт ein, (6) 
Compare os valores para 10! usando a calculadora, a aproxi- 
mação de Stirling e a Equação 6. 


Integração tabular 


A técnica de integração tabular também se aplica a integrais da for- 
ma Ј J(x)g(x) dx quando nenhuma função pode ser diferenciada re- 
petidamente para se tornar zero. Por exemplo, para calcular 


! e? cos x dx 


comegamos como antes, com uma tabela que apresenta derivadas de 
e™ sucessivas e integrais de cos x: 


T(x) = 


ou 


е? e suas 


derivadas 


cos x e suas 
integrais 


ex (+) cos x 
o senx 
4e? E, —cosx <— Pare aqui: a linha é 

igual à primeira linha, 
exceto por constantes 
multiplicativas (4 à 
esquerda, —1 à direita). 


Paramos de derivar e integrar ao atingir a linha que seja igual à 
primeira linha, com excegáo das constantes multiplicativas. Inter- 
pretamos a tabela como se estivéssemos dizendo 


fe cosx dx = +(e*senx) — (2e*(—cos x)) 
+ | cma. 


Consideramos os produtos assinalados pelas setas diagonais e uma 
integral assinalada pela última seta horizontal. Passar a integral do 
lado direito para o esquerdo resulta em 
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5 fe cos x dx = e*sen x + 2e? cos x 


ou 


2x 2x 
e^senx + 2e^ cosx 
Ј ёха = + Es 


depois de dividi-la por 5 e adicionar a constante de integração. 
Use a integração tabular para calcular as integrais nos Exercícios 
33-40. 


33. / е? cos Зх dx 


34. / e* ѕеп4х dx 


37. "/ е“ sen bx dx 


e“ cos bx dx 


35. | хэм senx dx 39. "ju (ax) dx 
36. / cos 5x sen 4x dx 40. р 


Substituição z = tg(x/2) 
A substituição 


2=t85 (7) 


reduz o problema de integragáo de uma expressáo racional em sen х 
e cos х para um problema de integragáo de uma funçào racional de 
z, que, por sua vez, pode ser integrada por frações parciais. 


A partir da figura a seguir 


P(cos x, sen x) 


podemos ler a relagáo 


x _ senx 
І + cosx' 


Para verificar o efeito да substituigáo, calculamos 


Ё 2 
cos x = 2 cos2 (3) 1 = 
2 sec? (x/2) 
2 2 
2 EY 2 
1 + tg” (x/2) 142 


ta sen (x/2) a G) 
senx = 2sen cos = 2 02) соз (5 
1 2 tg (1/2) 
27-22 2 
sec^(x/2) 1 + tg” (x/2) 


senx = —Ñ 27 (9) 
1+2 
Finalmente, х = tg”! z, então 
2 dz 
dx = ue (10) 


Exemplos 


ll II 

E — 

= 

tə|= m 
Y II 
+ N 
a + 
a 


І Е z 
NE Hh 1422 


NW 1 + 2tg(x/2) 
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Use as substituições nas Equações 7-10 para calcular as integrais 
nos Exercícios 41-48. Integrais como essas surgem no cálculo da 
velocidade angular média do eixo de ligação de saída de uma junta 
universal, quando os eixos de ligação de entrada e saída não estive- 


rem alinhados. 
41. / — mi 45. ы _ de _ 
1 = senx o 2 + cos0 
соѕ 0 40 


42 / dx 2m/3 
1 жар O 46. [a ѕеп 0 cos Ө + sen 
т/2 
аз. | TE " di 
0 з ` J sent — cost 


т/2 
44. 1 DE 
1/3 cosx 


Use a substituição z = tg(0/2) para calcular as integrais nos Exerci- 
cios 49 e 50. 


ыг 2º (8) 
Liz 49. | «өв 


50. | cossec 0 40 
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Capítulo Projetos de aplicação de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Aproximações por somas de Riemann e pelas regras do trapézio e de Simpson 

Parte I: Visualize o erro incorrido ao usar as somas de Riemann para aproximar a área sob uma curva. 

Parte II: Monte uma tabela de valores e calcule a magnitude relativa do erro em função do tamanho do passo Ах. 
Parte Ш: Investigue o efeito da função derivada do erro. 

Partes IV e V: Aproximações pela regra do trapézio. 

Parte VI: Aproximações pela regra de Simpson. 

Jogos de azar: exploração da técnica probabilística de Monte Carlo para a integração numérica 

Explore graficamente o método de Monte Carlo para aproximar integrais definidas. 

Cálculo de probabilidades com integrais impróprias 

Mais explorações do método de Monte Carlo para aproximar integrais definidas. 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
DE PRIMEIRA ORDEM 


VISÃO GERAL Na Seção 4.8, introduzimos as equações diferenciais da forma 
dy/dx = f(x), onde f é dada e y é uma função de x desconhecida. Quando f é contínua 
ao longo de um intervalo, encontramos a solução geral у(х) por integração, y = Ji Хох) 
ах. Na Seção 7.2, resolvemos equações diferenciais separáveis. Tais equações surgem 
durante a investigação do crescimento e do decaimento exponencial, por exemplo. 
Neste capítulo, estudaremos alguns outros tipos de equações diferenciais de primeira 
ordem. Eles envolvem apenas primeiras derivadas de uma função desconhecida. 


9 1 Soluções, campos de direção e método de Euler 


Começaremos esta seção definindo equações diferenciais gerais que envolvem 
primeiras derivadas. A seguir, olharemos para os campos de direções, que fornecem 
uma imagem geométrica das soluções para tais equações. Muitas equações diferen- 
ciais não podem ser resolvidas mediante a obtenção de uma fórmula explícita para 
a solução. No entanto, muitas vezes, podemos encontrar aproximações numéricas 
de soluções. Apresentaremos, assim, o método de Euler, no qual outros métodos 
numéricos se baseiam. 


Equações diferenciais gerais de primeira ordem e soluções 


Uma equação diferencial de primeira ordem é uma equação 
dy 
a fe» (1) 
na qual f(x, y) é uma fungáo de duas variáveis definida em uma regiáo no plano xy. 
A equaçào é de primeira ordem porque envolve apenas a primeira derivada dy/dx (e 
não derivadas de ordens superiores). Ressaltamos que as equações 


у = f(x, y) e Ly = f(x, y) 


são equivalentes à Equação 1, e as trés formas serão utilizadas alternadamente ao 
longo do texto. 

Uma solução da Equação 1 é uma função derivável y = у(х) definida em um 
intervalo / de valores de x (talvez infinito), de modo que 


dr) = f(x,y(x)) 


nesse intervalo. Isto é, quando у(х) e sua derivada у(х) são substituídas na Equa- 
ção 1, a equação resultante é verdadeira para todo x no intervalo 7. A solução geral 
para uma equação diferencial de primeira ordem é uma solução que contém todas as 
soluções possíveis. A solução geral sempre contém uma constante arbitrária, mas ter 
essa propriedade não significa ser a solução geral. Ou seja, uma solução pode conter 
uma constante arbitrária sem ser a solução geral. Estabelecer que uma solução é a 
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solução geral pode exigir resultados mais profundos da teoria de equações diferen- 
ciais, que são melhor estudados em um curso mais avançado. 


EXEMPLO 1 Mostre que todo membro da família de funções 


y=£+2 


é uma solução da equação diferencial de primeira ordem 
dy |] 


a xÜ — y) 


no intervalo (0, оо), onde С é uma constante qualquer. 


Solução Derivando y = С/х + 2, obtemos 


dy d (1 2206 
© са (1) + -©. 


É necessário mostrarmos que a equaçào diferencial 6 satisfeita quando substituímos 
nela as expressões (С/х) + 2 por y e -C/x? por dy/dx. Ou seja, precisamos verificar 


que para todo x e (0, 00), 
C 1 С 
-©=}{2- (€+2)] 


Essa última equação é diretamente obtida da expansão da expressão no lado direito: 


He- 6 -3]-1C9 -S 


Portanto, para todo valor de C, a fungáo y = C/x + 2 é uma solugáo da equagáo 
diferencial. 


Como no caso de primitivas, muitas vezes precisamos de uma solução particu- 
lar em vez de uma solução geral para uma equação diferencial de primeira ordem 
у = f(x, y). A solução particular que satisfaz a condição inicial y(x,) = y, é a so- 
lução y = y(x), cujo valor é y, quando x = xç. Assim, o gráfico da solução particular 
passa pelo ponto (хү, уу) no plano xy. Um problema de valor inicial de primeira 
ordem é uma equação diferencial у = f(x, y), cuja solução deve satisfazer uma 
condição inicial y(x,) = уу. 


EXEMPLO 2 Mostre que a função 


y=(x+1)- ie 


é uma solução para o problema de valor inicial de primeira ordem 
dy 


у-х, y(0) = 2. 


Solução А equação 


é uma equação diferencial de primeira ordem com f(x, у) =y—x. 


Ao lado esquerdo da equação: 


4 
ple le) =! LA 
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FIGURA 9,1 Gráfico da solução do 


problema de valor inicial no Exemplo 2. 


Ao lado direito da equagáo: 


y=x=(x+1) 3€ -* 1 3€- 


A função satisfaz a condição inicial, pois 


м0) = [+ 1) Le] = 1-3 


O gráfico da funçào é exibido na Figura 9.1. 


Campos de direcáo: visualizacáo de curvas integrais 


Cada vez que especificamos uma condição inicial у(х,) = y, de uma equação di- 
ferencial y' = f(x, y), a curva integral (gráfico da solugáo) tem de passar pelo ponto 
(xo, Уо) e ter coeficiente angular f(x,, уу) nesse mesmo ponto. Podemos imaginar 
esses coeficientes angulares graficamente, desenhando pequenos segmentos de reta 
de coeficiente angular f(x, y) em pontos selecionados (x, y) na regiáo do plano xy 
que constitui o domínio de f. Cada segmento tem o mesmo coeficiente angular que 
a curva integral que passa por (x, y), sendo também tangente á curva nesse mesmo 
ponto. A imagem resultante é chamada de campo de direções (ou campo de incli- 
nações) e fornece uma visualização da forma geral das curvas integrais. A Figura 
9.2a mostra um campo de direções com uma solução particular esboçada através 
dele na Figura 9.2b. Podemos ver como esses segmentos de reta indicam a diregáo 
que a curva integral toma em cada ponto pelo qual ela passa. 


dy 
FIGURA 9.2 (a) Campo de direções para 2 = y — x. (b) Solugáo 


particular que passa pelo ponto (б. 2) (Exemplo 2). 


A Figura 9.3 mostra trés campos de diregáo, e podemos ver como as curvas 
integrais se comportam ao seguirmos os segmentos de reta tangentes nesses cam- 
pos. Os campos de diregáo sáo úteis porque mostram o comportamento global da 
família de curvas integrais em uma equação diferencial dada. Por exemplo, o campo 
de direção na Figura 9.3b revela que toda solução у(х) para a equação diferencial 
especificada na figura satisfaz lim, ,... у(х) = 0. Veremos que conhecer o compor- 
tamento global das curvas integrais é, muitas vezes, fundamental para a compreen- 
sáo e a previsáo dos resultados em um sistema do mundo real modelado por uma 
equacào diferencial. 


y = L(x) = yo + f(xo, yo)(x — хо) 


у= у(х) 


FIGURA 9.4  Linearizagào L(x) de y = у(х) 


em x — Xp: 


>< 


(xp уу), 


! 
I 
! 
! 
I 


dx 


x 
0 Хо х= xo + dx 


FIGURA 9.5 О primeiro passo de Euler 
aproxima у(х) com y, = L(x). 


y 
A 


Aproximação de Euler (y, y,) (з, уз) 


' ' ' 
Curva integral verdadeira 
y = y() 


| 
! ! 
1 1 
| dx | dx | dx | 
X ES 


FIGURA 9.6 Os trés passos da 
aproximação de Euler para a solução do 
problema de valor inicial у = f(x, y). у(х) 
= Yo: À medida que avançamos, os erros 
geralmente se acumulam, mas não de 
forma tão exagerada como vemos aqui. 
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x LEA — ALZAN 
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MILL VTA RARA ҮЙҮҮ М И 11115 
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NN NN SNNN N pu ххУхУХхУ----э22222177774 
ANS SAA V ХУХхХХ«Х----242227777 
NISSAN ss DNI 
MNNSSSRERRNRRN TILA A A NNI 
УУУУ NY TECTA ҮХХХХ-147 
NANSSSFXNN NA NNSNENNNNNENS—=ZZZ2ZZZ2Z2Z2Z2Z YY NIC 
ОО 44511110 10101111 NS 
ЖҮН ENVIE 111523) 
NI ANNA AA 49944495 {1145273 


(с) у= (I — х)у + š 


FIGURA9.3 Campos de direção (linha superior) e curvas integrais selecionadas (linha 
inferior). Em versões feitas por computador, muitas vezes os segmentos de reta são 
retratados como setas, como vemos aqui. No entanto, isso não deve ser tomado como uma 
indicação de que os coeficientes angulares tenham sentidos, porque eles não têm. 


A construção de campos de direção usando lápis e papel pode ser bastante te- 
diosa. Todos os nossos exemplos foram gerados por computador. 


Método de Euler 


Quando não for necessário, ou não for possível, encontrar imediatamente uma so- 
lução exata dada uma fórmula explícita para um problema de valor inicial y' = f(x, y), 
Y (Xp) = Уу, podemos, muitas vezes, usar um computador para gerar uma tabela de va- 
lores numéricos aproximados de y para valores de x em um intervalo adequado. Tal 
tabela é chamada solução numérica do problema, e o método pelo qual a geramos 
é chamado de método numérico. 

Dada uma equação diferencial dy/dx = f(x, y) e uma condição inicial y(x) = y. 
podemos aproximar a solução у = у(х) por sua linearização. 


Цх) = у(х) f ox) ой LE) уут Qi) у) х0). 


A função L(x) fornece uma boa aproximação para a solução у(х) em um pequeno 
intervalo em torno de x, (Figura 9.4). A base do método de Euler é o agrupamento 
de uma sequência de linearizações para aproximar a curva em um intervalo maior. 
Explicaremos a seguir como o método funciona. 

Sabemos que o ponto (xç, yo) situa-se na curva integral. Suponha que especi- 
fiquemos um novo valor para a variável independente x, = x, + dx. (Lembre-se de 
que dx = Ax na definição de diferenciais.) Se o incremento dx for pequeno, então 


Уул L6) = yo + fo» Y) dx 


é uma boa aproximação para o valor exato da solução y = y(x,). Assim, a partir do 
ponto (xç, yo), que se situa exatamente na curva integral, obtemos um ponto (х, Уу), 
que está muito próximo do ponto (х, y(x;)) na curva integral (Figura 9.5). 

Usando o ponto (ху, у) e o coeficiente angular f(x,, y,) da curva integral que 
passa por (х, y,) damos o segundo passo. Definindo x, =x, + dx, usamos a lineari- 
zação da curva integral que passa por (хү, y|) para calcular 


У = y, t fx, ур) dx. 


Isso fornece a aproximaçào seguinte (x,, y,) para valores ao longo da curva inte- 
gral y = y(x) (Figura 9.6). Continuando por esse caminho, damos o terceiro passo 
a partir do ponto (x,, y,) com o coeficiente angular f(x,, y,) para obter a terceira 
aproximação 


Уз = У) + f(x, y>) dx, 
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e assim por diante. Construímos, literalmente, uma aproximagáo para uma das solu- 
ções ao seguir na direção do campo de direções da equação diferencial. 

Os passos na Figura 9.6 são grandes para ilustrar o processo de construção, 
de modo que a aproximação parece ser ruim. Na prática, dx deveria ser suficien- 
temente pequeno para fazer a curva azul seguir a curva preta e oferecer uma boa 
aproximação do começo ao fim. 


EXEMPLO 3 Determine as trés primeiras aproximações уу, y>, y, usando o método 
de Euler para o problema de valor inicial 


у=1+у, у(0)=1, 
começando em x, = 0, com dx = 0,1. 


Solução Temos os valores iniciais x, = 0 e y, = 1. A seguir, determinamos os valores 
de x em que as aproximações de Euler ocorrerão: x, = xy + dx = 0,1, x, = x + 2 dx = 
02e X, = Xp + 3 dx = 0,3. Entáo, calculamos 


Primeiro: yı = yo + f(Xo, yo) dx 


yo + (1 + yo) dx 
1 + (1 + 1)(0,1) = 1,2 


Segundo: у = уу + f(xi, yi) dx 
= y, + (1 + yi) dx 
= 1,2 + (1 + 1,2)(0,1) = 1,42 


Terceiro: уз = ya + f(x2, y2) dx 


y2 + (1 + у) dx 
1,42 + (1 + 1,42)(0,1) = 1,662 


II 


O processo passo a passo usado no Exemplo 3 pode ser facilmente estendido. 
Usando valores igualmente espaçados para a variável independente na tabela para a 
soluçào numérica e gerando n deles, seja 


x = хо + dx 


х = xi + dx 


Xn = Xn-1 + dx. 


Calcule, então, a aproximação da solução 


Yi = Yo + f(xo, yo) dx 
y2 = yı + fi, yı) dx 


Yn = Yn-1 + /(хл-1›Уп-1) dx. 


O número n de passos pode ser tão grande como queiramos, mas os erros poderão 
se acumular se n for muito grande. 

O método de Euler pode ser facilmente implementado em um computador ou 
em uma calculadora. Um programa de computador gera uma tabela de soluções 
numéricas para um problema de valor inicial, que nos permite inserir x, e Yọ O 
número л de passos e o tamanho do passo dx. O programa, então, calcula soluções 
aproximadas Jp Jp es), de modo iterativo, como acabamos de descrever. 

Ao resolvermos a equação separável do Exemplo 3, vemos que a solução 
exata para o problema de valor inicial é y = 2e* — 1. Usaremos essa informação 
no Exemplo 4. 


FIGURA 9.7 Gráfico de y = 2e*-— 1 
superposto aos pontos obtidos com a 
aproximação de Euler na Tabela 9.1 
(Exemplo 4). 
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EXEMPLO 4 Use o método de Euler para resolver 


у=1+у, y(0)=1, 


no intervalo 0 < x < 1, comegando em x, = 0 e considerando (a) dx = 0,1 e (b) dx = 
0,05. Compare as aproximações com os valores da solução exata y = 2e* — 1. 


Solução 

(a) Usamos um computador para gerar os valores aproximados da Tabela 9.1. A 
coluna “erro” é obtida ao subtrairmos os valores não arredondados fornecidos 
pelo método de Euler dos valores não arredondados determinados pela solução 
exata. Todas as entradas foram arredondadas até a quarta casa decimal. 


TABELA 9.1 Solução de Euler para у = 1 + y, 
(0) = 1, dimensão dx = 0,1 
x y (Euler) y(exato) Erro 
0 1 1 0 
0,1 1,2 1,2103 0,0103 
0,2 1,42 1,4428 0,0228 
0,3 1,662 1,6997 0,0377 
0,4 1,9282 1,9836 0,0554 
0,5 2,2210 2,2974 0,0764 
0,6 2,5431 2,6442 0,1011 
0,7 2,8974 3,0275 0,1301 
0,8 3,2872 3,4511 0,1639 
0,9 3,7159 3,9192 0,2033 
1,0 4,1875 4,4366 0,2491 


No momento em que atingimos x= 1 (depois de 10 passos), o erro é de aproxi- 
madamente 5,6% da solugáo exata. A Figura 9.7 exibe um gráfico da solugáo exata 
com os pontos obtidos pela solugáo de Euler da Tabela 9.1. 


(b) Uma forma de tentar reduzir o erro é diminuir o tamanho do passo. A Tabela 
9.2 mostra os resultados e suas comparações com as soluções exatas quando o 
tamanho do passo diminui para 0,05, dobrando o número de passos para 20. Tal 
como na Tabela 9.1, todos os cálculos foram feitos antes do arredondamento. 
Dessa vez, quando atingimos x = 1, o erro relativo é apenas de aproximadamen- 
te 2,9%. 


Pode ser tentador reduzir ainda mais o tamanho do passo no Exemplo 4 para 
obter uma precisáo maior. Cada cálculo adicional, no entanto, náo requer apenas 
tempo computacional extra, mas, ainda mais importante do que isso, acumula os 
erros de arredondamento por causa das representações aproximadas de números по 
computador. 

A análise de erros e a investigação de métodos que reduzam a ocorrência de 
erros durante os cálculos numéricos são importantes, mas são mais apropriadas 
para um curso mais avançado. Há métodos numéricos mais precisos do que o de 
Euler, e eles são geralmente apresentados em estudos mais avançados de equações 
diferenciais. 
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TABELA 9.2 Solução de Euler para y' = 1 + y, 
y(0) = 1, passo dx = 0,05 

х y(Euler) y(exato) Erro 
O 
0,05 1,1 1,1025 0,0025 
0,10 1,205 1,2103 0,0053 
0,15 1,3153 1,3237 0,0084 
0,20 1,4310 1,4428 0,0118 
0,25 1,5526 1,5681 0,0155 
0,30 1,6802 1,6997 0,0195 
0,35 1,8142 1,8381 0,0239 
0,40 1,9549 1,9836 0,0287 
0,45 2,1027 2,1366 0,0340 
0,50 2,2578 2,2974 0,0397 
0,55 2,4207 2,4665 0,0458 
0,60 2,5917 2,6442 0,0525 
0,65 2,7713 2,8311 0,0598 
0,70 2,9599 3,0275 0,0676 
0,75 3,1579 3,2340 0,0761 
0,80 3,3657 3,4511 0,0853 
0,85 3,5840 3,6793 0,0953 
0,90 3,8132 3,9192 0,1060 
0,95 4,0539 4,1714 0,1175 
1,00 4,3066 4,4366 0,1300 


Exercícios 9.1 - 


Campos de direcáo 


" Эг —⁄ 
Nos Exercícios 1-4, associe as equagóes diferenciais a seus campos 2222 й ; | ! 
de diregáo, representados a seguir. мии) 
м 2 
у «ава 
Р, NS 
ye : NN 
NL 1 7 M ` 
xe 7 Y 2 
уу. \ 
MN Ч! 
= 5) а 4 
(4) 
Ne 

=X 

3. y y 
(b) 4. =p- 


Nos Exercícios 5 е 6, copie os campos de diregáo е esboce algumas 
das curvas integrais. 


5. y =(+2)0-2) 


6. y =у(у+ 1)(у- 1) 


| 


442 


1) 


771777 


Equacóes integrais 
Nos Exercícios 7-10, escreva uma equagáo diferencial equivalente 
de primeira ordem e condigáo inicial y. 


7 у= -1 + f (t — y(0) dt 
1 


2141 
8. >= f т 


9. у=2- ji (1 + y(0) sen t dt 
0 


-14 f y(t) dt 
0 


Uso do método de Euler 


Nos Exercícios 11-16, utilize o método de Euler para calcular as 
três primeiras aproximações do problema de valor inicial dado para 
o tamanho do incremento especificado. Calcule a solução exata e 
estude a precisão de suas aproximações. Arredonde os resultados 
até a quarta casa decimal. 
у 
ll. y=1-% 302)--4|, dx-0,5 
12. у=х(1-у), у(1)=0, dx=0,2 
13. у = 2ху + 2у, y(0)=3, dx=0,2 
14. y =у1 + 2х), у(-1)=1, dx-0,5 
Elis. y =2xe", y(0)=2, dx=0,1 
Elio. y =ye", y(0)=2, dr=0,5 
17 


= 
> 
х 
| 


Use o método de Euler com dx = 0,2 para estimar y(1) se у = y 
e y(0) = I. Qual é o valor exato de y(1)? 


18. Use o método de Euler com dx= 0,2 para estimar y(2) se у' = у/х 
e y(1) = 2. Qual é o valor exato de y(2)? 

19. Use o método de Euler com dx = 0,5 para estimar у(5) se 
у = Vx e y(1) = —1. Qual é o valor exato de y(5)? 
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20. Use o método de Euler com dx = 1/3 para estimar y(2) se у = 
x sen y e y(0) = 1. Qual é o valor exato de y(2)? 
21. Mostre que a solução do problema de valor inicial 


y =x+y, у(х) =), 


у==1=®+( +x;+ yet 9, 


22. Qual equaçào integral é equivalente ao problema de valor ini- 
cial у = f(x), у(х) = y? 
US0 D0 COMPUTADOR 
Nos Exercícios 23-28, obtenha um campo de direçào е o adicione 
aos gráficos das curvas integrais que passam pelos pontos dados. 
23. у =ycom 
a. (0,1) 
24. у = 2(y - 4) com 
a. (0, 1) 
25. у'= у(х + y) com 
a. (0, 1) 
b. (0, 2) 
26. y = y? com 
a. (0,1) 
b. (0, 2) 
27. у = (y- 1) (x +2) com 
a. (0,—1) c. (0,3) 
b. (0, 1) d. (1, -1) 


b. (0,2) c. (0, -1) 


b. (0,4) c. (0,5) 


e. (0, 1/4) 
d. (-1,-1) 


e 


(0,—1) 
. (0,0) 


a 


a. (0,2) b. (0,-6) е. (-2V3, -4) 

Nos Exercícios 29 e 30, obtenha um campo de direção e trace o grá- 
fico da solugáo particular ao longo do intervalo especificado. Use 
seu solucionador SAC para equações diferenciais para encontrar a 


solução geral da equação diferencial. 


29. Equação logística у = (2 – у), »(0)- 1/2; 
0<x<4, 0<y<3 
30. у = (sen х) (sen y), y(0)=2; -6<x<6, -6<у<6 


Os Exercícios 31 e 32 nào tém solugóes explícitas em termos de 

funções elementares. Use um SAC para explorar graficamente cada 

uma das equações diferenciais. 

31. у = соѕ (2х-у), y(0)=2; 0<х<5, 0<у<5 

32. Equação de Gompertz y = y(1/2 — In y), (0) = 1/3; 
0<x<4, 0<у<3 

33. Use um SAC para encontrar as soluções de y' + у = f(x), sujei- 
ta à condição inicial y(0) = 0, se f(x) for 
a. 2x с. 3e? 

d. 2e? cos 2x. 

Trace os gráficos das quatro soluções ao longo do intervalo 

-2 € x € 6 para comparar os resultados. 


b. sen 2x 


34. a. Use um SAC para representar graficamente o campo de 


direções da equação diferencial 


y = Зх? + 4x +2 


7 2(у-1) 


sobre a região 3<x<3e-3<y<3. 
b. Separe as variáveis e use um integrador SAC para encontrar 
a solugáo geral na forma implícita. 
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€. Usando um software gráfico SAC de função implicita, re- 
presente graficamente as curvas integrais para os valores 
arbitrários da constante C = —6, —4, 2, 0, 2, 4, 6. 
d. Determine e trace o gráfico da solugáo que satisfaz a con- 
dição inicial y(0) = –1. 
Nos Exercícios 35-38, use o método de Euler com o passo especifi- 
cado para calcular o valor da solugáo no ponto dado x*. Determine 
o valor da solugào exata em x*. 


35. y -2xe", y(0)=2, ах=0,1, x*=1 


€. Trace o gráfico das solugóes para os valores arbitrários da 
constante C = —2, —1, 0, 1, 2 sobrepostas па representação 
gráfica de seu campo de direções. 
d. Determine e esboce o gráfico da solugáo que satisfaz a 
condição inicial especificada no intervalo (0, b]. 
Determine a aproximagáo numérica de Euler da solugáo 
do problema de valor inicial com quatro subintervalos do 
intervalo x e esboce a aproximação de Euler sobreposta no 
gráfico produzido no item (d). 


° 


"um Е Ш " f. Repita o item (e) para 8, 16 e 32 subintervalos. Esboce es- 
36. у=2у(х-1), у0)--1/, dx=0,1, x*-3 sas trés aproximações de Euler sobrepostas no gráfico do 
37. y = Vx/y, y>0, у(0)-1, dr=0,1, x*=1 item (e). 
38. y =1+y, y(0)=0, dx=0,1, x*-1 g. Determine o erro (y(exato) — y(Euler)) no ponto especifi- 


cado х = b para cada uma de suas quatro aproximações de 
Euler. Discuta a melhoria na porcentagem de erro. 


39. y =x+y, У(0)--7/10,) 4<x<4, 4<y<4; 5-1 
40. у = ху, У(0)-2, -35х53, -3<y<3; 5-2 
yQ—y) y(0)=1/2; 0<x<4, 0O<y<3; b=3 


42. y = (sen х)(ѕеп у), y(0)=2; 6<x<6, —6 < y < 6; 
b=31/2 


Use um SAC para explorar graficamente cada uma das equações 
diferenciais nos Exercícios 39-42. A execução das etapas a seguir o 
ajudarão com suas explorações. 
a. Trace um campo de direções da equação diferencial na ja- 
nela xy dada. 


b. Encontre a solução geral da equação diferencial usando seu 
software gráfico SAC para equações diferenciais. 


Equações lineares de primeira ordem 
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Uma equação linear de primeira ordem é aquela que pode ser escrita na forma 
Ф 4 Proy = Об) 1 
d; + POW = 00), (1) 


onde P e O são funções contínuas de x. A Equação 1 é a forma padrão da equação 
linear. Como a equação de crescimento/decaimento exponencial dy/dx = ky (Seção 
7.2) pode ser apresentada sob a forma padráo 
o pe 

Es раа 
& y E 
vemos que ela é uma equação linear com Р(х) = — e Q(x) = 0. A Equação 1 é linear 
(em y), pois y e sua derivada dy/dx ocorrem apenas com poténcia de primeiro grau, 
nào 840 multiplicadas uma pela outra e nào aparecem como argumentos de nenhu- 


ma função (tal como sen y, e” ou V dy/dx). 


EXEMPLO 1  Coloque a seguinte equacào na forma padráo: 


dy 2 
ху x + Зу, xo. 
Solução 

e es +3 

Xa х у 
йу _ 14 = 
4 x+ xy Divida por x. 

dy — M x Forma padrào com Р(х) = —3/x 


eQix)-7x 
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Observe que Р(х) = 3/x, mas nào +3/x. A forma padrão é у + P(x)y = Q(x), de | 


modo que o sinal de menos faz parte da fórmula para P(x). | 


Solucáo de equacóes lineares 
Resolvemos a equação 
dy _ 
Же + Р(х)у = О(х) 


pela multiplicação dos dois lados por uma função positiva v(x) que transforma o 
lado esquerdo na derivada do produto v(x) · y. Mostraremos como determinar v, 
mas, primeiro, queremos mostrar que, uma vez que v seja determinada, ela oferece 
а solugáo que buscamos. 

Eis por que a multiplicagáo por v(x) dá certo: 


dy š : 
= y zm A equaçào original está 
dx + Pixy = Q@) na forma padrào. 
dy 
u(x) di + P(x)u(x)y = v(x)Q(x) Multiplique pela fungáo positiva v(x). 


и(х) 6 selecionada para 


d = » 
de 0007») Е u(x)Q(x) „® + Puy = Lw). 
у(х) y = / u(x)Q(x) dx e em relação 
y= 5 v(x)Q(x) dx (2) 


A Equação 2 expressa a solução da Equação 1 em termos das funções v(x) e Q(x). 
Chamamos v(x) de fator integrante da Equação 1, pois sua presença faz com que 
a equação seja integrável. 

Por que a fórmula para P(x) não aparece também na solução? Ela aparece, mas 
indiretamente, na construção da função positiva v(x). Temos que 


d dy 
= (uy) = u = + Puy Condição imposta sobre v 


а 
E +у® 2 + P Regra do prodi derivada 
vi + у = vi + Pu " 
dx Fx dx у ерга do produto para derivadas 


du dy 
y— = Pvy Os termos и — se cancelam. 
- dx d dx 


Essa última equagáo será verdadeira se 


du _ 
k Pv 
m = Рах Variáveis separadas, v > 0 


dv 
fe = fra Integre os dois lados. 
22 Como v > 0, não precisamos 
Inv = fra do valor absoluto em In v. 


liv = o pde Exponencie os dois lados para obter v. 
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Assim, uma fórmula para a solugáo geral da Equagáo 1 é dada pela Equacào 2, onde 
v(x) é dada pela Equação 3. No entanto, em vez de memorizar a fórmula, basta que 
vocé se lembre de como encontrar o fator integrante, uma vez que vocé tem a forma 
padráo em que P(x) é identificada corretamente. Qualquer primitiva de P funciona 
na Equação 3. 


Para resolver a equação linear y' + P(x)y = O(x), multiplique os dois lados pelo 
fator integrante v(x) = e! Р®) ^ e integre-os. 


Nesse procedimento, ao integrar o produto do lado esquerdo, vocé sempre obterá o 
produto v(x)y do fator integrante e a função solução y por causa da definição de v. 


EXEMPLO 2 Resolva a equação 


е РЕЯ > 0 
xk х у, х Я 


Solução Primeiro colocamos a equação па forma padrão (Exemplo 1): 


dy 3 _ 
Байг дийг 


assim, Р(х) = —3/х é identificada. 
O fator integrante 


v(x) = ef PO) dx = ef 3⁄x) dx 


A constante de integraçào é 0, 


= 273 |х| р > А 
= е assim v é о mais simples possivel. 
= жы 550 
3 1 
“© elnx = =; 
х 


id 3 10 

xy dx х" x 
d(l " ск. 221:211122 
de 27) ug 5 


1 
"39 = L dx Integre os dois lados. 


—y =- 
58 x 
Ao isolarmos y nessa última equação, obtemos a solução geral: 


(нс) = + со, x>0. 


EXEMPLO 3 Encontre a solução particular de 
3xy' — y = ах + 1, x >. 0, 


que satisfaz y(1) = —2. 
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Solução Com x > 0, escrevemos a equação na forma padrão: 


221 _ ix + 1 
3x7 3x ` 


Em seguida, o fator integrante é dado por 


v= е1-4/3х = е( 1/30 = 113. x>0 


Assim, 


y = өв + 1)x 2 ах. O lado esquerdo é uy. 


Ao integrarmos o lado direito por partes, obtemos 
By = —x !3(Inx + 1) + | x 3⁄3 qx + C. 


Portanto, 
x 15y = —x7VX(In x + 1) — 315 + C 
ou, resolvendo y, 
у=- (In x + 4) + Cx”. 
Quando x = 1 е у = —2, essa última equaçào se transforma em 
2 =-(0+4)+C, 
assim, 
C=2. 
Ao substituirmos C por 2 na equação para y, obtemos a solução particular 
y 72x? — Inx - 4. 


Para resolver a equação linear no Exemplo 2, integramos os dois lados da equa- 
ção após multiplicarmos cada um pelo fator integrante. No entanto, podemos re- 
duzir a quantidade de trabalho, como no Exemplo 3, lembrando que a integral do 
lado esquerdo sempre integra o produto v(x) - y do fator integrante vezes a fungáo 
solução. Considerando a Equação 2, isso significa que 


u(x)y = n dx. (4) 


Precisamos apenas integrar o produto do fator integrante v(x) com o lado direito 
Q(x) da Equação 1, e, em seguida, igualar o resultado a v(x)y para obtermos a so- 
lução geral. No entanto, para enfatizar o papel de v(x) no processo de solução, ás 
vezes seguimos o procedimento completo, como ilustra o Exemplo 2. 

Observe que, se a fungáo Q(x) for identicamente nula na forma padráo dada 
pela Equação 1, a equação linear é separável e pode ser resolvida pelo método mos- 
trado na Segáo 7.2: 


dy 

qe + POV = О(х) 

p pt) = = 
di (х)у = 0 Ох) = 0 


dy 
y = -Р(х) ах Separação das variáveis 
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У Circuitos RL 


+ - 

12 ай! Interruptor O diagrama na Figura 9.8 representa um circuito elétrico cuja resisténcia total 
і é uma constante А ohms е сија autoindutáncia, mostrada como uma espiral, 6 L 
a henries, também uma constante. Há um interruptor cujos terminais em a e b podem 
ser ligados para conectar uma fonte de eletricidade constante de Y volts. 

A lei de ohm, V = RI, tem que ser aumentada para esse circuito. A equagáo 
correta, que representa tanto a resisténcia como a indutáncia, é 
di : 
FIGURA 9.8 Circuito RL do Exemplo 4. Ly t Ri = V, (5) 


onde i é a corrente em ampëres e / é o tempo em segundos. Ao resolver essa equa- 
gáo, podemos prever como a corrente circulará após o interruptor ser desligado. 


EXEMPLO 4 О interruptor no circuito RL na Figura 9.8 foi ligado no instante t = 
0. Qual é o fluxo de corrente elétrica em fungáo do tempo? 


Solucáo А Equagáo 5 é diferencial linear de primeira ordem para i como fungáo de 
1. Sua forma padrão é 


di RV 
йн! z (6) 
e a solução correspondente, dado que i = 0, quando г = 0, é 
¡= Y _ V ¿Arpa 
і= вт рё : (7) 


(Vocé pode calcular a resposta по Ехегсїсїо 28.) Uma vez que R e L sáo positivas, 
-(8/1) é negativa e e RN 0 quando t — co. Assim, 


am gm [V _ V и V Y s 
Lo. нь (E R* E m nia h: 


Em um determinado momento, a corrente é teoricamente menor do que V/R, mas, 
com o passar do tempo, a corrente se aproxima do valor estacionário V/R. De 
acordo com a equagáo 


di x 
FIGURA9.9 Crescimento da corrente L dt * Ri = V, 
no circuito RL do Exemplo 4. / é o valor 


estacionário.da corrente. O número т = I= VIR ёа corrente que circulará no circuito se L = 0 (sem indutáncia) ou se di/dt = 0 


LIR é a constante de tempo do circuito. (corrente estacionária, i = constante) (Figura 9.9). 

A corrente atinge 5% de seu valor A Equagáo 7 expressa a solugáo da Equagáo 6 como a soma de dois termos: 
estacionário em 3 constantes de tempo uma solução estacionária V/R e uma solução transiente — (V/R)e (VL): que tende a 
(Exercício 27). zero quando / — оо. 


Exercícios 9.2 


4 : 4у 
Equacóes lineares de primeira ordem 5. х +2у=1- L х0 
Resolva as equações diferenciais nos Exercícios 1-14. 6. (1 + x)y' + y = Vi 
dy dy 1 = AP 
d. хэ: Bye, A 2. еї + 2e*y = 1 7. 2y- e" +y 
dx dx - a 
j senx 8. e* y +2e% у = 2x 
3. хуул Зул, x0 Š E 
x 9. xy'-y-2xInx 
4. У + (tg x)y = cos2x, /2<х<т/2 dy 
y t(tgx)y-cosx, -л/2<х<т 10. x2 = 99x 5, „6 


11. 


12. 


14. 


В seno E 


3 ds 


25 = 
a t lys-t- 1, 


(t — 1) 51 


21 
(t + 1)” 


+ (cos0)r = tg0, 0 < 0 < 7/2 


(4226-3060) t»-1 


40 


igo 


20 tr-ser0, 0<0< z/2 


Solução de problemas de valor inicial 


Resolva os problemas de valor inicial nos Exercícios 15-20. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


21. 


V i23, 100) =1 

20-35 УХ ) = 

dy 3 
t— + 2у = t, t>0, у(2)=1 

dt 
oS *ty-sen0, 020 2)21 

dj + > = seno, , Xm/2) = 

dy 4 
016 — 2y = 0°sec0tg0, 0 > 0, y(7/3) = 2 

dy 2 a 88 2 

(к +1) 20 + ху = р х»-1, у(0) = 5 
2 “ууна a 
de TV =, »(0) = 


Resolva o problema de valor inicial de crescimento/decaimen- 
to exponencial para у como uma função de / considerando a 
equação diferencial como uma equação linear de primeira or- 
dem com Р(х) = —k e Q(x) = 0: 
dy 
a ky (kconstante), y(0) = yo 
Resolva o seguinte problema de valor inicial para и como uma 
função de г: 


k - 
+ mu = 0 (sendo Ке m constantes positivas), u(0) = uo 
a. como uma equação linear de primeira ordem. 
b. como uma equaçào separável. 


Teoria e exemplos 


23. 


24. 


25. 


Qual das equações a seguir está correta? Justifique sua res- 
posta. 


" ТЕЕ b. ЕЕЕ 


Qual das equações seguintes está correta? Justifique sua res- 
posta. 


a. 25) cosxdx = tgx + C 


1 Ç 
b. asaj cosx dx = tgx + cosx 


Corrente em um circuito RL ligado Quantos segundos 
após ligarmos o interruptor de um circuito RL a corrente i le- 


26. 


27 


28. 
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vará para atingir a metade do valor estacionário? Observe que 
o tempo depende de R e L, e não da voltagem aplicada. 


Corrente em um circuito RL desligado Se о interruptor de 
um circuito RL for desligado depois de a corrente atingir o 
valor estacionário /= V/R, o decaimento da corrente (esboçado 
graficamente aqui) obedece à equação 

di 


Ly t Ri = 0, 


que é a Equação 5 com V = 0. 


Р 


Resolva a equação para expressar і como uma função de /. 

b. Quanto tempo depois de o interruptor ser desligado a cor- 
rente levará para atingir metade de seu valor inicial? 

€. Mostre que o valor da corrente, quando / = L/R, é Me. (O 

significado desse instante será explicado no exercício se- 

guinte.) 


i 


Constantes de tempo Оз engenheiros chamam o número 

L/R de constante de tempo do circuito RL na Figura 9.9. O 

significado da constante de tempo é que a corrente atingirá 

95% de seu valor final dentro de 3 constantes de tempo a partir 

do instante em que o circuito for ligado (Figura 9.9). Assim, a 

constante de tempo dará uma medida da rapidez com que um 

circuito individual alcançará o equilíbrio. 

a. Determine o valor de i na Equação 7 que corresponde a t = 
3L/R e mostre que ele é aproximadamente 95% do valor de 
equilíbrio / = V/R. 

b. Qual a porcentagem aproximada da corrente estacionária 
que circulará no circuito duas constantes de tempo após o 
interruptor ser ligado (ou seja, quando г = 2L/R)? 


Dedução da Equação 7 no Exemplo 4 
a. Mostre que a solução da equação 


di ,R, V 
ati 
é 
i= 5+ бе, 


b. Em seguida, use a condição inicial i(0) = 0 para determinar 
o valor de С. Isso completará a dedução da Equação 7. 

c. Mostre que i = V/R é uma solução da Equação 6, e que i = 
Ce RL satisfaz a equação 
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Uma equação diferencial de Bernoulli se apresenta na forma 
Ф + Pay = Qu" 
dx х)у = О(х)у". 


Observe que, se л = 0 ou 1, a equação de Bernoulli é linear. 
Para outros valores de n, a substituição и = y!" transforma a 
equação de Bernoulli na equação linear 


du 
dx 


+ (1 = n)P(x)u = (1 — n)Q(x). 


Por exemplo, na equação 


dy o 
dx y=e 


x у? 


9 . 3 Aplicacóes 


temos п = 2, de modo que u = y! = у! e du/dx = —y? dyldx. 
Então, dy/dx = —y? du/dx = —w? duldx. A substituição na equa- 
gáo original dá 


A última equação é linear na variável dependente и (incógnita). 
Resolva as equacóes de Bernoulli nos Exercícios 29-32. 


29. у-у=-у? 
30. у 
31. ху +y=y? 

32. xy + 2xy = y 


y= xy2 


Vejamos agora quatro aplicações de equações diferenciais de primeira ordem. 
A primeira aplicação analisa um objeto em movimento ao longo de uma reta, sujeito 
a uma força oposta ao seu movimento. A segunda é um modelo de crescimento po- 
pulacional. A terceira considera a curva ou curvas que intersectam ortogonalmente 
(ou seja, em ângulos retos) cada curva de uma segunda família de curvas. A última 
aplicação analisa concentrações químicas que entram e saem de um recipiente. Os 
vários modelos envolvem equações de primeira ordem separáveis ou lineares. 


Movimento com resistência proporcional à velocidade 


Em alguns casos, é razoável supor que a resistência encontrada por um objeto em 
movimento, como um carro que roda em ponto morto até parar, seja proporcional à sua 
velocidade. Quanto mais rápido o objeto se move, mais seu progresso para a frente sofre 
a resistência do ar por onde passa. Imagine o objeto como uma massa m que se move 
ao longo de uma reta coordenada com a função posição s e a velocidade v no instante /. 
Pela segunda lei do movimento de Newton, a força da resistência oposta ao movimento é 


5 v 
Força = massa X aceleração = m e ; 
Se a força de resisténcia for proporcional а velocidade, temos 


m= фу ou а о (Ж > 0). 


Essa ё uma equação diferencial separável que representa a variação exponencial. A 
solução da equação com a condição inicial v = v, em = 0 é (Seção 7.2) 


v= voe т. (1) 


O que podemos aprender com a Equação 1? Por um lado, podemos ver que, 
se m for bem grande, como a massa de um barco com 20.000 toneladas de minério 
no Lago Erie, será necessário um longo tempo para que a velocidade se aproxime 
de zero (pois / deve ser grande no expoente da equação para tornar kt/m grande o 
suficiente para que v seja pequena). Podemos aprender ainda mais se integrarmos a 
Equação 1 para determinar a posição s em função do instante t. 

Suponha que o corpo deslize até parar, e que a única forga atuante sobre ele 
seja a da resisténcia, proporcional à sua velocidade. Até onde ele deslizará? Para 
descobrir, começamos com a Equação 1 e resolvemos o problema de valor inicial 


ds 


= m voe тэ, s(0) = 0. 
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Ao integrarmos em relação a t, obtemos 
ў= — Po? p-m) tC. 
k 
Substituindo s = 0 quando г = 0, obtemos 


0=-*E+c e c=. 


Portanto, a posição do corpo no instante / é 


vom 7 vom vom ыр 
s(t) NEN Е e my 4 Е == E (1 -8 (тэ), (2) 


Para calcular a distáncia percorrida pelo corpo, determinamos o limite de «(/) quan- 
do г — оо. Como — (k/m) < 0, sabemos que e (m) — 0 quando t — oo, de modo que 


lim 5(0) = lim =a — е-®ту 


є—>со 1-»00 
vom von 
E 4-077, 
Assim, 
T NR 5 vom 
Distáncia percorrida = E ^ (3) 


O número vyn/k é apenas um limitante superior (ainda que útil). Isso faz sentido 
em pelo menos um aspecto: se т for grande, o corpo percorrerá um longo caminho. 


| No sistema inglês, onde o peso é medido EXEMPLO 1 Para um esquiador com 192 libras de peso, o k na Equação 1 é de 
ет 1 


libras, а massa ё medida ст slugs. cerca de 1/3 slug/s e т = 192/32 = 6 slugs. Quanto tempo levará para que a velo- 
Assim, cidade do esquiador passe de 11 pés/s (7,5 milhas/h) para 1 pé/s? Que distáncia o 
Libras = slugs x 32, esquiador percorrerá antes de parar completamente? 


supondo que a constante gravitacional 
; 65/82 A 5 : е 
seja 32 pés/s". Solução Respondemos à primeira questão obtendo ѓа partir da Equação 1: 


11е7'/18 = 1 Equação | com k = 1/3, 
т = 6,u = 11,0 = 1 


e = 1/11 
-1/18 = In(1/11) = —In11 
t= 181п11 = 43s. 
Respondemos à segunda questào com a Equaçào 3: 


— 4 _ vm 11:6 
Distáncia percorrida — К 1/3 


= 198 pés. 


Imprecisáo do modelo de crescimento populacional exponencial 


Na Seção 7.2, modelamos o crescimento populacional com a lei da variação 
exponencial: 


dP _ _ 
ДЕ = КР, Р(0) = Ро 
onde Р ёа populacào no instante /, k > 0 ё uma taxa constante de crescimento e P, 
é o tamanho da população no instante t = 0. Na Seção 7.2 encontramos a solução Р 
= Pe" para esse modelo. 

Para avaliar o modelo, observe que a equação diferencial de crescimento expo- 
nencial diz que 

dP/dt _ k 
P ин (4) 
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Р População mundial (1980-2008) 


7000 
P = 445400917" 
5000 
1 1 1 
40007 10 30” 


FIGURA 9.10 Observe que o valor da 
solução P = 4454e%0171 é 7169 quando 
t= 28, número que é quase 7% maior do 
que o da população real em 2008. 


Trajetória ortogonal 


FIGURA 9.11 Trajetória ortogonal que 
intercepta a família de curvas em ángulos 
retos, ou ortogonalmente. 


FIGURA 9.12 Сайа reta que passa pela 
origem é ortogonal à família de círculos 
centralizados na origem. 


TABELA 9.3 População mundial (metade do ano) 
UM арр 

1980 4454 76/4454 = 0,0171 
1981 4530 80/4530 = 0,0177 
1982 4610 80/4610 = 0,0174 
1983 4690 80/4690 = 0,0171 
1984 4770 81/4770 = 0,0170 
1985 4851 82/4851 = 0,0169 
1986 4933 85/4933 = 0,0172 
1987 5018 87/5018 = 0,0173 
1988 5105 85/5105 = 0,0167 
1989 5190 


Fonte: U.S. Bureau of the Census (setembro de 2007). Disponível em: 
<www.census.gov/ipe/www/idb>. 


é constante. Essa taxa é chamada taxa de crescimento relativo. Agora, a Tabela 9.3 
fornece a população mundial na metade do ano para os anos de 1980 a 1989. Consi- 
derando que dt = 1 e dP = AP vemos pela tabela que a taxa de crescimento relativo 
na Equação 4 é aproximadamente a constante 0,017. Assim, com base nos dados 
tabulados com / = 0 representando 1980, / = 1 representando 1981, e assim por 
diante, a população mundial poderia ser modelada pelo problema de valor inicial, 


d = 0017P, P(0) = 4454. 


A solução desse problema de valor inicial fornece a função população 
Р = 445400". No ano de 2008 (então, / = 28), a solução prevê, na metade do ano, 
a população mundial no valor de aproximadamente 7169 milhões, ou 7,2 bilhões 
(Figura 9.10), que é maior do que a população real de 6707 milhões fornecida pelo 
U.S. Bureau of the Census. Um modelo mais realista consideraria fatores ambien- 
tais e outros que afetam a taxa de crescimento, que vem diminuindo firmemente 
em aproximadamente 0,012 desde 1987. Consideraremos tal modelo na Seção 9.4. 


Trajetórias ortogonais 


Uma trajetória ortogonal de uma família de curvas é uma curva que intersecta 
cada uma da família em ângulos retos, ou ortogonalmente (Figura 9.11). Por exem- 
plo, cada reta que passa pela origem é uma trajetória ortogonal à família de círculos 
x? + у? = q?, centrados na origem (Figura 9.12). Tais sistemas de curvas mutuamente 
ortogonais são de particular importância em problemas físicos relacionados a po- 
tencial elétrico, onde as curvas em uma família correspondem à força de um campo 
elétrico, e as de outra família correspondem ao potencial elétrico constante. Eles 
também estão presentes em problemas de hidrodinâmica e de fluxo de calor. 


EXEMPLO 2 Determine as trajetórias ortogonais da família de curvas xy = a, onde 
a # 0 é uma constante arbitrária. 


Solução Аз curvas xy = a formam uma família de hipérboles com os eixos coordena- 
dos como assíntotas. Primeiro determinamos os coeficientes angulares de cada curva 
dessa família, ou seus valores dy/dx. Diferenciando xy = a implicitamente, obtemos 
dy y 


x ъУ = 0 ou d x 


FIGURA 9.13 Toda curva é ortogonal 
a cada curva de outra família que ela 
encontra (Exemplo 2). 


y : 
E (taxa de entrada do produto químico) — 
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Logo, o coeficiente angular da reta tangente a qualquer ponto (x, y) em uma das 
hipérboles xy = a é у' = —y/x. Em uma trajetória ortogonal, o coeficiente angular da 
reta tangente a esse mesmo ponto deve ser a recíproca negativa, ou x/y. Portanto, as 
trajetórias ortogonais devem satisfazer a equação diferencial 


dy x 
dx y’ 
Essa equação diferencial é separável, e iremos resolvé-la como na Seção 7.2: 


ydy = хах Separe as variáveis. 


E dy — IE dx Integre os dois lados. 


y -x = b, (5) 


onde 5 = 2C é uma constante arbitrária. As trajetórias ortogonais são a família de 
hipérboles dada pela Equação 5 e esboçada na Figura 9.13. 


Problemas de mistura 


Suponhamos que um produto químico em uma solução líquida (ou disperso 
em gás) seja colocado em um recipiente que comporte o líquido (ou o gás) com, 
possivelmente, uma quantidade especificada do produto químico também dissolvi- 
do. A mistura é mantida uniforme por agitação e flui para fora do recipiente a uma 
taxa conhecida. Nesse processo, é, em geral, importante conhecer a concentração 
do produto químico no recipiente em qualquer instante determinado. A equação 
diferencial que descreve o processo se baseia na fórmula 


Taxa de variação taxa na qual taxa na qual 
da quantidade — o produto — | o produto (6) 
no recipiente químico entra químico sai. 


Se y(1) é a quantidade de produto químico no recipiente no instante ѓе V(/) é o vo- 
lume total do líquido no recipiente no instante /, então a taxa de saída do produto 
químico nesse mesmo instante é 


y(t) 


Taxa de saída = vO * (taxa de escoamento de saída) 


=Í. concentração по 


recipiente no instante ) * (taxa de escoamento de saída). (7) 


Por conseguinte, a Equação 6 se transforma em 


1) 
TV ída). (8 
V) (taxa de escoamento de saída). (8) 


Se, por exemplo, y for medido em libras, V em galões e t em minutos, as unidades 
na Equação 8 serão 


libras libras libras galões 
minutos X minutos galões minutos ` 


EXEMPLO 3 Em uma refinaria de petróleo, um reservatório de armazenamento 
com 2000 galóes de gasolina, inicialmente, contém 100 libras de um aditivo dissol- 
vido nele. Na preparação para o inverno, gasolina que contém 2 libras de aditivo por 
galào é bombeada para o reservatório a uma taxa de 40 gal/min. 
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А solugáo bem misturada 6 bombeada a uma taxa de 45 gal/min. Quanto de adi- 
tivo terá o reservatório 20 minutos após iniciado o processo de bombeamento 
(Figura 9.14)? | 


CE. 40 gal/min contendo 2 Ib/gal 


(__[\ 45 gal/min contendo 7 Ib/gal 


FIGURA 9.14 О reservatório no Exemplo 3 mistura o líquido colocado 
com o líquido armazenado para produzir um líquido de saída. 


Solução Seja y a quantidade (em libras) de aditivo no reservatório no instante /. | 
Sabemos que у = 100 quando г = 0. O número de galões de gasolina com aditivo em | 
solução no reservatório em qualquer instante г é | 


al 1 
V(r) = 2000 gal + (027 — 45 E) (t min) 
min min 


= (2000 — 51) gal. 


Portanto, 
Р x(t) ; š 
Таха de saída = vO * taxa de escoamento de saida Equação 7 
эг y 45 A taxa de fluxo de saida é 45 gal/min 
2000 — 5t ev = 2000 — 5r. 
=. AM 3 
2000 — St min ` 
Além 41580, 
1 
Таха de entrada = ( E) ( 3) 
ва! min 
= 80-5, 
тїп 


A equagáo diferencial que modela o processo de mistura é 


dy 80 45у —— 

di 2000 — 5; “амс | 
| 
1 


em libras por minuto. 

Para resolver essa equação diferencial, primeiro a escrevemos na forma linear 
padráo: 
dy 45 _ | 


di * 2000 54780. 


Assim, P(t) = 45/(2000 — 51) e O(t) = 80. O fator integrante é 
v(t) = eS P = eS amd 


= e 9 In (2000-51) 3000 == p >й 


(2000 — 50) °. 
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Ao multiplicarmos os dois lados da equação padrão por v(/) e os integrarmos, 


obtemos 


dy 45 


(2000 — 51) ?- ( 


-9 
2 E IT ») 80(2000 — 51) 


d 
(2000 — 57)? E + 45(2000 — 51) 1" y = 80(2000 — 57)? 


A solução geral é 


< [(2000 — 51) *y] = 80(2000 — 5077 


(2000 — 51) °y = / 80(2000 — 51)? dt 


E (2000 — 54 
- = š 
(2000 — 51) °y = 80 CIS + C. 


y = 2(2000 — 57) + C(2000 — 51). 


Como y = 100 quando г = 0, podemos determinar o valor de C: 


100 = 2(2000 — 0) + C(2000 — 0)? 


_ 3900 
(2000)? ` 


A soluçào particular do problema de valor inicial é 


y = 2(2000 — 5) — 


3900 
(2000)? 


(2000 — 50). 


A quantidade de aditivo 20 minutos após o inicio do bombeamento é 


y(20) = 2[2000 — 5(20)] — 


Exercícios 9.3 


Movimento ao longo de uma reta 


1. Percurso de uma bicicleta Um ciclista de 66 kg em uma 
bicicleta de 7 kg inicia seu percurso no nível do solo a 9 m/s. O 
k па Equação 1 é de cerca de 3.9 kg/s. 
a. Que distáncia o ciclista irá percorrer antes de parar comple- 
tamente? 
b. Quanto tempo levará para a velocidade do ciclista cair para 
1 m/s? 


. Percurso de um encouraçado Suponha que um encouraça- 
do de classe Iowa tenha massa em torno de 51.000 toneladas 
métricas (51.000.000 kg) e um valor k na Equação 1 de cerca 


3900 
(2000)? 


[2000 — 5(20)]? = 1342 Ib. 


de 59.000 kg/s. Suponha que o navio perca poténcia quando se 

move a uma velocidade de 9 m/s. 

a. Aproximadamente que distáncia o navio percorrerá antes de 
parar na água? 

b. Após quanto tempo, aproximadamente, a velocidade do na- 
vio cairá para 1 m/s? 


. Os dados na Tabela 9.4 foram coletados com um detector de 


movimento e um CBL'M (computer based learning — apren- 
dizagem assistida por computador) por Valerie Sharritts, uma 
professora de matemática da St. Francis DeSales High School, 
em Columbus, Ohio. A tabela mostra a distáncia s (em me- 
tros) percorrida com patins em / segundos por sua filha Ashley, 
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+ 


quando esta tinha 10 anos. Determine um modelo para a po- 
sigáo de Ashley com base nos dados da Tabela 9.4 na forma 
da Equação 2. Sua velocidade inicial era u, = 2,75 m/s, sua 
massa, m = 39,92 kg (ela pesava 88 libras) e a distáncia total 
que ela percorreu, 4,91 m. 


TABELA 9.4 Dados de patinacáo de Ashley Sharritts 


t(s) t(s) 
0 0 2,24 
0,16 0,31 2,40 
0,32 0,57 2,56 
0,48 0,80 2,72 
0,64 1,05 2,88 
0,80 1,28 3,04 
0,96 1,50 3,20 
1,12 1,72 3,36 
1,28 1,93 3,52 
1,44 2,09 3,68 
1,60 2,30 3,84 
1,76 2,53 4,00 
1,92 2,73 4,16 
2,08 2,89 432 


s(m) 


s(m) 
3,05 
3,22 
3,38 
3,52 
3,67 
3,82 
3,96 
4,08 
4,18 
4,31 
4.41 
4,52 
4,63 
4,69 


. Deslizando até parar A Tabela 9.5 mostra a distáncia s 
(em metros) em termos do instante / (em segundos) que Kelly 
Schmitzer percorreu de patins. Determine um modelo para a 
sua posigáo na forma da Equagáo 2. Sua velocidade inicial era 
vo = 0,80 m/s, sua massa, m = 49,90 kg (110 Ib) e a distância 
total deslizada, 1,32 m. 


TABELA 9.5 Dados de patinação de Kelly Schmitzer 

t(s) s(m) 

0 0 1,3 0,89 3,1 1,30 
0,1 0,07 1,7 0,97 3,3 1,31 
0,3 0,22 1,9 1,05 3,5 1,32 
0,5 0,36 2,1 1,11 3,7 1,32 
0,7 0,49 2,3 1,17 3,9 1,32 
0,9 0,60 2,5 1,22 4,1 1,32 
101 0,71 23 1:25 4,3 1,32 
13 0,81 2,9 1,28 4,5 1,32 


9.4 


Trajetórias ortogonais 


Nos Exercícios 5-10, determine as trajetórias ortogonais da família 
de curvas. Esboce vários membros de cada família. 


5. y=mx 8. 204y-c 
6. у=сх? 9. y=ce* 
7. kà « y? «1 10. y - e* 
11. Mostre que as curvas 2x? + 3y? = 5 e y? = x? são ortogonais. 


12. 


Encontre a família de soluções de determinada equação dife- 
rencial e a família de trajetórias ortogonais. Esboce as duas 
familias. 


a.xdx+ydy=0 b.xdy-2ydx=0 


Problemas de mistura 


13. 


14. 


15. 


16. 


Soluções gráficas de equações autónomas 


Mistura de sal Um tanque contém inicialmente 100 galões 

de solução salina em que são dissolvidos 50 Ib de sal. Uma 

solução salina que contém 2 Ib/gal de sal é inserida em um tan- 

que a uma taxa de 5 gal/min. A mistura é mantida uniforme por 

meio de agitação e flui para fora do tanque à taxa de 4 gal/min. 

a. A que taxa (libras por minuto) o sal entra no tanque no ins- 
tante 1? 

b. Qual é o volume da solução salina no tanque no instante 1? 

€. A que taxa (libras por minuto) o sal sai do tanque no instan- 
ter? 

d. Anote e resolva o problema de valor inicial descrevendo o 
processo de mistura. 

e. Calcule a concentração de sal no tanque 25 minutos após o 
início do processo. 


Problema de mistura Um reservatório de 200 galões está 
ocupado até a metade com água destilada. No instante / = 0, 
uma solução que contém 0,5 Ib/gal de concentrado entra no 
reservatório a uma taxa de 5 gal/min, e a mistura bem agitada é 
extraída a uma taxa de 3 gal/min. 

a. Em que instante o reservatório estará cheio? 

b. No momento em que estiver cheio, quantas libras de con- 

centrado conterá? 


Mistura de fertilizantes Um tanque contém 100 galões de 
água doce. Uma solução que contém 1 Ib/gal de fertilizante 
solúvel escoa para um tanque a uma taxa de 1 gal/min, e a mis- 
tura é bombeada para fora do tanque a uma taxa de 3 gal/min. 
Determine a quantidade máxima de fertilizantes no tanque e 
o tempo necessário para que ele atinja a capacidade máxima. 
Poluição por monóxido de carbono Uma sala de conferén- 
cias de uma corporação contém 4500 pés? de ar inicialmente 
isento de monóxido de carbono. A partir do tempo / = 0, fuma- 
ça de cigarro contendo 4% de monóxido de carbono é expelida 
para a sala à taxa de 0,3 pé/min. Um ventilador de teto man- 
tém o ar da sala bem distribuído, e o ar sai da sala à mesma taxa 
de 0,3 p&/min. Determine o momento em que a concentração 
de monóxido de carbono na sala atinge 0,01%. 


No Capítulo 4, vimos que o sinal da primeira derivada determina onde o gráfi- 
co de uma função é crescente e onde ele é decrescente. O sinal da segunda derivada 
determina a concavidade do gráfico. Podemos usar o nosso conhecimento de como 
as derivadas determinam a forma do gráfico para resolver equações diferenciais 
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graficamente. Veremos que a capacidade de discernir o comportamento físico dos 
gráficos é uma ferramenta poderosa para a compreensáo dos sistemas do mundo 
real. As ideias iniciais de uma solução gráfica são as noções de reta de fase e valor 
de equilíbrio. Chegamos a essas noções ao investigar, a partir de um ponto de vista 
bastante diferente daquele estudado no Capítulo 4, o que acontece quando a deriva- 
da de uma função derivável é zero. 


Valores de equilíbrio e retas de fase 


Quando derivamos implicitamente a equagáo 
¿In (Sy — 15) = x +1, 


obtemos 


155) Ф _ | 
55у — 15) ах ; 
Isolando y' = dy/dx, obtemos y' = 5y — 15 = 5(у — 3). Nesse caso, a derivada y' é uma 
função apenas de y (da variável dependente) e é zero quando y = 3. 

Uma equaçào diferencial para a qual a derivada dy/dx é uma funçào apenas 
de y é chamada de autónoma. Investigaremos o que acontece quando a derivada, 


em uma equação autónoma, é igual a zero. Supomos que todas as derivadas sejam 
contínuas. 


DEFINIÇÃO Se dy/dx = g(y) é uma equação diferencial autônoma, então os 


valores de у para os quais dy/dx = 0 são chamados de valores de equilíbrio 
ou pontos estacionários. 


Assim, os valores de equilíbrio são aqueles em que nenhuma alteração ocorre 
na variável dependente, de modo que y esteja em repouso. A ênfase é sobre o valor 
de y, onde dy/dx = 0, e não no valor de x, como estudamos no Capítulo 4. Por exem- 
plo, os valores de equilíbrio para a equação diferencial autônoma 


dy 
= (у + (у - 2) 


sáoy--ley-2. 

Para construir uma solucào gráfica de uma equacào diferencial autónoma, pri- 
meiro desenhamos uma reta de fase para a equação, que é uma representação gráfi- 
ca sobre o eixo y que mostra os valores de equilíbrio da equação com os intervalos 
onde dy/dx e d?y/dx? são positivas e negativas. Então, sabemos onde as soluções são 
crescentes e decrescentes, e qual é a concavidade da curva integral. Essas sào as ca- 
racterísticas essenciais que estudamos na Segáo 4.4 e que nos permitem determinar 
as formas das curvas integrais sem ter que encontrar fórmulas para elas. 


EXEMPLO 1 Desenhe uma reta de fase para a equação 


, 


dy _ 
аг” (y + DG = 2) 


e use-a para esboçar as soluções da equação. 


Solução 
1. Desenhe uma reta numérica para y e marque os valores de equilibrio y =-1 e 
y =2, onde dy/dx = 0. 


(0) О; »у 
4 2 
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FIGURA 9.15 Аз soluções gráficas do 
Exemplo 1 incluem as retas horizontais 
у=-—1 е y=2, que passam pelos valores 
de equilíbrio. Duas curvas integrais jamais 
podem se cruzar ou tocar uma na outra. 


2. Identifique e marque os intervalos onde y' > 0 e y' < 0. Esse passo se assemelha 
ao que demos na Segáo 4.3, mas agora está sendo feito no eixo y em vez de no 
eixo x. 


1 1 
1 1 
! ! 
! б 0 l 


-1 2 


y>0 


Podemos encapsular a informação sobre o sinal de y” na própria reta de fase. 
Como у' > 0 no intervalo à esquerda de у = —1, uma solução da equação diferencial 
com um valor de y menor que —1 crescerá a partir daí em direção a y = –1. Ilustra- 
mos essa informagáo com o esbogo de uma seta no intervalo que aponta para —1. 


eor. 9—0. - —— r 
-l 2 


Do mesmo modo у < 0 entre y =—1 e y = 2, portanto, qualquer solução com um 
valor nesse intervalo decresce em direção a y = -1. 

Para y > 2, temos y” > 0, e, assim, uma solução com um valor de y maior do que 
2 crescerá sem limitações a partir desse valor. 

Em resumo, as curvas integrais abaixo da reta horizontal y = —1, no plano xy, 
crescem em direção a y = –1. As curvas integrais entre as retas у = —1 e y = 2 decres- 
cem de у = 2 em direção a у = —1. As curvas integrais acima de y = 2 crescem e se 
distanciam de у = 2, e continuam crescendo. 


3. Calcule y" e marque os intervalos onde y" > 0 e y" < 0. Para encontrar y”, deri- 
vamos y' em relação a x, usando derivação implícita. 


у = (у + (у – 2) = у -у- 2 Fórmula рага y’ . . . 


" d ар d 2 
y =) = r= 
zs , , diferenciada implicitamente 
Е 25у TY em relação a x 
= (2y — 1)у 


= Qy - DO + DX - 2). 


A partir dessa fórmula, vemos que y" muda de sinal em y =-1,y=1/2e y = 2. 
Adicionaremos à reta de fase essa informação sobre o sinal de у”. 


y»0 | y<0 i| ус0 1 y>0 
y'<0 ! y'>0 l y" <0 Ч y">0 
¡qrRxA nh. o. o —  — CY". 
-1 2 


4. Esboce diversas curvas integrais no plano ху. As retas horizontais y = –1, y = 1/2 
е у= 2 dividem o plano em faixas horizontais nas quais conhecemos os sinais de 
y' e y". Em cada faixa, essa informação nos diz se as curvas integrais sobem ou 
descem e como elas se curvam conforme x cresce (Figura 9.15). 

As “retas de equilíbrio” y =—1 e y = 2 são também curvas integrais. (As funções 
constantes у = —1 e у = 2 satisfazem a equação diferencial.) As curvas integrais que 
cruzam a reta y = 1/2 têm um ponto de inflexão nela. A concavidade muda de côn- 
cava para baixo (acima da reta) para côncava para cima (abaixo da reta). 

Como previsto no Passo 2, as soluções nas faixas do meio e inferiores se apro- 
ximam do valor de equilíbrio у = —1 à medida que x cresce. As soluções na faixa 
superior crescem continuamente a partir de y = 2. 


FIGURA 9.16 Primeiro passo para 

a construção da reta de fase da lei de 
resfriamento de Newton. A temperatura 
tende ao valor de equilíbrio (meio 
ambiente) a longo prazo. 
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FIGURA 9.17 Reta de fase completa para 


a lei de resfriamento de Newton. 
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FIGURA 9.18 Temperatura versus tempo. 


Independentemente da temperatura 


inicial, a temperatura do objeto H(t) tende 
a 15?C, a temperatura do meio ambiente. 
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Equilíbrio estável e equilíbrio instável 


Observe a Figura 9.15 mais uma vez, em particular o comportamento das cur- 
vas integrais próximo aos valores de equilíbrio. Uma vez que uma curva integral 
tem um valor próximo a у = —1, ela tende continuamente em direção a esse valor; 
y=-—1 é um equilíbrio estável. O comportamento próximo a у = 2 é exatamente о 
oposto: todas as soluções, exceto a solução de equilíbrio y = 2, afastam-se dela à 
medida que x cresce. Chamamos y = 2 de equilíbrio instável. Se a solução estiver 
nesse valor, ela permanece, mas se nào estiver exatamente nele, mesmo estando 
muito próxima, ela se afasta. (Às vezes, um valor de equilíbrio é instável porque 
uma solução se afasta dele apenas de um lado do ponto.) 

Agora que sabemos o que procuramos, já podemos ver esse comportamento 
na reta de fase inicial (o segundo diagrama no Passo 2 do Exemplo 1). As setas se 
afastam de y = 2 e, uma vez à esquerda de y = 2, vão em direção a y =—1. 

Apresentaremos agora alguns exemplos aplicados em que podemos esbogar 
uma família de curvas integrais para os modelos de equações diferenciais usando o 
método do Exemplo 1. 


Lei de resfriamento de Newton 


Na Seção 7.2, resolvemos analiticamente a equação diferencial 


dH. OKH- Hs), Ю»0 

dt 
modelando a lei de resfriamento de Newton. Aqui, H é a temperatura de um objeto 
no instante /, e А; ё a temperatura constante do meio ambiente. 

Suponha que o meio ambiente (digamos, uma sala em uma casa) tenha uma tem- 
peratura Celsius constante de 15°С. Podemos entáo expressar a diferenga de tempe- 
ratura como H(t) — 15. Considerando que H seja uma função derivável no instante 
t, pela lei de resfriamento de Newton, existe uma constante de proporcionalidade 
К> 0, tal que 


dH 
r š =k(H — 15) (1) 
(menos k para dar uma derivada negativa quando Н > 15). 

Como dH/dt = 0 em Н = 15, a temperatura de 15°С é um valor de equilíbrio. 
Se H> 15, a Equação 1 nos diz que (Н — 15) > 0 e dH/dt < 0. Se o objeto for mais 
quente do que a sala, ele esfriará. Da mesma forma, se H < 15, então (Н – 15) < 0e 
dH/dt > 0. Um objeto mais frio do que a sala esquentará. Assim, o comportamento 
descrito pela Equação 1 está de acordo com nossa intuição de como a temperatura 
deve se comportar. Essas observações são capturadas na reta de fase inicial da Figu- 
ra 9.16. O valor Н = 15 é um equilíbrio estável. 

Determinamos a concavidade das curvas integrais derivando os dois lados da 
Equação 1 em relação a г: 


а [ан\ 4 

а (ан) de KH — 15) 
PH _ _ da 
dt? dt 


Uma vez que —k é negativa, vemos que d2H/d?? é positiva quando dH/dt < 0 e nega- 
tiva quando dH/dt > 0. A Figura 9.17 adiciona essa informação à reta de fase. 

A reta de fase completa mostra que, se a temperatura do objeto estiver acima 
do valor de equilíbrio de 15°С, o gráfico de H(t) será decrescente e côncavo para 
cima. Se a temperatura estiver abaixo de 15ºC (a temperatura do meio ambiente), o 
gráfico de H(t) será crescente e côncavo para baixo. Usamos essa informação para 
esboçar curvas integrais típicas (Figura 9.18). 
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y positivo 


F, = mg 


FIGURA 9.19 Objeto em queda sob 
a influência da gravidade, supondo-se 
uma força de resistência proporcional 
à velocidade. 
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FIGURA 9.20 Reta de fase inicial para um 
corpo em queda que encontra resisténcia. 


A partir da curva integral superior na Figura 9.18, vemos que, á medida que o 
objeto esfria, a taxa à qual ele esfria diminui porque dH/dt se aproxima de zero. Essa 
observação está implícita na lei de resfriamento de Newton e contida na equação 
diferencial, mas o achatamento do gráfico enquanto o tempo avança dá uma repre- 
sentação visual imediata do fenômeno. 


Queda de um corpo que encontra força de resistência 


Newton observou que a taxa de variação da quantidade de movimento adquiri- 
da por um objeto em movimento é igual à força líquida aplicada a ele. Em termos 
matemáticos, 


F = (ту, (2) 


onde F é a força líquida que age sobre o objeto e m e v são a massa е a velocidade 
do objeto. Se m varia com o tempo, como por exemplo, se o objeto é um foguete que 
queima combustível, o lado direito da Equação 2 se expande para 


utilizando a regra de derivação do produto. Em muitas situações, no entanto, m é 
constante, dm/dt = 0, e a Equação 2 toma a forma mais simples 


Е = т ou F= ma, (3) 


conhecida como a segunda lei do movimento de Newton (veja a Seção 9.3). 
Em queda livre, a aceleração constante exercida pela gravidade é denotada por 
g, ea única força que age para baixo em um corpo em queda é 


F; = mg, 


a força da gravidade. Se, no entanto, pensamos em um corpo de verdade que cai 
pelo ar — digamos, uma moeda de uma grande altura ou um paraquedista de uma 
altura ainda maior —, sabemos que, em algum ponto, a resistência do ar será um 
fator de interferência na velocidade da queda. Um modelo mais realista de queda 
livre incluiria a resistência do ar mostrada como uma força F, no diagrama esque- 
mático da Figura 9.19. 

Para velocidades bem abaixo da velocidade do som, as experiências fisicas 
demonstraram que F, é aproximadamente proporcional à velocidade do corpo. Por- 
tanto, a força líquida de um corpo em queda é 


F=F,=Ejp 
о que resulta em 
du _ 
т mg Ки 
d k 
Е ту. 2) 


Podemos usar uma reta de fase para analisar as funções velocidade que resolvem 
essa equação diferencial. 

O ponto de equilíbrio, obtido ao estabelecermos que o lado direito da Equação 
4 é igual а zero, é 


| mg 
Ut 


Se inicialmente o corpo se move mais rápido do que isso, dv/dt é negativa e o corpo 
cai mais devagar. Se o corpo se move a uma velocidade inferior a mg/k, então dv/dt 
> 0 e a velocidade do corpo aumenta. Essas observações foram obtidas no diagrama 
da reta de fase inicial, na Figura 9.20. 


I 
! 
du ' du 
dr” 0 ! di < 0 
2 I 2 
Фусо | so 
Шы dt^ 
A— P o —<— > v 


FIGURA 9.21 Reta de fase completa de 
um corpo em queda. 
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FIGURA 9.22 Curvas de velocidade 
típicas para um corpo em queda que 
encontra resistência. O valor v = mg/k 
é a velocidade terminal. 
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FIGURA 9.23 Reta de fase inicial para 
crescimento logístico (Equação 6). 
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Determinamos a concavidade das curvas integrais ao derivar os dois lados da 
Equação 4 em relação a г: 


dv d k \__ка 

d dt (s m v) m qt ` 
Vemos que dv/dt < 0 quando v < mg/k e d?v/d? > 0 quando v > mg/k. A Figura 
9.21 adiciona essa informação à reta de fase. Observe a semelhança da reta de fase 
com a lei de resfriamento de Newton (Figura 9.17). As curvas integrais também sáo 
semelhantes (Figura 9.22). 

A Figura 9.22 mostra duas curvas integrais típicas. Independentemente da ve- 
locidade inicial, vemos que a velocidade do corpo tende ao valor limite v = mg/k. 
Esse valor, um ponto de equilíbrio estável, é chamado de velocidade terminal do 
corpo. Os paraquedistas podem variar sua velocidade terminal de 95 milhas/h a 


180 milhas/h ao alterarem a dimensào de área do corpo que se opóe à queda, o 
que afeta o valor de K. 


Crescimento logístico da populacáo 


Na Seção 9.3, examinamos o crescimento da população usando o modelo de 
variagáo exponencial. Isto é, se P representa o número de indivíduos e se negligen- 
ciamos partidas e chegadas, entào 


dP 
rm kP, (5) 
onde k > 0 é a taxa de natalidade menos a taxa de mortalidade por indivíduo por 
unidade de tempo. 

Como o ambiente natural tem apenas um nümero limitado de recursos para 
sustentar a vida, é razoável supor que apenas uma população máxima M pode ser 
acomodada. À medida que a população se aproxima dessa população limite ou 
capacidade de carga, os recursos se tornam menos abundantes, e a taxa de cresci- 
mento k decresce. Uma relagáo simples que exibe esse comportamento é 


к= r(M — P), 


onde r > 0 é uma constante. Observe que k decresce à medida que P aumenta em 
diregáo a M, e k é negativa se P é maior do que M. Substituindo r(M — P) por k na 
Equação 5, obtemos a equação diferencial 


dP 
dt 


М — Р)Р = rMP — rP. (6) 


O exemplo dado pela Equação 6 é chamado de crescimento logístico. 

Podemos prever o comportamento da população com o tempo por meio da 
análise da reta de fase da Equação 6. Os valores de equilíbrio são P = M e P = 0, е 
podemos verificar que dP/dt> 0 se 0 < P < M e dP/dt < 0 se P > M. Essas observa- 
ções estão registradas na reta de fase na Figura 9.23. 

Determinamos a concavidade das curvas de população derivando os dois lados 
da Equação 6 em relação ao г: 


аР 
де t qr (MP — rP’) 
= dP _ 2p dP 
= ME = UP 
= «M — 2р). 0) 


Se P=M/2, então d?P/df? = 0. Se P < M12, então (M — 2P) e dP/dt são positivos e 
d?P/dP? > 0. Se M/2 < P < M, então (M — 2P) < 0, dP/dt > 0 e P/d? < 0. 
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FIGURA 9.24 Reta de fase completa para 
o crescimento logístico (Equação 6). 
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Se P > M, então (M — 2P) e dP/dt são ambos negativos e d?P/d? > 0. Adicio- 
namos essa informação à reta de fase (Figura 9.24). 

As retas P = M/2 e P = M dividem o primeiro quadrante do plano tP em faixas 
horizontais nas quais conhecemos os sinais de dP/dt e Р/Р. Em cada faixa, sabe- 
mos como as curvas integrais sobem e descem e como elas se deformam à medida 
que o tempo passa. As retas de equilíbrio P = 0 e P = M são curvas de população. 


As curvas de população que cruzam a reta P = M/2 têm nela um ponto de inflexão, 


o que lhes confere uma forma sigmoide (curvada em duas direções, como a letra S). 
A Figura 9.25 exibe curvas de população típicas. Observe que cada curva de popu- 


lação se aproxima da população limite M quando t — oo. 
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FIGURA 9.25 


Exercícios 9.4 


>t 


Tempo 


Curvas de população para crescimento logístico. 


Retas de fase e curvas integrais 


Nos Exercicios 1-8: 


a. Identifique os valores de equilíbrio. Quais são estáveis e 
quais são instáveis? 

b. Construa a reta de fase. Identifique os sinais de y' e y”. 

с. Esboce várias curvas integrais. 


dy 
1. == (7+ 2000 – 3) 5. y = Vy, у> 0 
2 9-2-4 6 y =y- Vy, у> 0 
; dy а 7. y = (y - D(y - 2» – 3) 
“а?” 8. y =y -y 

dy 3 
4. X X- 2y 


Modelos de crescimento populacional 


As equações diferenciais autónomas nos Exercícios 9-12 represen- 
tam modelos de crescimento populacional. Em cada exercício, use a 
análise da reta de fase para esboçar curvas integrais P(1), selecionan- 
do diferentes valores iniciais P(0). Quais equilíbrios são estáveis e 
quais 880 instáveis? 


9. 


10. 
13. 


dP o. ар _ 5 

= =P 11, © = 2P(P — 3) 

dP oy. 4Р 1 
r = Р — 2P) 12, E = 3P( Р(Р 1) 


Variação catastrófica no crescimento logístico Suponha 
que uma população saudável de algumas espécies cresça em 
um ambiente limitado e que a população atual P, esteja bas- 
tante próxima da capacidade de carga M,. Você pode imaginar 
uma população de peixes vivendo em um lago de água doce 


14. 


em uma área selvagem. De repente, uma catástrofe, tal como 
a erupgáo vulcánica do Monte St. Helens, contamina o lago e 
destrói uma parte significativa do alimento e do oxigénio dos 
quais os peixes dependem. O resultado é um novo ambiente 
com uma capacidade de carga M,, consideravelmente menor 
do que M, e, de fato, menor do que a população atual P,. Par- 
tindo de algum momento antes da catástrofe, esboce uma curva 
“antes e depois” que mostre como a populacào de peixes res- 
ponde à mudanga no ambiente. 


Controle de uma população О departamento de caça e pes- 
ca de determinado estado planeja emitir licengas de caga para 
controlar a população de cervos (um cervo por licença). Sabe- 
-se que, se a populacáo de cervos cair abaixo de certo nível т, 
os cervos serão extintos. Sabe-se também que, se a população 
de cervos cresce acima da capacidade de carga M, entáo a po- 
pulação decrescerá de volta a M por doença e desnutrição. 


a. Discuta a razoabilidade do modelo a seguir em relagáo á 
taxa de crescimento da população de cervos em função 
do tempo: 

dP 


dt 
onde P é a populaçào de cervos e r é uma constante positiva 
de proporcionalidade. Inclua uma reta de fase. 


rP(M — P)(P — m), 


b. Explique por que esse modelo difere do modelo logístico 
dP/dt = rP(M — P). Esse modelo é melhor ou pior do que o 
modelo logístico? 


с. Mostre que se P > M para todo t, então lim, , P(r) = M. 
d. О que acontece se P « m para todo 1? 


e. Discuta as soluções para a equação diferencial. Quais são os 
pontos de equilíbrio do modelo? Explique a dependência do 


valor de equilíbrio de P em relação aos valores iniciais de P. 
Quantas licengas devem ser emitidas? 


Aplicacóes e exemplos 


15. 


16. 


17. 


18. 


Paraquedismo Se um corpo de massa m que cai sob a agáo 
da gravidade, desde o repouso, encontra uma força de resistén- 
cia do ar proporcional ao quadrado da velocidade, entáo, a ve- 
locidade do corpo após / segundos em queda satisfaz a equagáo 


mis = pip — Ja, k> 0 


dt 

onde k é uma constante que depende das propriedades aero- 

dinámicas do corpo e da densidade do ar. (Supomos que a 

queda é muito breve para ser afetada por variações na densi- 

dade do ar.) 

a. Desenhe uma reta de fase para a equação. 

b. Esboce uma curva de velocidade típica. 

€. No caso de um paraquedista com 110 libras de peso (mg = 
110) e com o tempo em segundos e a distáncia em pés, um 
valor típico de k é 0,005. Qual é a velocidade terminal do 
paraquedista? Repita o procedimento para um paraquedista 
com 200 libras de peso. 


Resisténcia proporcional a Vv Um corpo de massa m é 
disparado verticalmente para baixo com velocidade inicial uç. 
Suponha que a força de resisténcia seja proporcional à raiz qua- 
drada da velocidade e determine a velocidade terminal a partir 
de uma análise gráfica. 


Velejando Um veleiro se move ao longo de uma reta, e o 
vento Ihe fornece uma força constante de 50 libras na diregáo 
do movimento. A ünica outra forca que age sobre o barco é a 
resisténcia à medida que o barco se move na água. A força de 
resisténcia é numericamente igual a cinco vezes a velocidade 
do barco, e a velocidade inicial é 1 pé/s. Qual é a velocidade 
máxima do barco em pés por segundo sob a ação desse vento? 


Difusáo de informagáo Os sociólogos reconhecem um fe- 
nómeno chamado difusão social, que é a propagação de uma 
informação, inovação tecnológica ou modismo cultural entre a 
população. Os membros da população podem ser divididos em 
duas classes: aqueles que tém a informagáo e aqueles que náo 
a tém. Em uma populagáo fixa com tamanho conhecido, é ra- 
zoável supor que a taxa de difusáo seja proporcional ao número 
dos que tém a informagáo vezes o número dos que ainda náo a 
receberam. Se X denota a quantidade de indivíduos que tém a 
informação em uma população de N pessoas, então o modelo 
matemático para a difusão social é dado por 
ах 


“de XU - X), 


onde / representa o tempo em dias e k é uma constante positiva. 


9.5 


19. 


20. 


Sistemas de equações e planos de fase 
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Capítulo 9 Equações diferenciais de primeira ordem 


a. Discuta se o modelo é razoável. 
b. Construa uma reta de fase e identifique os sinais de X' e X". 
e. Esboce curvas integrais representativas. 


d. Preveja o valor de X com o qual a informação será dissemi- 
nada mais rapidamente. Quantas pessoas, de fato, receberão 
a informação? 
Corrente em um circuito RL O diagrama a seguir represen- 
ta um circuito elétrico cuja resistência total é uma constante R 
ohms e cuja autoindutância, mostrada como uma espiral, é L 
henries, também constante. Há um interruptor cujos terminais 
em a e 5 podem ser ligados para se conectarem a uma fonte 
elétrica de V volts. Da Seção 9.2, temos 


di 
І + Ві = V, 
dt 
onde í é a corrente em ampéres e / é o tempo em segundos. 


V 


+0 = 


Interruptor 


Use uma análise da reta de fase para esbogar a curva integral 
supondo que o interruptor no circuito RL tenha sido ligado no 
instante / — 0. O que acontece com a corrente quando / — oo? 
Esse valor é chamado de solução de estado estacionário. 


Uma pérola no xampu Suponha que uma pérola esteja afun- 
dando em um líquido denso, como xampu, sujeita a uma força 
de atrito oposta à sua queda e proporcional à sua velocidade. 

Suponha que também exista uma força de empuxo exercida 

pelo xampu. De acordo com o principio de Arquimedes, a força 

de empuxo é igual ao peso do líquido deslocado pela pérola. 

Usando m para a massa da pérola e P para a massa do xampu 

deslocada pela pérola enquanto ela afunda, execute as etapas 

a seguir. 

a. Faça um diagrama esquemático em que sejam mostradas as 
forças que agem sobre a pérola enquanto ela afunda, como 
o que vemos na Figura 9.19. 

b. Usando v(t) para a velocidade da pérola em função do tem- 
po t, escreva uma equação diferencial que modele a veloci- 
dade da pérola como a de um corpo em queda. 

e. Construa uma reta de fase em que sejam mostrados os sinais 
de v e v". 

d. Esboce curvas integrais típicas. 

е. Qual é a velocidade terminal da pérola? 


Em algumas situagóes, somos levados a considerar nào apenas uma, mas vá- 
rias equações diferenciais de primeira ordem. Tal coleção é chamada de sistema de 
equações diferenciais. Nesta seção, apresentamos uma abordagem para compreen- 
der os sistemas por meio de um procedimento gráfico conhecido como análise do 
plano de fase. Apresentamos essa análise no contexto da modelagem das popula- 
ções de trutas e percas que vivem em uma lagoa comum. 
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Planos de fase 


Um sistema geral de duas equações diferenciais de primeira ordem pode tomar 
a forma 


dx _ 

a РОУ) 
dy 

ЭРЭ G(x, y). 


Tal sistema de equações é chamado autónomo porque dx/dt e dy/dt não dependem 
da variável independente de tempo /, mas apenas das variáveis dependentes х е y. 
Uma solução para tal sistema consiste em um par de funções x(1) e у(/) que satisfaz 
as duas equações diferenciais simultaneamente para todo / em algum intervalo de 
tempo (finito ou infinito). 

Não podemos olhar isoladamente apenas uma dessas equações para encontrar 
soluções x(t) e y(t), uma vez que cada derivada depende tanto de x como de y. Рага 
termos alguma ideia de como chegar ás solugóes, voltamos nossa atengáo para as 
duas variáveis dependentes ao tragarmos os pontos (x(1), у(/)) no plano xy, partindo 
de um ponto específico. Por conseguinte, as funções solução definem uma curva 
integral que passa pelo ponto especificado, chamada de trajetória do sistema. O 
plano xy, onde essas trajetórias residem, é chamado de plano de fase. Assim, con- 
sideramos as duas solugóes em conjunto e estudamos o comportamento de todas as 
trajetórias de solugáo no plano de fase. Podemos provar que duas trajetórias nunca 
podem se cruzar ou tocar uma na outra. (Trajetórias de solugáo sáo exemplos de 
curvas paramétricas, que seráo estudadas em detalhes no Capítulo 11.) 


Modelo cacador competitivo 


Imagine que duas espécies de peixes, digamos truta e perca, disputem os mesmos 
recursos limitados (alimento e oxigénio) em determinada lagoa. Seja x(1) a representa- 
ção do número de trutas е y(1) o número de percas que vivem na lagoa no instante /. Na 
verdade, x(t) e у(/) são sempre inteiros, mas iremos aproximá-los com funções reais 
deriváveis. Isso nos permitirá aplicar os métodos de equações diferenciais. 

Vários fatores afetam as taxas de variação dessas populações. Com o passar 
do tempo, as espécies procriam e, assim, supomos que suas populações aumen- 
tem proporcionalmente ao seu tamanho. Por si só, isso levaria a um crescimento 
exponencial em cada uma das duas populações. No entanto, existe um efeito de 
compensação a partir do fato de que as duas espécies competem entre si. Um grande 
número de percas tende a causar uma diminuição no número de trutas, e vice-versa. 
Nosso modelo considera o tamanho desse efeito proporcional à frequência com que 
as duas espécies interagem, o que por sua vez é proporcional à xy, o produto das 
duas populações. Essas considerações levam ao modelo seguinte para o crescimento 
de trutas e percas na lagoa: 


4. 

бт = (a — bx, (1a) 
dy _ 

dr (т — nx). (1b) 


Aqui, x(t) representa a população de trutas, у(/) a população de percas e a, b, m, 
n sào constantes positivas. A solucào desse sistema consiste, епїйо, em um par de 
funções x(1) e y(t) que fornecem a população de cada espécie de peixe no instante t. 
Cada equação em 1 contém ambas as funções desconhecidas x e y, e por isso não é 
possível resolvê-las individualmente. Em vez disso, usaremos uma análise gráfica 
para estudar as trajetórias de solução desse modelo caçador competitivo. 

Agora examinaremos a natureza do plano de fase no modelo de população de 
trutas e percas. Estamos interessados no primeiro quadrante do plano xy, onde x > 0 
e y > 0, pois as populações não podem ser negativas. Primeiro, determinamos onde 
as populações de trutas e percas são constantes. Observe que os valores de (Х(/), 
y(1)) permanecem inalterados quando dx/dt = 0 e dy/dt = 0, então as Equações la e 
1Ь se transformam em 

(a — byx = 0, 


(m — nx)y = 0. 


y Perca 


Ф 
т Truta 


FIGURA 9.27 À esquerda da reta x = m/n, 
as trajetórias se movem para cima, e, à 
direita, para baixo. 


y Perca 
a = 
b — 
х 
Truta 
FIGURA 9.28 Acima da reta y = a/b, as 


trajetórias se movem para a esquerda, e, 
abaixo dela, movem-se para a direita. 


=! 
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Esse par de equações simultâneas tem duas soluções: (x, у) = (0, 0) e (x, у) = (m/n, 
alb). Nestes valores (х, y), chamados de pontos de equilíbrio ou pontos de repou- 
so, as duas populações permanecem com valores constantes durante todo o tempo. 
O ponto (0, 0) representa uma lagoa que não contém elementos de nenhuma das 
duas espécies de peixe; o ponto (m/n, a/b) corresponde a uma lagoa com um número 
invariável de cada uma das espécies de peixes. 

Em seguida, observamos que, se y = a/b, então a Equação la implica que dx/ 
dt = 0 e que a população de trutas х(/) é constante. Da mesma forma, se x = т/п, 
então a Equação 10 implica que dy/dt = 0 e que a população de percas у(/) é cons- 
tante. Essa informação está registrada na Figura 9.26. 


y Perca y Perca У Perca 
AX 
dr g BA 
х x 
Truta m Truta 
n 
(a) (b) 


FIGURA9.26 Pontos de repouso no modelo caçador competitivo determinados pelas 
Equagóes la e Ib. 


Ao estabelecer o nosso modelo caçador competitivo, os valores exatos das cons- 
tantes a, b, m, n em geral nào serào conhecidos. No entanto, podemos analisar o 
sistema de Equações 1 para estudar a natureza da trajetória de soluções. Começamos 
por determinar os sinais de dx/dt e dy/dt ao longo do plano de fase. Embora x(t) re- 
presente o número de trutas e у(/) o número de percas no instante /, consideramos о 
par de valores (х(/), у(/)) como um ponto que traça uma trajetória curva no plano de 
fase. Quando dx/dt é positivo, x(t) aumenta e o ponto se desloca para a direita no plano 
de fase. Se dx/dt é negativo, o ponto se desloca para a esquerda. Da mesma forma, o 
ponto se move para cima, onde dy/dt é positivo, e para baixo, onde dy/dt é negativo. 

Vimos que dy/dt = 0 ao longo da reta vertical x = т/п. Para a esquerda dessa reta, 
dy/dt é positivo, pois dy/dt = (m — nx)y e x < т/п. Assim, o sentido das trajetórias desse 
lado da reta é ascendente. Para a direita da reta, dy/dt é negativa e as trajetórias apon- 
tam para baixo. As direções das trajetórias associadas estão indicadas na Figura 9.27. 
Da mesma forma, acima da reta horizontal у = a/b, temos dx/dt < 0, e a trajetória segue 
para a esquerda; abaixo dessa reta, ela segue para a direita, como mostra a Figura 9.28. 
A combinação dessas informações fornece quatro regiões distintas no plano А, В, С, 
D, sendo as direções das respectivas trajetórias como mostra a Figura 9.29, 


у Perca 
м^ + a 
¿e+F 
Z. + ¿E 


(0.0) m 
n 


х 
Truta 


FIGURA 9.29 Análise gráfica composta das direções das 
trajetórias nas quatro regióes determinadas por x = m/n e y = a/b. 


Em seguida, examinamos o que acontece perto dos dois pontos de equilíbrio. 
As trajetórias próximas a (0, 0) apontam para longe dele, para cima e para a direita. 
O comportamento perto do ponto de equilíbrio (m/n, a/b) depende da regiáo onde a 
trajetória comega. Por exemplo, se ela comega na regiáo B, entáo se moverá para baixo 
e para a esquerda em diregáo ao ponto de equilíbrio. Dependendo de onde a trajetória 
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y Perca 


FIGURA 9.30 Movimento ao longo das 
trajetórias próximas aos pontos de repouso 
(0, 0) e (m/n, a/b). 


y Perca 


Perca vence 


(8-5) 
n b 
Truta vence 


х 
(0,0) Truta 


FIGURA 9.31 Resultados qualitativos da 
análise do modelo cagador competitivo. 
Há exatamente duas trajetórias se 
aproximando do ponto (m/n, a/b). 


d 


FIGURA 9.32 Direção da trajetória 
próxima ao ponto de repouso (0, 0). 


FIGURA 9.34 А solução x? + у? = 1 é um 
ciclo limite. 


começa, ela poderá se mover para baixo até a região D, para a esquerda até a região 
A, ou talvez direto para o ponto de equilíbrio. Se ela entrar nas regiões 4 ou D, então 
continuará a se afastar do ponto de repouso. Dizemos que os dois pontos de repouso 
são instáveis, o que significa (nesse caso) que existem trajetórias perto de cada ponto 
que se dirigem para longe deles. Essas características estão indicadas na Figura 9.30. 

Acontece que, em cada semiplano acima e abaixo da reta у = a/b, há exatamente 
uma trajetória que se aproxima do ponto de equilíbrio (m/n, a/b) (veja o Exercício 7). 
Acima dessas duas trajetórias a população de percas cresce, e, abaixo delas, decresce. 
As duas trajetórias que se aproximam do ponto de equilíbrio estão na Figura 9.31. 

Nossa análise gráfica nos leva a concluir que, sob os pressupostos do modelo 
caçador competitivo, é improvável que as duas espécies atinjam níveis de equilíbrio. 
Isso ocorre porque seria quase impossível para as populações de peixes se moverem 
exatamente ao longo de uma das duas trajetórias que se aproximam o tempo todo. 
Além disso, o ponto inicial das populações (x,, у) determina qual das duas espécies 
é suscetível de sobreviver ao longo do tempo, e a coexistência das duas espécies é 
altamente improvável. 


Limitações do método de análise do plano de fase 


Ao contrário da situação no modelo caçador competitivo, nem sempre é possi- 
vel determinar o comportamento das trajetórias perto de um ponto de repouso. Por 
exemplo, suponha que saibamos que as trajetórias próximas a um ponto de repouso, 
escolhido como origem (0, 0), comportam-se como na Figura 9.32. A informação for- 
necida pela Figura 9.32 não é suficiente para distinguir entre as três trajetórias possi- 
veis mostradas na Figura 9.33. Mesmo que pudéssemos determinar que uma trajetória 
próxima ao ponto de equilíbrio se assemelha à da Figura 9.33c, ainda não saberíamos 
como as outras trajetórias se comportam. Poderia acontecer de uma trajetória mais 
próxima da origem se comportar como mostram os movimentos exibidos na Figura 
9.33a ou na Figura 9.33b. A trajetória espiral da Figura 9.33b nunca poderá realmente 
alcançar o ponto de repouso em um período de tempo finito. 


y T y 


~ 


(хо, Уо) (xo: Yo) 


(a) (b) (с) 


FIGURA 9.33 Três trajetórias possíveis: (a) movimento periódico, (b) movimento 
em diregáo a um ponto de repouso assintoticamente estável e (c) movimento próximo 
à um ponto de repouso instável. 


Outro tipo de comportamento 


Podemos mostrar que o sistema 


——ytx-— x(x? + у?), (2а) 


— = —x + y — у(х? + у?) (2b) 


tem apenas um ponto de equilíbrio em (0, 0). No entanto, qualquer trajetória inicia- 
da no círculo unitário 1га percorrë-lo no sentido horário porque, quando х? + у? = 1, 
temos dy/dx = —х/у (veja o Exercício 2). Se a trajetória é iniciada dentro do círculo 
unitário, ela espirala para fora, aproximando-se do círculo assintoticamente à me- 
dida que г — оо. Se a trajetória é iniciada fora do círculo unitário, ela espirala para 
dentro, aproximando-se assintoticamente do círculo novamente à medida que t — co. 
О círculo x? + у? = 1 é denominado ciclo limite do sistema (Figura 9.34). Nesse 
sistema, os valores de x e y acabam se tornando periódicos. 


Ехегсїс105 9.5 
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Liste três considerações importantes que são ignoradas no mo- 
delo caçador competitivo apresentado no texto. 


Para o sistema 2a e 2b, mostre que qualquer trajetória iniciada 
no círculo unitário x? + у? = 1 percorre o círculo unitário em 
uma solução periódica. Primeiro, introduza as coordenadas po- 
lares e reescreva o sistema como dr/dt= (1 — 7?) e — 40/01 = –1. 


Desenvolva um modelo para a criação de trutas e percas, supon- 
do que, no isolamento, a truta demonstra decaimento exponen- 
cial [de modo que a < 0 nas Equações la e 1b] e que a população 
de percas cresce logisticamente com uma população limite M. 
Analise graficamente em seu modelo o movimento nas proximi- 
dades do ponto de repouso. A coexistência é possível? 

Como o modelo caçador competitivo pode ser validado? Inclua 
uma discussão de como as várias constantes a, b, m e n podem 
ser estimadas. Como as autoridades estaduais para conservagáo 
poderiam utilizar o modelo para garantir a sobrevivéncia das 
duas espécies? 

Considere outro modelo cagador competitivo definido por 


onde х e y representam as populações de trutas e percas, res- 
pectivamente. 


a. Que suposições são feitas implicitamente sobre o cresci- 
mento das trutas e das percas na ausência de concorrência? 


b. Interprete as constantes a, b, m, n, k, e k, em termos do 
problema físico. 
e. Faça uma análise gráfica: 
i) Determine os níveis de equilíbrio possíveis. 


Determine se a coexistência é possível. 


ii) Escolha vários pontos de partida típicos e esboce as tra- 
Jetórias típicas no plano de fase. 


iv) Interprete os resultados previstos por sua análise gráfi- 
ca em termos das constantes a, b, m, n, k, e k,. 
Nota: ao chegar à parte (iii), você perceberá que existem cinco 
casos. Será necessário analisar todos eles. 


Modelo econômico Considere o seguinte modelo econômi- 

co: seja P o preço de um único item no mercado. Seja Q a 

quantidade do item disponível no mercado. P e Q são funções 

do tempo. Se considerarmos o preço e a quantidade como duas 

espécies que interagem, poderíamos propor o modelo a seguir: 
dt 


«(-9) 
d 
40 = QP - Q), 


onde a, b, c e f sào constantes positivas. Justifique e discuta a 

adequação do modelo. 

a. Sea = 1, b = 20.000, c = 1 e f = 30, encontre os pontos de 
equilíbrio desse sistema. Se possível, classifique cada ponto 
de equilíbrio no que diz respeito à sua estabilidade. Se um pon- 
to não puder ser classificado de imediato, dé uma explicação. 

b. Realize uma análise da estabilidade gráfica para determinar 
o que ocorrerá com os níveis de P e Q à medida que o tempo 
aumenta. 


ар _ 


с. Forneça uma interpretação econômica das curvas que deter- 
minam os pontos de equilíbrio. 

Aproximação do equilíbrio por duas trajetórias Mostre 

que as duas trajetórias que conduzem a (m/n, a/b) mostradas na 

Figura 9.31 são únicas por meio dos passos seguintes. 

a. A partir do sistema la e 1b, aplique a regra da cadeia para 
deduzir a seguinte equação: 


dy _ (m — nx)y 
dx (a—=byx 


b. Separe as variáveis, integre e calcule a exponencial para obter 
уе = Kien, 


onde К é uma constante de integração. 

с. Seja f(y) = уе?” e g(x) = x"/e"*. Mostre que f(y) tem um 
único máximo M, = (a/eb)" quando y = a/b, como mostra а 
Figura 9.35. Do mesmo modo, mostre que g(x) tem um üni- 
co máximo M, — (m/en)" quando x — m/n, também mostrado 
na Figura 9.35. 


fo 


у“ e -by 


>y 


O - 


FIGURA 9.35 Gráficos das funções f(y) = y/e?" e g(x) = хе", 


d. Considere o que acontece quando (x, y) se aproxima de 
(т/п, a/b). Torne os limites no item (b) quando x — m/n e 
y — a/b para mostrar que 


А у“ es 
2-1 -К 
is, 55) 
y—ajb 


ou que M/M, = K. Assim, qualquer trajetória de solução 
que se aproxime de (m/n, a/b) deve satisfazer 


e. Mostre que apenas uma trajetória pode aproximar (m/n, a/b) 
por baixo da reta y = a/b. Pegue y, < a/b. A partir da Figura 
9.35, podemos verificar que /(уу) < M,, o que implica em 
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y f x" Г 
J = yi joby 
M, \e™ = yo /е US M,. 


Isso, por sua vez, implica em 


х" 


е M. 


A Figura 9.35 mostra que рага g(x) existe um único valor 
xo < т/п que satisfaz essa última desigualdade. Isto é, para 
cada y < a/b, existe um único valor de x que satisfaz a equa- 
ção do item (d). Assim, pode existir apenas uma solução de 
trajetória que aproxima (m/n, a/b) por baixo, como mostra а 
Figura 9.36. 

f. Use um argumento semelhante para mostrar que a trajetória 
da solução que leva a (m/n, a/b) é única se y, > a/b. 


у Perca 


х 
Truta 


т 
f 7 


Único хо 


FIGURA 9.36 Рага qualquer y < a/b, apenas uma trajetória de 
solugáo conduz ao ponto de repouso (m/n, a/b). 


8. Mostre que a equação diferencial de segunda ordem y" = Р(х, 
y, y”) pode ser reduzida a um sistema de duas equações diferen- 
ciais de primeira ordem 


de 


dx 


F(x, y, 2). 


É possível fazer algo semelhante no caso da equação diferen- 
cial de ordem n, y = F(x, y, y', у”,..., УЛ”? 


Equacóes de Lotka-Volterra para o modelo de predador-presa 


Em 1925, Lotka e Volterra apresentaram as equações predador- 
-presa, um sistema de equações que simula as populações de duas 
espécies, uma que preda a outra. Suponha que х(/) represente o nú- 
mero de coelhos vivos em uma região no instante / e y(t), o número 
de raposas na mesma regiáo. Com o passar do tempo, o número de 
coelhos aumenta a uma taxa proporcional à sua população, e dimi- 
nui a uma taxa proporcional ao número de encontros entre coelhos 
e raposas. Аз raposas, que competem por alimento, aumentam em 
número, a uma taxa proporcional ao número de encontros com os 
coelhos, mas diminuem a uma taxa proporcional ao número de ra- 
posas. Suponha que o número de encontros entre coelhos e raposas 
seja proporcional ao produto das duas populações. Essas hipóteses 
levam ao sistema autônomo 


L PE 
di^ (a — by)x 
dy 
dt 


E (7c + dx)y 


onde а, b, c, d são constantes positivas. Os valores dessas constantes 
variam de acordo com a situação específica que está sendo modelada. 


Podemos estudar a natureza da variação da população sem ajustar 
essas constantes a valores específicos. 


9. Oque acontecerá com a populacào de coelhos quando nào hou- 
ver raposas? 


10. O que acontecerá com a população de raposas quando nào hou- 
ver coelhos? 


11. Mostre que (0, 0) e (c/d, a/b) sào pontos de equilíbrio. Explique 
o significado de cada um desses pontos. 

12. Mostre, por meio de diferenciação, que a função 

С(ї) = a In y(t) – by(t) — dx(t) + c In x(t) 

é constante quando x(1) e у(ї) sào positivos e satisfazem as 
equações presa-predador. 
Enquanto x e y podem variar com o passar do tempo, C(t) nào 
pode. Assim, C é uma quantidade conservada, e sua existéncia 
fornece uma lei de conservação. Uma trajetória que começa 
em um ponto (x, у) no instante / = 0 fornece um valor de С 
que se mantém inalterado em tempos futuros. Cada valor da 
constante С fornece uma trajetória para o sistema autônomo, е 
essas trajetórias se fecham, em vez de espiralar para dentro e 
para fora. As populações de coelho e raposa oscilam através de 
ciclos repetidos ao longo de uma trajetória fixa. A Figura 9.37 
mostra várias trajetórias para o sistema presa-predador. 


População 
de raposas 


а 
b 
1 >x 
0 2 População de o Ж 
FIGURA 9,37 Algumas trajetórias ao longo das quais C é 
conservada. 


13. Usando um procedimento semelhante ao que abordamos no 

texto sobre o modelo de сасадог competitivo, mostre que, à 
medida que o tempo / aumenta, cada trajetória é percorrida em 
sentido anti-horário. 
Ao longo de cada trajetória, tanto as populações de coelhos 
como as de raposas flutuam entre seus níveis máximos e mí- 
nimos. Os níveis máximo e mínimo da populagáo de coelhos 
surgem onde a trajetória intercepta a reta horizontal y = a/b. 
No caso da população de raposas, manifestam-se onde a traje- 
tória intercepta a reta vertical x = c/d. Quando a população de 
coelhos estiver em seu máximo, a população de raposas estará 
abaixo de seu valor máximo. À medida que a população de 
coelhos diminui nesse instante no tempo, passamos a nos mo- 
ver no sentido anti-horário em torno da trajetória, e a população 
de raposas cresce até atingir seu valor máximo. Nesse ponto, a 
população de coelhos terá diminuído para x = c/d e não estará 
mais em seu valor de pico. Vemos que a população de raposas 
atinge seu valor máximo em um instante posterior ao dos coe- 
lhos. A população do predador fica para trás para atingir seus 
valores máximos. Esse efeito de latência é mostrado na Figura 
9.38, que representa graficamente tanto x(t) como y(t). 


1 Coelhos " : 


População 
(Escala diferente usada para raposas e coelhos) 


! 
! 
! 
! ! 
4 


Tempo de laténcia 


FIGURA 9.38 Аз populações de coelhos e raposas oscilam 


periodicamente, com a população máxima de raposas defasando a 


população máxima de coelhos. 


14. 
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Em um momento durante um ciclo de trajetória, um lobo in- 
vade o território de coelhos e raposas, come alguns coelhos e 
depois parte. Isso significa que a população de raposas terá, a 
partir de então, um valor máximo mais baixo? Justifique sua 
resposta. 


Capítulo 


1. O que é uma equação diferencial de primeira ordem? Quando 


uma função é a solução de tal equação? 


P 


O que é uma solução geral? E uma solução particular? 


» 


f(x, y)? O que podemos aprender com esses campos? 


> 


ver um problema de valor inicial numericamente? 


5. Como você resolve equações lineares diferenciais de primeira 


ordem? 


6. O que é uma trajetória ortogonal de uma família de curvas? 
Descreva como podemos determinar uma trajetória ortogonal 


para uma família de curvas dada. 


O que é o campo de direções de uma equação diferencial y” 


Descreva o método de Euler para resolver o problema de valor 
inicial у = f(x, y), у(х) = yy numericamente. Dé um exemplo. 
Comente a precisão do método. Por que podemos querer resol- 


Te 


Questóes para guiar sua revisáo 


O que é uma equação diferencial autónoma? Quais são seus va- 
lores de equilíbrio? Qual é a diferenga entre eles e os pontos 
críticos? O que é um valor de equilíbrio estável? E um valor de 
equilíbrio instável? 

Como você constrói uma reta de fase para uma equação diferencial 
autónoma? Como a reta de fase o ajuda a esbogar um gráfico que 
descreve qualitativamente uma solução da equação diferencial? 


Por que o modelo exponencial não é realista em prever o cres- 
cimento populacional a longo prazo? Como o modelo logístico 
corrige essa deficiência do modelo exponencial para o cresci- 
mento populacional? O que é a equação diferencial logística? 
Que forma tem a sua solução? Descreva o gráfico da solução 
da equação logística. 


. O que é um sistema autónomo de equações diferenciais? Qual 


é a solução para tal sistema? O que é uma trajetória do sistema? 


Exercícios práticos 


Capítulo 


Nos Exercícios 1-16, resolva a equação diferencial. 


1. у =xe"Vx-2 7. x(x- 1) dy-ydx=0 

2. y =xye" 8. y = (у2 – De! 

3. sec x dy +x co? y dx - 0 9. 2y' — y= xe? 

. 2x? dx — ; y= y : 

4. 2х7 dx : 3 V y cossec x dy 0 10. 5 ty es cl 
2 

5. у = х) l. ху +2у=1—х! 


6. у = хе" cossec у 12. ху -у= 2х1 х 


13. (1 + e) dy + (yet + e) de = 0 

14. e* dy + (еу – 4х) dx = 0 

15. (х + Зу?) dy + y dx = 0 (Dica: d(xy) = y dx + x dy) 
16. x dy + (3y-x?cosx) dx = 0, x > 0 


Problemas de valor inicial 


Nos Exercícios 17-22, resolva o problema de valor inicial. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 


dy 
Gt Dg YS х»-1, у(0)=1 


dy 


x FE 


+2y=2+1, x>0, у(1)=1 


DA, viel 
de Зу =, y(0)=— 


2 
xy +(x-2)y=3x%e", у(1)=0 
y dx +(3x—xy+2)dy=0, у(2)--1, у<0 


x dy + (y — cos x) dx = 0, ‚(®)-о 
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Método de Euler 
Nos Exercícios 23 e 24, use o método de Euler para resolver o proble- 
ma de valor inicial no intervalo dado, comegando em х, com dx = 0,1. 
23. y =y+cosx, y(0)=0; 0<х<2; ху-0 
24. y =0-90x+3), 13) =1; 


-3&x€-Ll A? 


Nos Exercícios 25 e 26, use o método de Euler com dx = 0,05 para 
estimar y(c), onde y é a solugáo para o problema de valor inicial dado. 


Hs. с-з; 2-22 yo) =1 
«@=3; = AOS 

dy х?—2у+1 
Ee с=4 2 T 09 =1 


Nos Exercícios 27 e 28, use o método de Euler para resolver grafica- 
mente o problema de valor inicial, comegando em x, = 0 com 


a. dx = 0,1. b. dx=-0,1. 
dy 
LT dx ^ ee x0 = —2 
dy x +y 
из. ах є!-х? х0) =0 
Campos de direcóes 


Nos Exercícios 29-32, esboce uma parte do campo de diregóes da 
equagáo. Em seguida, adicione ao seu desenho a curva integral que 
passa pelo ponto P(1, —1). Use o método de Euler com x, = 1 e dx = 0,2 
para estimar у(2). Arredonde suas respostas até a quarta casa deci- 
mal. Determine o valor exato de (2) para comparação. 

29. у=х 
30. у = lx 


31. у = xy 
32. У-1/у 
Equacóes diferenciais autónomas е retas de fase 


Nos Exercícios 33 e 34: 


a. Identifique os valores de equilíbrio. Quais sáo estáveis e 
quais sáo instáveis? 
b. Construa uma reta de fase. Identifique os sinais de y e y". 


36. 


„ Маззат 


F= _ MBR? 


y w^ 
y? 


! 
! 
! 
! 
! 
! 
OR 
! 
! 
! 
! 
! 
! 


Centro 
da Lua 


Suponha que o corpo seja langado verticalmente para cima 
a partir da superfície da Lua com velocidade inicial u, em 
t = 0, Use a segunda lei de Newton, F = ma, para mostrar 
que a velocidade do corpo na posição s é dada pela equação 


2gR? 
5 


2 
р^ = 


+ vo? — 2gR. 


Logo, a velocidade se mantém positiva, desde que 
v, > V2gR. A velocidade v, = V2gR é a velocidade de 
escape da Lua. Um corpo langado para cima com essa 
velocidade ou com uma maior escapará da atragáo gra- 
vitacional da Lua. 


b. Mostre que, se vo = V 2gR, então 


Зи 2/3 
з= «(i + ae) š 


Deslizando até parar A Tabela 9.6 mostra a distáncia s 
(em metros) pela qual Johnathon Krueger deslizou sobre pa- 
tins em / segundos. Determine um modelo para a posigáo dele 
na forma da Equação 2 da Seção 9.3. A velocidade inicial era 
vo = 0,86 m/s, sua massa, m = 30,84 kg (ele pesava 68 libras) e 
a distância total percorrida, 0,97 m. 


e. Esboce uma seleção representativa de curvas integrais. TABELA 9.6 Dados de patinação de Johnathon Krueger 
dy 
33. dx -у!-1 t(s) | s(m)  t(s) sm) t(s)  s(m) 
dy 0 0 0,93 0,61 1,86 0,93 
34. — =y- y? 
de 7 o* 0,13 0,08 1,06 0,68 2,00 0,94 
Aplicacóes 0,27 0,19 1,20 0,74 2,13 0,95 
35. Velocidade de escape А força de atração gravitacional F exer- 0,40 0,28 1,33 0,79 2,26 0,96 
cida pela Lua sem ar sobre um corpo de massa m a uma distância 0.53 0.36 1.46 0.83 239 0.96 
s do centro da Lua é dada pela equação F = —mg К25 2, onde g é қ ! : ç 
a aceleraçào da gravidade па superfície da Lua e R é o raio da 0,67 0,45 1,60 0,87 2,53 0,97 
Lua (veja a figura a seguir). A força F é negativa, pois age no 0,80 0,53 1,73 0,90 2,66 0,97 
sentido em que s decresce. 
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1. Transporte por uma membrana celular Sob algumas con- 
dições, o resultado do movimento de uma substância dissolvida 
através de uma membrana celular é descrito pela equação 


Nessa equação, y é a concentração da substância no interior da 


célula e dy/dt é a taxa à qual y varia com o tempo. As letras k, А, 


V e c indicam constantes, sendo k o coeficiente de permeabili- 
dade (uma propriedade da membrana); А, a área da superficie; 
V, o volume da célula; e c, a concentração da substância fora 
da célula. A equação diz que a taxa à qual a concentração varia 
dentro da célula é proporcional á diferenga entre ela e a con- 
centração fora da célula. 

a. Resolva у(/) na equação, usando y, para indicar у(0). 

b. Determine a concentração do estado estacionário lim, | у(0). 


2. Altura de um foguete Se uma força externa F age sobre um 
sistema cuja massa varia com o tempo, a lei do movimento de 
Newton é 


d(mv) 
dt 


Nessa equação, m é a massa do sistema no instante /, v é a sua 
velocidade e v + и é a velocidade da massa que entra (ou sai) 
do sistema à taxa dm/dt. Suponha que um foguete de massa 
inicial m, parte do repouso, mas é impulsionado para cima com 
a queima de parte da sua massa na diregáo contrária a uma taxa 
constante dm/dt = —b unidades por segundo e a uma velocidade 
constante relativa ao foguete de и = —c. A ünica forca externa 
que аша sobre o foguete é F = —mg, por causa da gravidade. 
Partindo dessas premissas, mostre que a altura do foguete aci- 
ma do solo ao final de / segundos (/ pequeno quando compa- 
rado com m/b) é 


= F+ (v+u), 


mo — bt 
yep — Шин 


mo — bt 1 2 
285. 


3. a. Suponha que Р(х) e Q(x) sejam funções contínuas no inter- 
valo [a, b]. Use o teorema fundamental do cálculo, parte 1, 
para mostrar que qualquer função y que satisfaz a equação 


vlx)y = / v(x)Q(x) dx + C 


para v(x) = ef Po) dx 


de primeira ordem 


é uma solução para a equação linear 


dy 
d + P(x)y = Q(x). 
b. Se C = yov(xo) — E, u(t)Q(t) dt, então mostre que qual- 
quer solugáo y para o item (a) satisfaz a condigáo inicial 
Уку) = yo- 
4. (Continuação do Exercício 3.) Considere as hipóteses do Exer- 
cício 3 e suponha que у(х) e y,(x) sejam ambas soluções da 
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equação linear de primeira ordem que satisfaz a condição ini- 
cial у(х) = уу. 
a. Certifique-se de que у(х) = у(х) — у„(х) satisfaz o problema 
de valor inicial 
y + Р(х)у= 0, уху) = 0. 
b. Para o fator integrante у(х) = e!) mostre que 


E (vGODnG) = 2200) = 0. 


Conclua que v(x)[y (x) — y,(x)] = constante. 

с. Do item (a), temos у(х) — у(х) = 0. Como v(x) > 0 para 
à € x € b, use o item (b) para provar que у(х) — y, (x) = 0 no 
intervalo (a, b). Portanto, у(х) = y,(x) para todo a < x < b. 


Equações homogéneas 


Uma equação diferencial de primeira ordem da forma 
Ф <p” 
тана: 


é chamada homogénea. Ela pode ser transformada em uma equagáo 
cujas variáveis sáo separáveis ao definirmos a nova variável v = y/x. 
Entáo, y = ux e 


Com a substituição na equação diferencial original e a coleção dos 
termos semelhantes, obtemos a equação separável 


dx du 


tira > 


Depois de resolvermos essa equação separável, a solução da equação 
original é obtida ao substituirmos v por y/x. 


Resolva as equações homogéneas nos Exercícios 5-10. Primeiro, co- 
loque a equação sob a forma de uma equação homogênea. 


5. (х2 + y2) dx + xy dy = 0 
6. x2 dy + (y? — xy) dx = 0 
7. (хех! + у)ах — хау = 0 
8. (x + у) ау + (x — у) ах = 0 


у у-х 
=L 
9. у х + cos — 


y y X inc 
10. ( sen x — y cos 3 dx + x cos x dy = 0 


Capítulo 


Módulos Mathematica/Maple 


Dosagens de medicamentos: são eficazes? São seguras? 


Projetos de aplicação de tecnologia 


Formule e resolva um modelo de valor inicial para a absorção de medicamentos pela corrente sanguínea. 


Equações diferenciais de primeira ordem e campos de direção 


Esboce campos de direção e curvas integrais com diversas condições iniciais para equações diferenciais de primeira ordem selecionadas. 


Regras para desigualdades 


Se a, b e c são números reais, então: 


l.a<b>a+c<b+e 
2.a<b=>a-c<b-c 
3.a<bec>0=>ac< bc 
4.a<bec<0=>bc<ac 

Caso especial: a < b = —b < -a 


5а>0 = 1>0 


6. Se а e b sáo ambos positivos 


ou ambos negativos, entáo 
1 1 
ач- b < a 


Números reais e a reta real 


APÉNDICES 


Esta segáo revisa números reais, desigualdades, intervalos e valores absolutos. 


Nümeros reais 


Muito do cálculo é baseado nas propriedades do sistema de nümeros reais. Os 
nümeros reais sào aqueles que podem ser expressos como decimais, como 


CR 
-4 = -0/5000... 
d es 
3 = 033333... 
V2 = 1,4142... 


Os pontos ... em cada um dos casos indicam que a sequéncia de dígitos decimais se- 
gue ao infinito. Cada expansào decimal concebível representa um nümero real, ainda 
que alguns números tenham duas representações. Por exemplo, os decimais infinitos 
0,999... e 1,000... representam o mesmo número real 1. Uma afirmação semelhante é 
válida para qualquer número com uma sequéncia decimal infinita de noves. 

Os números reais podem ser representados geometricamente como pontos em 
uma reta numerada denominada reta real. 


-2 -1.3 0 1 | № 2 37 4 


O símbolo R denota o sistema de números reais ou, de maneira equivalente, a 
reta real. 

As propriedades do sistema de números reais se enquadram em três categorias: 
propriedades algébricas, propriedades de ordem e de completude. As propriedades 
algébricas dizem que os números reais podem ser somados, subtraídos, multipli- 
cados e divididos (exceto por 0), resultando em outros números reais sob as regras 
usuais da aritmética. Você nunca pode dividir por 0. 

As propriedades de ordem de números reais são fornecidas no Apêndice 6. 
As regras úteis à esquerda podem ser deduzidas a partir delas, onde o símbolo => 
significa “implica”. 

Observe as regras para multiplicação de ambos os lados de uma desigualdade por 
um número. Se multiplicarmos por um número positivo, a desigualdade permanecerá 
a mesma; se multiplicarmos por um número negativo, a desigualdade será invertida. 
Da mesma forma, recíprocos invertem a desigualdade para números que tenham o 
mesmo sinal. Por exemplo, 2 < 5, mas —2 > —5 е 1/2 > 1/5. 

A propriedade de completude do sistema de números reais é mais profunda 
e difícil de definir precisamente. No entanto, a propriedade é essencial à ideia de 
um limite (Capítulo 2). Grosso modo, ela diz que existem números reais suficientes 
para “completar” a reta de números reais, de maneira que não fiquem “buracos” ou 
“lacunas” nessa reta. Muitos teoremas de cálculo não funcionariam se o sistema de 
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nümeros reais nào fosse completo. Esse tópico é deixado para um curso mais avan- 
cado, mas o Apéndice 6 dá alguma ideia do que está em jogo e como os nümeros 
reais sào construídos. 

Distinguimos trés subconjuntos especiais dos nümeros reais. 


1. Os nümeros naturais, isto é: 1, 2, 3, 4,... 
2. Os inteiros, isto é 0, +1, +2, +3,... 


3. Os números racionais, isto é, os números que podem ser expressos na forma de 
uma fração m/n, onde m e п são inteiros e n # 0. São exemplos desses números: 


1 4.404,20 _ ши 
3 9 9 -9 13 1 


Os números racionais sào justamente os números reais com expansóes decimais que 
(a) sáo finitas (terminam em uma sequéncia infinita de zeros), por exemplo, 


3 = 0,75000...=0,75 ou 


(b) que se repetem de tempos em tempos (terminando com um grupo de dígitos que 
se repete indefinitamente), por exemplo 


З = 2,090909... = 2,09 


A barra indica o grupo 
de dígitos que se repete, 


Uma expansáo decimal finita é um tipo especial da expansáo que se repete, uma vez 
que os zeros do final se repetem. 

O conjunto de números racionais possui as mesmas propriedades algébricas e 
de ordem dos números reais, mas náo apresenta a propriedade da completude. Por 
exemplo, náo existe número racional cujo quadrado seja 2; existe um “buraco” na 
reta racional onde V2 deveria estar. 

Números reais que náo sejam racionais sáo chamados de números irracio- 
nais. Eles sáo caracterizados por terem expansóes decimais que nào sáo finitas e 
nem se repetem. Sáo exemplos 7, v2, VS e log 3. Como toda expansão decimal 
representa um número real, obviamente existe uma quantidade infinita de números 
irracionais. Tanto os números racionais quanto os irracionais podem ser encontra- 
dos arbitrariamente próximos a algum ponto na reta real. 

A notação de conjunto é muito útil para especificar um subconjunto de núme- 
ros reais. Um conjunto é um agrupamento de objetos, e esse objetos são os elemen- 
tos do conjunto. Se S é um conjunto, a notação a e S significa que a é um elemento 
de S, е ag S significa que a não é um elemento de S. Se 5 e T são conjuntos, então 
SU Té a sua união e consiste em todos os elementos que pertencem a Sou a T (ou, 
ainda, a Se a 7). A interseção SN T consiste de todos os elementos que pertencem 
tanto a 5 quanto a 7. O conjunto vazio © é o conjunto que não contém nenhum 
elemento. Por exemplo, a interseção entre os números racionais e os irracionais é o 
conjunto vazio. 

Alguns conjuntos podem ser descritos listando seus elementos entre chaves. 
Por exemplo, o conjunto А, consistindo de números naturais (ou inteiros positivos) 
menores que 6, pode ser expresso da seguinte forma: 


A= (1,2, 3, 4, 5). 
O conjunto de todos os inteiros é escrito como 


(0, +1, 42, 33, .... 


Uma outra forma de descrever um conjunto é colocar dentro dos colchetes uma 
regra que gera todos os seus elementos. Por exemplo, o conjunto 


A = (x|x é um inteiro e 0 < x < 6} 


€ o conjunto de inteiros positivos menores que 6. 
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Intervalos 


Um subconjunto da reta real é denominado um intervalo quando contém pelo 
menos dois números e todos os números reais que ficam entre qualquer par desses 
elementos. Por exemplo, o conjunto de todos os números reais x de modo que x > 6 
é um intervalo, assim como o conjunto de todos os x, de modo que -2 < x < 5. О 
conjunto de todos os números reais diferentes de zero náo é um intervalo; como 0 
é ausente, o conjunto deixa de conter todo número real entre —1 e 1 (por exemplo). 

Geometricamente, os intervalos correspondem a semirretas e segmentos de reta 
na reta real, assim como á reta real em si. Os intervalos de números correspondentes 
a segmentos de reta sáo intervalos finitos: intervalos correspondentes a semirretas 
e a à reta real são intervalos infinitos. 

Dizemos que um intervalo finito é fechado quando contém seus dois extremos; 
semiaberto quando contém um extremo, mas náo o outro; e aberto se náo contém 
seus extremos. Os extremos também sáo chamados de pontos de fronteira; eles 
formam a fronteira do intervalo. Os pontos restantes do intervalo sáo os pontos in- 
teriores e, juntos, formam o interior do intervalo. Intervalos infinitos sáo fechados 
quando contém um extremo finito; caso contrário, sáo abertos. A reta real inteira 
R é um intervalo infinito que é aberto e fechado ao mesmo tempo. A Tabela А.1 
resume os diversos tipos de intervalo. 


TABELA A.1 Tipos de intervalo 


Notação Descrição do conjunto Tipo Desenho 
(a, b) (x|a < x < b) Aberto ——— .— —ÀÀ 
[a, Б] {xla < x = b) Fechado — — ИН 
[a, b) {х|а<=х<Ь} Semiaberto — IN E— — 
(a, b] {хја<х = b) Semiaberto q 
(a, 00) {х|х > a) Aberto — или 
[а, оо) (xix = a) Fechado шин ши 
(—oo, b) {х|х < b) Aberto ханын шин 
(—oo, b] (хх = b} Fechado T — 
(—оо, оо) R (conjunto de todos Tanto aberto A 
os números reais) como fechado 
Resolvendo desigualdades 


O processo de encontrar o intervalo ou intervalos de números que satisfacam 
uma desigualdade em x é chamado de resolver a desigualdade. 


EXEMPLO 1  Resolva as desigualdades a seguir e mostre seus conjuntos solugáo 
na reta real. 


6 25 


(а) 2x - 1€ x +3 (0) = <2x+1 б=т 
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0 1 4 
(a) 
———M—— o X 
30 1 
7 
(b) 


(c) 


FIGURA A.1  Conjuntos-solucáo para as 
desigualdades no Exemplo 1. 


——|-5| = 5— —|[3I— 
L. d Bs » 
-5 0 3 
——]4 - 1| 2]1 - 4] 2 3— 
1 1 x 
1 4 


FIGURA A.2 Valores absolutos fornecem 
a distáncia entre pontos na reta real. 


Solucáo 


(a) 2x-1<x+3 
2x<x + 4 Some em ambos os lados. 
x<4 Subtraia x de ambos os lados. 


O conjunto-solução é o intervalo aberto (оо, 4) (Figura A.la). 


(09-34 2501 


— < 6x + 3 Multiplique ambos os lados por 3, 
0c 7x + 3 Some x em ambos os lados. 
— € Subtraia 3 de ambos os lados. 
3 Es 
73 =< x Divida por 7. 


O conjunto-soluçào é o intervalo aberto (—3/7, oo) (Figura A.1b). 

(c) A desigualdade 6/(x — 1) > 5 é válida somente se x > 1, porque caso contrário 
6/(x — 1) é indefinido ou negativo. Assim, (x — 1) é positivo е a desigualdade 
será preservada se multiplicarmos ambos os lados por (x — 1); temos, entào 


6 
= 
y=] 9 
6= 5x — 5 Multiplique ambos os lados por (x — 1). 
11 z 5x Some 5 em ambos os lados. 
11 ll 
— > ==. 
es * Oux = 5 


O conjunto-solução é o intervalo semiaberto (1,11/5] (Figura A.1c). 


Valor absoluto 


O valor absoluto de um número х, denotado por |х|, é definido pela fórmula 


X, хэ 0 


ын {> x < 0. 


EXEMPLO2 [3|= 3, [01=0, |-5|= (5) = 5, |-141= la] 


Geometricamente, о valor absoluto de х ё a distáncia entre x e 0 na reta real. 
Como as distâncias são sempre positivas ou 0, vemos que |х| > 0 para todo número 
real x, e |x| = 0 se, e somente se, х = 0. Do mesmo modo, 


|x — y| = a distância entre x e y 


na reta real (Figura A.2). 
Uma vez que o símbolo Va sempre denota a raiz quadrada náo negativa de a, 
uma definição alternativa de |х| é 


lx] = Væ. 


É importante lembrar que Va? = |a|. Não escreva Ма? = a, a menos que vocé já 
saiba que a > 0. 

O valor absoluto tem as propriedades a seguir. (Nos ехегсїс108, vocé terá de 
provar essas propriedades.) 
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Propriedades dos valores absolutos 


1. |-a|=|a| Um número e seu oposto, ou inverso aditivo, tem o 
mesmo valor absoluto. 
2. |ab| = |a||b| O valor absoluto de um produto é o produto dos va- 
lores absolutos. 
3; > = lal O valor absoluto de um quociente é o quociente dos 
lb valores absolutos. 
4. |a + b| < |a| + |b| A desigualdade do triángulo. O valor absoluto da 


soma de dois números é menor ou igual à soma de 
seus valores absolutos. 


| а | а Observe que |-a| + —|а|. Por exemplo, |-3| = 3, enquanto —|3| = 3. Se a e b 
— "Ч o têm sinais diferentes, então ja + b| é menor que |а| + |b|. Em todos os outros casos, 
ü 1 К а ja + b| é igual a |а| + |b|. As barras de valor absoluto em expressões сото |-3 + 5 


funcionam como parénteses: fazemos os cálculos aritméticos dentro delas antes de 


FIGURA А.З {| <a significa que x está tomar o valor absoluto. 


entre —a еа. 
EXEMPLO 3 
Valores absolutos e intervalos [-3 + 5] = |2|= 2 < |-3|+ |5| = 8 
Se a ё qualquer número positivo, entáo 13 + 5| = |8| = |3| +15] 
S.|x|-a © x=ta = == 
* 1-3 = 5|- 1-8] = 8 =|—3| + 1-5] 
6.|х|<а => -а<х<а 
7.|x|>a © x>aoux<-a A desigualdade |x| < a diz que a distáncia entre x e 0 é menor que o número ро- 
Bida e -а<х<а sitivo a. Isso significa que x deve estar entre —а e a, como podemos ver na Figura A.3. 
As sentenças na tabela são todas consequências da definição de valor absoluto 
9.x| 2a €» x>a0ux<-a 


e, muitas vezes, são úteis quando estamos solucionando equações ou desigualdades 
envolvendo valores absolutos. 

Em geral, o símbolo = é utilizado por matemáticos para denotar a relação 
lógica “se, e somente se”. Ele também significa “implica e implicado por”. 


EXEMPLO 4 Resolva a equação [2x — 3| = 7. 


Solução De acordo com a Propriedade 5, 2x — 3 = +7, de modo que existem duas 


possibilidades: 
2x-3=7 2—3 = -7 Equações equivalentes sem valores absolutos. 
2x= 10 2x = —4 Resolva como de costume. 
х=5 х=—2 


As soluções de | 2x 3 |= 7 são x = 5 e x = —2. 


EXEMPLO 5 Resolva a desigualdade |5 — 2 21; 
Solução Temos 
2 2 . 
S= E 45 5-5 51 Propriedade 6 
2 
=»=б < => < =4 Subtraia 5. 
e3> 1 > 2 Multiplique por—>. 
1 1 


e 3 SS XS 7: Torne os recíprocos. 
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Observe como as diversas regras para desigualdades foram utilizadas aqui. A mul- | 
tiplicacào por um nümero negativo inverte a desigualdade. O mesmo acontece 
quando se tomam os recíprocos em uma desigualdade na qual ambos os lados são 
positivos. A desigualdade original aplica-se se, e somente se, (1/3) < x < (1/2). О 
conjunto-solução é o intervalo aberto (1/3, 1/2). 


Exercícios A.1 


1. Expresse 1/9 como uma dízima periódica, utilizando uma barra 
para indicar os dígitos que se repetem. Quais são as representa- 
ções decimais de 2/9? 3/9? 8/9? 9/92 


2. Se 2 < x < 6, quais das seguintes declarações sobre x são ne- 
cessariamente verdadeiras, e quais não são necessariamente 


verdadeiras? 

a. 0<x<4 e 1<£<3 
b. 0<x-2<4 f. x-4|<2 
е1<2<3 g. -6<-х<2 
4 2<1<5 h. -6<-х<-2 


Nos Exercicios 3-6, resolva as desigualdades e mostre os conjuntos- 
-solugáo na reta real. 


3. 2x>4 _ 1 1 
S Рў 2 = 7x 5 6 
4. 5x-3<7-3x 6. 3 (x — 2) <z(x- 6) 
Resolva as equações nos Exercícios 7-9. 
7. M73 8. [21+ 5]=4 9. 18 — 3s|= 2 


Resolva as desigualdades nos Exercícios 10-17, expressando os con- 
juntos-solução como intervalos ou uniões de intervalos. Além disso, 
mostre cada conjunto-solução na reta real. 


10. |] <2 Ц 21 
14. b-i = 

п. 1-13 15. 2s| > 4 

12. Ву-7| «4 16. 11-35 1 

ан 17, [Exi 


Indução matemática 


Resolva as desigualdades nos Exercícios 18-21. Expresse os conjun- 
tos-solucào como intervalos ou unióes de intervalos e mostre-os na 
reta real. Utilize o resultado Va? = |а| conforme apropriado. 
18. 12<2 20. (x-1? «4 
19. 4<22<9 21. 2-х<0 
22. Мао caia na armadilha |-а| = a. Para quais nümeros reais essa 
equação é realmente verdadeira? Para quais números reais ela 
é falsa? 
23 
24. Uma prova da desigualdade do triângulo Justifique cada 


um dos passos enumerados na prova da desigualdade do triân- 
gulo a seguir. 


Resolva a equação |x — 1| = 1 — x. 


la + b|? = (a + by (1) 
= а? + 2ab + b2 
= a? + 2|а||Ь| + b? (2) 
= a|? + 2|a||b| + |b|? 6) 
= (Jal + [b] 

la + b| = |a| + |b| (4) 


25. Prove que |ab| = |a||b| para quaisquer números a e b. 

26. Se |x] < 3 ех > —1/2, o que se pode dizer a respeito de х? 
27 
28 


29. Seja a qualquer número positivo. Prove que |x| > a se, e somen- 
te se,x>a0ux<-a. 


Represente graficamente a desigualdade |х| + |у < 1. 


Para qualquer número a, prove que |-a| = |a]. 


30. a. Se b for qualquer número diferente de zero, prove que |1/b| 
= 1/16]. 
b. Prove que в = n para quaisquer números a e b 7 0. 


Muitas fórmulas, como 


n(n + 1) 
Бал 


1+2+ << +n= 


podem ser demonstradas para todo л inteiro positivo ao se aplicar um axioma cha- 
mado principio da indução matemática. Uma prova que utiliza esse axioma é deno- 
minada uma prova por indução matemática ou uma prova por indução. 

Os passos envolvidos na demonstração de uma fórmula por indução são os 


seguintes: 


1. Verifique que a fórmula é verdadeira para n= 1. 


2. Prove que, se a fórmula é verdadeira para qualquer inteiro positivo л = К, entáo 
ela também é verdadeira рага o próximo inteiro, n = k + 1. 
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O axioma da indugáo diz que uma vez que esses passos estiverem concluídos, a 
fórmula é válida para todos os inteiros positivos n. De acordo com o passo 1, ela 
é verdadeira para n = 1. De acordo com o passo 2, ela é verdadeira para n = 2 e, 
portanto, de acordo com o passo 2, também para n = 3 e, pelo passo 2 novamente, 
para n = 4, e assim por diante. Se a primeira pega de dominó cair e a k-ésima peça de 
dominó sempre tocar a (k + 1)-ésima quando cair, todas as pegas de dominó cairáo. 

De outro ponto de vista, suponha que tenhamos uma sequência de sentenças S , 
5,,..., S,,..., uma para cada inteiro positivo. Suponha que possamos mostrar que a 
afirmação de que qualquer uma das sentenças seja verdadeira implica que a senten- 
ça seguinte também seja. Suponha que possamos também mostrar que S, seja verda- 
deira. Por fim, podemos concluir que as sentenças de 5, em diante são verdadeiras. 


EXEMPLO 1 Utilize a indução matemática para provar que, para cada inteiro po- 
sitivo n, 


n(n + 1) 


AA == 


Solução Ор їетов a prova seguindo os dois passos acima. 
1. A fórmula é verdadeira para п = 1 porque 
1+1) 


l 2 


2. Se а fórmula é verdadeira para л = k, ela também o é para n = k + 1? A resposta 
é sim, conforme mostraremos agora. Se 


k(k + 1) 
L+ 2 Fk k= — 
2 
entáo 
+ 2 

A tigil 
(k + 1)(k +2) _ (k + 1)((k + 1) + 1) 
i 2 i 2 


A última expressão nessa sequência de igualdades é n(n + 1)/2 para n = (k + 1). 
O princípio da inducào matemática nos garante agora que a fórmula original é 
válida para todos os inteiros positivos л. 


No Exemplo 4 da Segáo 5.2, fornecemos outra prova de que a fórmula resulta 
na soma dos n primeiros inteiros. No entanto, a prova por indugáo matemática é 
mais geral. Ela pode ser utilizada para encontrar as somas dos quadrados e cubos 
dos n primeiros inteiros (Exercícios 9 e 10). 


EXEMPLO 2  Demonstre pela indução matemática que, para todos os л inteiros 
positivos, 


Solução Chegamos à demonstração executando os dois passos da indução mate- 
mática. 
1. A fórmula é verdadeira para л = 1 porque 
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2. Se 
1 1 1 1 
2! a t +) 1 29 
entáo 
1 1 1 1 1 1 1:2 1 
2*3* tta l жън 1 28.2 288 
р 2 l _ 1 
1 21 + 2 І PIN 


Assim, a fórmula original é verdadeira para л = (k + 1) sempre que for verda- 
deira para л = К. 

Com esses passos verificados, o princípio da indugáo matemática garante agora 
que a fórmula é válida para todo inteiro positivo л. 


Outros inteiros iniciais 


Em vez de começar com л = 1, alguns argumentos de indução começam сот 
um outro inteiro. Os passos para esses argumentos sáo os seguintes: 
1. Verifique se a fórmula é verdadeira para n = n, (o primeiro inteiro apropriado). 
2. Prove que, se a fórmula for verdadeira para qualquer inteiro n = k > n,, entáo ela 
também é válida para n = (k + 1). 


Uma vez que esses passos tenham sido concluídos, o princípio da indução ma- 
temática garante a fórmula para todo n > n. 


EXEMPLO 3 Mostre que n! > 3" se n for grande o suficiente. 


Solução Quanto é “grande o suficiente"? Experimentemos: 


729 2187 


Parece que л! > 3" para n > 7. Para ter certeza, aplicaremos a indugáo matemática. 
Tomamos n, = 7 no Passo 1 e concluímos o Passo 2. 
Suponha que k! > 3^ para algum k > 7. Então 
(К+ 1)! = (k+ (kU > (k  1)34» 7 3* » 3*1, 
Assim, para k > 7, 
k! > 3* implica que (k + 1)! > 341, 


O princípio da indução matemática agora garante que n! > 3" para todo л > 7. 


Prova da regra da soma para derivadas para somas finitas de funcóes 
Provamos a sentença 


_ Фа „‚ 4 Bs 
dx dx dx 


d 
РАШ + и + ++ + и) 
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por indugáo matemática. A sentenga é verdadeira para n = 2, conforme provamos па 
Seção 3.3. Esse é o Passo 1 da prova de indução. 

O Passo 2 serve para mostrar que, se a sentença for verdadeira para qualquer 
inteiro positivo n = k, onde k > n, = 2, então ela também é verdadeira para n = k+ 1. 
Dessa forma, suponhamos que 


d (m + Е — du, ái аи " А ащ i 
= (u u ... ик : 
dx 2 * ах dx dx (1) 
Então 
d 
дуба + + + uk + и) 
Chame de u a função Chame de 
definida por essa soma. v essa função. 
_d duisi , 4 
- ax Un + uy + + ui) + ED Regra da Soma para — (и + v) 
du, du duy | dum 
= LLL + — à час: 
dx dx dx dx Deum 


Com esses passos verificados, o princípio da indugáo matemática agora garante 
a Regra da Soma para todo inteiro n 2 2. 


Exercícios A.2 


Assumindo que a desigualdade triangular |a + b| < |a| + |b| seja 
válida para quaisquer dois números a e b, mostre que 


be, ++ x S ра bo] + 


para quaisquer л nümeros. 


Demonstre que, se r # 1, entào 
9 1 – ph 
142422 +. + "= —— 
L= г 
para todo inteiro positivo n. 
м d du du 
Utilize a Regra do Produto, — (uv) = u + о =, e o fato 
dx dx dx 


d Es 
de que E (x) = 1 para mostrar que zy (x") = nx"! para todo 
n inteiro positivo. 


Suponha que uma função f(x) tenha a propriedade de que 
Fx, x5) = f(x i) + f(x;) para quaisquer dois números positivos 
x, е x,. Mostre que 


Fx, Х, =) - JG) + 76) көн f) 


para o produto de quaisquer n números positivos Х|, x»...., X,. 
Mostre que 


a+ 


para qualquer л inteiro positivo. 


10. 


11. 


12. 


Mostre que n! > n° se n for grande o suficiente. 
Mostre que 2" > n? se n for grande o suficiente. 
Mostre que 2" > 1/8 para n 2-3. 


Soma de quadrados Mostre que a soma dos quadrados dos 
n primeiros inteiros positivos é 


n(n + De +1) 
— шини 


Soma de cubos Mostre que a soma dos cubos dos л primei- 
ros inteiros positivos é (n(n + 1)/2)?. 


Regras para somas finitas Mostre que as seguintes regras 
para somas finitas são válidas para todo inteiro positivo n. 
(Veja a Seção 5.2.) 


n a " 
a. Y(a + b) = Y) a+ Y b, 
A A ft 
п п п 
b. SY (as — by) ы Уа - Уһ 
ё A A 
с. Y ca = с" У ак (qualquer número c) 
[= A 


n 
d. bi а= n*c (se a; tiver o valor constante c ) 
ЁЛ 


Mostre que |x"| = |x|” para todo л inteiro positivo e todo número 
real x. 
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A.3 


БЇү------- e Pa, b 
ГЇ | (a, b) 
Eixo y positivo 3L { 
3 | 
1 
2 | 
! 
13 | 
Eixo х negativo Origem | 
П Na С. Ший xx 
-3 -2 -1 0 1 2 а3 


Eixo y negativo 


-3 


Eixo x positivo 


FIGURA A.4 As coordenadas cartesianas 
no plano são baseadas em dois eixos 
perpendiculares que apresentam interseção 


na origem. 
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FIGURA A.5 Pontos identificados no 
plano coordenado xy ou plano cartesiano. 
Todos os pontos nos eixos possuem pares 
de coordenadas, mas geralmente sào 
identificados com um nümero real apenas, 
(assim (1, 0) no eixo x é identificado 
como 1). Observe os padrões de sinal das 
coordenadas em cada quadrante. 


Esta secáo aborda coordenadas, retas, distáncia, circunferéncias e parábolas no 
plano. A noção de incremento também é discutida. 


Coordenadas cartesianas no plano 


No Apéndice 1, identificamos os pontos na reta com números reais atribuindo 
coordenadas a eles. Pontos no plano podem ser identificados com pares ordenados de 
números reais. Para comegar, tragamos duas retas coordenadas perpendiculares que 
apresentam intersegáo no ponto O de cada uma. Essas retas sáo denominadas eixos 
coordenados no plano. No eixo x, horizontal, os números sáo indicados por x e aumen- 
tam para a direita. No eixo y, vertical, os números sáo indicados por y e aumentam para 
cima (Figura A.4). Dessa forma, “para сіта” е “para a direita” são direções positivas, en- 
quanto “para baixo"e “para a esquerda”sáo consideradas negativas. A origem O, também 
chamada de 0, do sistema de coordenadas, é o ponto no plano onde x e y sáo ambos zero. 

Se P for qualquer ponto no plano, ele pode ser localizado por exatamente um 
par ordenado de números reais da seguinte maneira. Trace retas por P perpendicu- 
lares aos dois eixos coordenados. Essas retas apresentam intersegáo com os eixos 
nos pontos com coordenadas a e b (Figura A.4). O par ordenado (a, b) é atribuído 
ao ponto P e é denominado par coordenado. O primeiro número a é a coordenada 
х (ou abscissa) de Р; o segundo número, b, é a coordenada y (ou ordenada) de P. 
A coordenada x de qualquer ponto no eixo y é 0. A coordenada y de qualquer ponto 
no eixo x é 0. A origem é o ponto (0, 0). 

Comegando com um par ordenado (a, b), podemos inverter o processo e chegar 
a um ponto correspondente P no plano. Em geral, identificamos P com o par orde- 
nado e escrevemos P(a, b). Algumas vezes ainda nos referimos ao “ponto (a, b)”, e 
estará claro a partir do contexto quando (a, b) se refere a um ponto no plano e nào 
a um intervalo aberto na reta real. A Figura A.5 apresenta diversos pontos identifi- 
cados por suas coordenadas. 

Esse sistema de coordenadas é chamado de sistema de coordenadas retangu- 
lar ou sistema de coordenadas cartesiano (em homenagem ao matemático francés 
do século XVI, René Descartes). Os eixos coordenados do plano coordenado ou 
cartesiano dividem o plano em quatro regióes chamadas de quadrantes, enumera- 
das em sentido anti-horário, como mostra a Figura A.5. 

O gráfico de uma equação ou desigualdade nas variáveis x e y é o conjunto 
de todos os pontos Р(х, y) no plano, cujas coordenadas satisfazem a equação ou 
desigualdade. Quando tracamos dados no plano coordenado ou representamos 
graficamente fórmulas cujas variáveis possuem diferentes unidades de medida, nào 
precisamos utilizar a mesma escala nos dois eixos. Se tracarmos tempo contra em- 
puxo de um motor de foguete, por exemplo, nào existe motivo para posicionar a 
marca que mostra 1 segundo no eixo do tempo à mesma distáncia da origem que 
a marca que mostra 1 Ib no eixo do empuxo. 

Em geral, quando representamos graficamente funções cujas variáveis nào re- 
presentam grandezas físicas e quando desenhamos figuras no plano coordenado 
para estudar sua geometria e trigonometria, tentamos fazer que as escalas nos eixos 
sejam idénticas. Uma unidade vertical de distáncia parecerá, entáo, igual a uma 
unidade horizontal. Como em um mapa ou um desenho de escala, os segmentos de 
reta que supostamente tém o mesmo comprimento váo de fato parecer iguais, e 08 
ángulos que supostamente sáo congruentes váo parecer congruentes. 

As telas de computador e calculadoras sáo outro caso. As escalas vertical e 
horizontal dos gráficos gerados digitalmente sáo geralmente diferentes, e existem 
distorções correspondentes em distâncias, coeficientes angulares e ángulos. Cir- 
cunferéncias podem parecer elipses, retângulos podem parecer quadrados, ángulos 
retos podem parecer agudos ou obtusos, e assim por diante. Discutiremos essas telas 
e distorções com mais detalhes na Seção 1.4. 


Incrementos e retas 


Quando uma partícula se move de um ponto para outro em um plano, as varia- 
ções líquidas em suas coordenadas são chamadas de incrementos. Eles são calcu- 
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lados subtraindo-se as coordenadas do ponto inicial daquelas do ponto final. Se x 


CG, 6) muda de x, para x,, o incremento em x é 
Áx=x,—x;- 
Ду =—5, EXEMPLO 1 Indo do ponto A(4, —3) ao ponto B(2, 5), os incrementos das coor- 
Ах=0 denadas x e y são 


Ах-2-4--2,  Ay=5-(3)=8. 


DG.) De С(5, 6) a D(5, 1) os incrementos coordenados são 
4 
£ é Ax=5-5=0, Ay=1-6=-. 
Veja a Figura A.6. 
Dados dois pontos P (xi, y,) e P,(x,, y,) no plano, chamamos os incrementos 
A(4,-3) Ax =x, =x; e Ay = у, — y, de variação horizontal e variação vertical, respectiva- 
Ax=-2 mente, entre P, e P,. Esses dois pontos sempre determinam uma única linha reta 


(geralmente chamada simplesmente de reta) que passa por ambos. Ela é denomina- 
FIGURA A.6 Os incrementos coordenados da reta P,P}. 


podem ser positivos, negativos ou zero Toda reta nào vertical no plano tem a propriedade de que a razáo 


(Exemplo 1). : š 
variação vertical Ay р-у 


variação horizontal Ах 32731 


tem o mesmo valor para qualquer escolha de dois pontos P (xi, y,) e P,(x;, уу) na 
reta (Figura A.7). Isso porque, no caso de triángulos semelhantes, as razóes dos 
lados correspondentes sáo iguais. 


DEFINIÇÃO А razão constante 


! 
' 
[ 
I 
! 
! 
' 
! 
! 
! 
I 
! 


Ay , 
(variação Ay > 1 Ду 
E variação vertical y 
vertical) | m= ELS E = 
PG, variação horizontal Ax 
Обх. ур) é o coeficiente angular da reta nào vertical P,P,. 
2 
I 
AN E -4Q' 


O coeficiente angular informa a diregáo (para cima ou para baixo) e inclinagáo 
de uma reta. Uma reta com coeficiente angular positivo dirige-se para cima e para 


Xx 
? a direita; uma reta com coeficiente angular negativo dirige-se para baixo e para a 


FIGURA A.7 Os triángulos P QP, e direita (Figura A.8). Quanto maior o valor absoluto do coeficiente angular, mais 
P 'Q'P,' são semelhantes, de forma que a rápida a subida ou a descida da reta. O coeficiente angular de uma reta vertical 6 in- 
razáo entre seus lados vertical e horizontal definido. Como a variagáo horizontal Ах é zero para uma reta vertical, nào podemos 
tem o mesmo valor para quaisquer dois formar a razáo do coeficiente angular m. 


pontos na reta. Esse valor comum é o 


ни A direção e a inclinação de uma reta podem também ser medidas por meio de 
coeficiente angular da reta. 


um ángulo. O ángulo de inclinagáo de uma reta que cruza o eixo x é o menor ángulo 
em sentido anti-horário entre o eixo x e a reta (Figura A.9). A inclinação de uma reta 
horizontal é 0°. A inclinação de uma reta vertical é 90º. Se ф (a letra grega fi) ба 
inclinação de uma reta, então 0 € ф < 180°. 

A relação entre o coeficiente angular т de uma reta nào vertical e o ângulo de 
inclinação da reta ф é mostrada na Figura A.10: 


m = tg $. 


Retas tém equacóes relativamente simples. Todos os pontos na reta vertical 
que passa pelo ponto a no eixo х tém coordenadas х iguais a a. Assim, x = a é uma 
equação para a reta vertical. De forma semelhante, y = b é uma equação para a reta 
horizontal encontrando o eixo y em b. (Veja a Figura A.11.) 

Podemos escrever uma equagáo para uma reta nào vertical L se soubermos 
seu coeficiente angular т e suas coordenadas de um ponto P,(x,, у). Se Р(х, y) 
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FIGURA А.З О coeficiente angular de 
1,6 
Ay  6—4(-2) 8 


m 


Ax 3-0 3 
Ou seja, y aumenta 8 unidades toda vez que 
x aumenta 3 unidades. O coeficiente angu- 
lar de L, é 

DA LT ELS 


т 2574-07 4c 


Ou ѕеја, у diminui 3 unidades toda vez que 
x aumenta 4 unidades. 


Ao longo dessa reta, 


6r x-2 

5 H 

4} Ao longo dessa reta, 
y=3 
(2,3) 

2 H 

1 ь 

шини х 
0 1 3-4 


FIGURA A.11 As equações padrão para as 
retas vertical e horizontal passando por 
(2, 3) siox=2ey=3. 


for qualquer outro ponto em L, entào podemos utilizar os dois pontos Р, e P рага 
calcular o coeficiente angular, 


Pi 
E 
de forma que 
y-» -m(x- x), ou у= уут = хү). 


A equação 


y= yj +m(x-x,) 


Š a equagáo fundamental da reta que passa pelo ponto (хү, y,) e tem coefi- 
ciente angular m. 


»- 


este 


х 
/ 


ГЭР" 

náo este 
FIGURA A.9 Ángulos de inclinação são FIGURA A.10 О coeficiente angular de 
medidos em sentido anti-horário a partir uma reta náo vertical é a tangente do seu 
do eixo x. ángulo de inclinagáo. 


EXEMPLO 2 Escreva uma equação para a reta passando pelo ponto (2, 3) com - 
coeficiente angular —3/2. 


Solução Substituímos x, = 2, y, = 3 e m = —3/2 na equação fundamental da reta e 
obtemos 


EG dê TNNT 
y=3 PAS 2), ou у= 5х + 6. 
Quando x = 0, y = 6, de modo que a reta apresenta interseção com o eixo y em y = 6. . 
EXEMPLO 3  Escreva uma equacáo para a reta passando por (-2, —1) e (3, 4). 


Solução O coeficiente angular da reta é 


РАР ue Ds 
-2-3 — `“ 


Podemos utilizar esse coeficiente angular com qualquer um dos pontos dados па 
equação fundamental da reta: 

Com (xi, yi) = (72, —1) Com (x1, уу) = (3, 4) 

у= —1 + 1+(х— (—2)) у=4+1+(х—3) 
-1+х+2 y=4+x-3 


= + = c 
y2xtl ман” "i x+l 


resultado 


a 


De qualquer modo, y = x + 1 é uma equagáo para a reta (Figura A.12). Š 


FIGURA А.12 Reta no Exemplo 3. 


ч 


>x 


FIGURA A.13 А reta L tem a como 
intercepto o eixo de x, e b como intercepto 
do eixo y. 


La Li 
ы Coeficiente 
Coeficiente, angular m, 
angular : 
т b 2 
Шы) ŠA >x 
0 р а В 


FIGURA А.14 AADC é semelhante а 
ACDB. Consequentemente, ф, é também 
o ángulo superior em ACDB. A partir dos 
catetos de ACDB, lemos tg &, = a/h. 
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A coordenada y do ponto onde uma reta náo vertical apresenta intersegáo com 
о eixo y é chamada de intercepto do eixo y da reta. De maneira semelhante, o in- 
tercepto do eixo x de uma reta náo horizontal é a coordenada x do ponto onde ela 
cruza o eixo x (Figura A.13). Uma reta com coeficiente angular m e cujo intercepto 
do eixo у é b passa pelo ponto (0, b), de modo que a equação 


y= b+ m(x - 0), ou, simplificando, y=mx+b. 


A equação 
y=mx+b 


é chamada de equação reduzida da reta com coeficiente angular my e cujo 
intercepto do eixo y é b. 


As retas com equações da forma y = mx possuem intercepto do eixo y igual a 0 e 
passam pela origem. As equações de retas são chamadas de equações lineares. 
A equação 


Ах + Ву= С (Ае B não simultaneamente 0) 


é chamada de equação geral da reta em x e y, porque seu gráfico sempre representa 
uma reta e toda reta tem uma equação nessa forma (incluindo retas com coeficiente 
angular indefinido). 


Retas paralelas e perpendiculares 


Retas paralelas tém ángulos de inclinagáo iguais, de modo que tém o mes- 
mo coeficiente angular (se elas nào forem verticais). Reciprocamente, retas com 
coeficientes angulares iguais tém ángulos de inclinagáo iguais e, portanto, sáo 
paralelas. 

Se duas retas náo verticais L, e L, sáo perpendiculares, seus coeficientes an- 
gulares m, e m, satisfazem mim, = —1, de modo que cada coeficiente angular é o 
recíproco negativo do outro: 


Para perceber isso, observe inspecionando triángulos semelhantes na Figura A.14 
que m, = a/h, e m, = —h/a. Consequentemente, mim, = (a/h)( —h/a) = –1. 
Distáncia e circunferëncias no plano 


A distáncia entre pontos no plano é calculada com uma fórmula que vem do 
teorema de Pitágoras (Figura A.15). 


A distáncia é 


FIGURAA.15 Para calcular a distáncia entre 
Р(х\, уу) e O(x,, y), aplicamos o Teorema de 
Pitágoras ao triángulo PCO. 
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>= 


P(x, y) 


(х= h)? + (у— К)? = а? 


< 
0 


FIGURA A.16 Circunferência de raio a no 
plano xy, com centro em (л, К). 


Fórmula de distáncia para pontos no plano 


A distância entre P(x,, уу) e О(х„ y>) é 


d = М(Ах) + (Ay? = Vía — xi + (y> — mn). 


EXEMPLO 4 
(a) A distância entre P(-1, 2) e Q(3, 4) é 


VB — (DP + (4 — 2} = VU? + (23 = V20 = 4:5 = 2\/5. 


(b) A distáncia entre a origem e P(x, y) é 


Vía — 0 + (y — 0 = Và +y. 


Por definigáo, uma circunferéncia de raio a é o conjunto de todos os pontos 
Р(х, y) cuja distáncia entre algum centro C(h, К) é igual a a (Figura A.16). A partir 
da fórmula da distância, P está na circunferência se, e somente se, 


V(x — hy + (y-k? = a, 


portanto 
(x— hy + (y — l)? = а2. (1) 


A Equação 1 é a equação padrão de uma circunferência com centro (A, k) e raio 
a. A circunferência de raio a = 1 e centrada na origem é a circunferência unitária, 
com equação 


x + у? = 1. 


ЕХЕМР10 5 
(a) A equação padrão para a circunferência de raio 2 centrada em (3, 4) é 
(1-3) + (у– 4) = 22 = 4. 
(Б) A circunferéncia 
(= 1)9+(y+5)=3 


temh=1,k=-Sea= УЗ. O centro é o ponto (h, К) = (1, — 5) e o raio é 
а= М3. 


Se uma equação para uma circunferência não estiver na forma padrão, podemos 
encontrar o centro e o raio da circunferéncia primeiramente convertendo a equagáo 
para a forma padráo. A técnica algébrica para fazer isso é chamada de completar o 
quadrado. 


EXEMPLO 6 Encontre o centro e o raio da circunferéncia 


x + у*+ 4x -6y-3-0. 


FIGURA A.17 Interior e o exterior da 
circunferência (x — Л)? + (y — К)? = a?. 


FIGURA A.18 Parábola y — x? (Exemplo 7). 
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Solução Convertemos a equação рага a forma padrão completando os quadrados 
emxey: 


x? +$ y? + 4х — 6y -3=0 Comece com a equação dada. 
Agrupe os termos. Passe a 
(х2 + 4х) + (у? = бу) 23 constante рага o lado direito. 


2 6 2 Adicione o quadrado da metade 
(° + 4x + (2) ) + б — бу + (=) ) do coeficiente de x a cada 
2 E 2 lado da equação. Faça o mesmo 
2 2 em relação a y. As expressões 
34 Ө + (=) entre parénteses do lado 
esquerdo agora sáo quadrados 


perfeitos. 
(х2 + 4x +4) + (y? — 6y +9)=3+4+9 


Escreva cada termo quadrático 
(x + 2) + (y — 3) = 16 como uma expressáo linear ao 
quadrado. 
O centro é (—2, 3) e o raio é z = 4. 
Os pontos (x, y) que satisfazem a desigualdade 
(х= А) + (у – 02 < а? 
formam а regiáo interior da circunferéncia com centro (л, k) e raio a (Figura A.17). 
O exterior da circunferéncia consiste nos pontos (x, y) satisfazendo 


(x — Л)? + (y-k? > а2. 


Parábolas 


A definição e as propriedades geométricas das parábolas gerais são abordadas 
na Seção 11.6. Aqui, vamos nos concentrar nas parábolas que surgem como gráfi- 
cos de equações da forma у = ax? + bx + c. 


EXEMPLO 7 Considere a equação у = х2. Alguns pontos cujas coordenadas satis- 


3, 2) (—1, 1), (2, 4) e (22, 4). Esses pon- 
tos (e todos os outros satisfazendo a equação) formam uma curva lisa denominada 
parábola (Figura A.18). а 


fazem essa equação são (0, 0), (1, 1), ( 


O gráfico de uma equaçào da forma 
y=ax 


é uma parábola cujo eixo (eixo de simetria) é o eixo y. O vértice da parábola (ponto 
onde a parábola e o eixo se cruzam) está na origem. A parábola abre-se para cima 
se a > 0 e para baixo se a < 0. Quanto maior o valor de |а|, mais estreita a parábola 
(Figura A.19). 

Geralmente, o gráfico de y = ax? + bx + c é uma versão transladada e reescalo- 
nada da parábola у = х2. Discutiremos com mais detalhes a translação e o reescalo- 
namento de gráficos na Seção 1.2. 


Gráfico de у = ах? + bx + c,a #0 


O gráfico da equação y = ах? + bx + с, а # 0, é uma parábola. A parábola abre- 
-se para cima se a > 0 e para baixo se a < 0. O eixo é a reta 


0 = i. (2) 
O vértice da parábola é o ponto onde o eixo e a parábola apresentam interse- 
ção. Sua coordenada x é x = —5/2a; sua coordenada у é encontrada mediante а 
substituição de x = —5/2a na equação da parábola. 
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y Observe que se а = 0, então temos y = bx + c, que é uma equação para uma reta. 


simetria 


L = 4-» х 
E Z 4 
vertical 
Vértice na / 8Г 6 
origem "L 
2 
у=-х? 


FIGURA A.19 Além de determinar a 
diregáo em que a parábola y = ax? se 

abre, o número a é um fator de escala. A 
parábola se alarga conforme a se aproxima 
de zero e se estreita conforme |а| aumenta. 


O vértice é Н.2) у 


Ponto simétrico 
ao intercepto 


do eixo y N 


(2,4) 


Intercepto em y = 4 


Interceptos em 
x=-4ex=2 


FIGURA A.20 Parábola no Exemplo 8. 


Exercícios A.3 


Distância, coeficientes angulares e retas 


Nos Exercícios 1 e 2, uma partícula se desloca de A até В no plano 
coordenado. Encontre os incrementos Ax e Ay nas coordenadas da 
partícula. Determine também a distância entre 4 e B. 


1. А(-3,2), В(-1,-2). 
2. A(3,2;-2)), B(-8.1; 2). 
Descreva os gráficos das equações nos Exercícios 3 e 4. 
3. 2+y=1. 
4. 334? € 3. 


O vértice é (-1, 9/2). 
Os interceptos do eixo x estáo onde y = 0: 


х О eixo, dado pela Equaçào 2, pode ser encontrado completando o quadrado. 


EXEMPLO 8 Represente graficamente a equação y = =L ë= x 4. 


2 


Solução Comparando a equação com y = ах? + bx + c, vemos que 


a > b 1, 


с=4. 


Uma vez que a < 0, a parábola abre-se para baixo. Da Equação 2 o eixo é a reta 


PES ТИШЕ =. RT 
*7724  X-A2) ^ 


Quando x = -1, temos 


9 
2° 


у=-1(—1#-(—1) +4 


-142-х44-0 


х®+2х-8=0 
(x — 2)(x + 4) = 0 
x = 2, х= —4 


Na Figura А.20, traçamos alguns pontos, esboçamos o eixo e utilizamos a diregáo 
de abertura para completar o gráfico. 


Trace os pontos nos Exercícios 5 e 6 e encontre o coeficiente angular 
(se houver algum) da reta que eles determinam. Além disso, encontre 
o coeficiente angular comum (se houver algum) das retas perpendi- 
culares á reta AB. 

5. ACI, 2), В(-2,-1). 

6. A(2, 3), B(-1,3). 
Nos Exercícios 7 e 8, encontre uma equação para (a) a reta vertical e 
(b) a reta horizontal passando pelo ponto determinado. 

7. (71. 4/3). 


в. (0, - V2) 


Nos Exercícios 9-15, escreva uma equação para cada reta descrita. 
9. Passa por (-1, 1) com coeficiente angular —1. 
10. Passa por (3, 4) e (2, 5). 
11. Tem coeficiente angular —5/4 e intercepto y = 6. 
12. Passa por (-12, —9) e tem coeficiente angular 0. 
13. Tem intercepto у = 4 e intercepto de x = –1. 
14. Passa por (5, —1) e é paralela à reta 2x + 5y = 15. 
15. Passa por (4, 10) e é perpendicular à reta бх — 3y = 5. 


Nos Exercícios 16 e 17, encontre os interceptos dos eixos x e y da 
reta e utilize essas informações para representar a reta graficamente. 


16. 3x+4y= 12 
17. Ух — V3y = V6 


18. Existe algo em especial sobre a relagáo entre as retas Ax + By 
= C, e Bx- Ay = C, (A * 0, B # 0)? Justifique sua resposta. 


19. Uma partícula comega em А(-2, 3) e suas coordenadas variam 
pelos incrementos Ax = 5, Ay = — 6. Encontre sua nova posição. 


20. As coordenadas de uma partícula variam por Ax = 5, Ду = 6 
à medida que ela se move de А(х, y) para B(3, -3). Encontre 
xey. 


Circunferéncias 


Nos Exercícios 21-23, encontre uma equação para a circunferência 
com o centro C(h, К) e raio a dados. Em seguida, esboce a circunfe- 
réncia no plano xy. Inclua o centro da circunferéncia em seu esbogo. 
Além disso, identifique os interceptos dos eixos x e y da circunfe- 
réncia, se houver algum, com seus pares coordenados. 


21. C(0,2), a=2. 
22. C(-1,5), а= V10 
23. C(-V3,-2), a=2 


Represente graficamente as circunferências cujas equações são for- 
necidas nos Exercícios 24-26. Identifique o centro e interceptos (se 
houver) de cada circunferência com seus pares coordenados. 


24. ?+у?+4х-4у+4=0 

25. 2 + у -3у-4=0 

26. x? +у2- 4х + 4у= 0 

Parábolas 

Represente graficamente as parábolas nos Exercícios 27-30. Identi- 
fique o vértice, o eixo e os interceptos em cada caso. 

27. y=x?-2x-3 29. у--х2-6х-5 


28. y=2+4x 30. у= +х+а 


Desigualdades 

Descreva as regiões definidas pelas desigualdades e pares de desi- 

gualdades nos Exercícios 31-34. 

31. 334?» 7 

32. (x- 1? * 2 «4 

33. 2+y2> 1, х2+у2<4 

34. 2+y2+6y<0, у>-3 

35. Escreva uma desigualdade que descreva os pontos que estáo 
dentro da circunferéncia com centro (—2, 1) e raio v. 


36. Escreva um par de desigualdades que descreva os pontos que 
estáo dentro ou sobre a circunferéncia com centro (0, 0) e raio 
2, e sobre ou à direita da reta vertical passando por (1, 0). 
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Teoria e exemplos 
Nos Exercícios 37-40, represente graficamente as duas equações e 
encontre os pontos nos quais os gráficos apresentam interseção. 
37. y=2x, ?+у?=1 
38. у-х-1, y=x 
39. y=—2, y=22-1 
40. 2*y-1, (x-1*y?-1 
41. Isolamento Medindo os coeficientes angulares na figura, 
calcule a variação de temperatura, em graus por polegada, 


para (a) o revestimento de gesso; (b) o isolamento de fibra de 
vidro; (e) o revestimento de madeira. 


80° 


A | 
| | 

|--Revestimento 
de madeira | 


70º | 


Temperatura (°F) 


Espessura da parede (polegadas) 


A variação de temperatura na parede nos Exercícios 41 e 42. 


42. Insulação De acordo com a figura no Exercício 41, quais 
dos materiais é o melhor insulante? E o pior? Explique. 


43. Pressão debaixo d'água A pressão р experimentada por um 
mergulhador debaixo d'água está relacionada com sua profun- 
didade d por uma equação da forma р = kd + 1 (k é uma cons- 
tante). Na superfície, a pressão é de 1 atmosfera. A pressão a 
100 metros é de cerca de 10,94 atmosferas. Encontre a pressão 
a 50 metros. 


Ê 


Luz refletida Um raio de luz passa ao longo da reta x + y = 1 
a partir do segundo quadrante, sendo refletido no eixo x (veja 
a figura a seguir). O ângulo de incidência é igual ao ângulo de 
reflexão. Escreva uma equação para a reta ao longo da qual a 
luz refletida se propaga. 


x+y=1 


"4 


1 
Ángulo de | Ángulo de 
incidéncia ¡ reflexáo 


O caminho do raio de luz no Exercício 44. Os ángulos de incidéncia 
e de reflexáo sáo medidos a partir da perpendicular. 
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45. 


46. 


A.4 


Fahrenheit versus Celsius Мо plano FC, esboce o gráfico 
da equagáo 
=f- 
С= 9 (F — 32) 


que relaciona as temperaturas em Fahrenheit e em Celsius. No 
mesmo gráfico, esboce a reta С = F. Existe uma temperatura 
na qual um termómetro em Celsius apresenta a mesma leitura 
numérica que um termómetro em Fahrenheit? Se existe, qual é? 


Ferrovia Mount Washington Cog Railway Os engenheiros 
civis calculam o coeficiente angular do leito das estradas como 
a razáo da distáncia que ela sobe ou desce verticalmente e a 
distáncia que ela corre horizontalmente. Eles chamam essa ra- 
záo de grau do leito da estrada, em geral expresso como por- 
centagem. Ao longo da costa, os graus das estradas de ferro co- 
merciais sáo geralmente menores que 2%. Nas montanhas, eles 
podem chegar a 4%. Os graus de rodovias sáo menores que 5%. 
A parte mais íngreme da ferrovia Mount Washington Cog Rail- 
way em New Hampshire apresenta um grau excepcional de 
37,1%. Ao longo dessa parte do percurso, os assentos da frente 
do vagáo estáo 14 pés acima daqueles que estáo no fundo. Qual 


47. 


49. 


51 


52 


Provas dos teoremas dos limites 


é a distáncia aproximada que separa a primeira e a última fi- 
Їеїга do vagào? 

Calculando os comprimentos de seus lados, mostre que o trián- 
gulo com vértices nos pontos А(1, 2), B(5, 5) e C(4, -2) é isós- 
celes, e náo equilátero. 


. Mostre que o triángulo com vértices A(O, 0), В ( 1, Мз) e C(2, 0) 


é equilátero. 
Mostre que os pontos A(2, —1), B(1, 3) e C(3, 2) são vértices 
de um quadrado, e encontre os quatro vértices. 


. Trés paralelogramos diferentes possuem vértices em (-1, 1), 


(2, 0) e (2, 3). Esboce-os e encontre as coordenadas dos quatro 
vértices de cada um. 


Para qual valor de k a reta 2x + ky = 3 é perpendicular à reta 4x 
+ y = 1? Para qual valor de k as retas estáo paralelas? 


Ponto médio de um segmento de reta Mostre que o ponto 
com coordenadas 


xitx2 yt» 
2 > 2 


é o ponto médio do segmento de reta que une Р(х, y,) a Q(x,, y>). 


Este apéndice prova as partes 2-5 do Teorema 1 e o Teorema 4 da Segáo 2.2. 


1. Regra da soma: 


por constante: 


A 


un 


е 


м 


. Regra da raiz: 


TEOREMA 1 — Leis dos limites Se L, M, се k são números reais e 


lim f(x) = L e lim g(x) = M, então 
х-»сС XC 


2. Regra da diferença: 


3. Regra da multiplicação 


» Regra do produto: 


. Regra do quociente: 


. Regra da potenciação: 


(Sen for par, presumimos que lim f(x) = L > 0.) 
X-—C 


lim (f(x) + g(x)) = L + M 
lim (f) = $8) = L — M 


lim (К. f(x)) = k: L 


lim (f(x) ` g(x)) =L:M 


mO _ L 
х-с х) M’ 


lim [f(x)]" = L”, n é um inteiro positivo 
x-»C 


MO 


lim V f(x) = W/L = L^, n é um inteiro positivo 
xc 


Provamos a regra da soma na Seção 2.3, e as regras da potenciação e da raiz são 
provadas em textos mais avançados. Obtemos a regra da diferenciação substituindo 
g(x) por —g(x) е M por —M na regra da soma. A regra da multiplicação por constante 
é o caso especial g(x) = k da regra do produto. Assim, sobram apenas as regras do 
produto e do quociente. 


Prova da regra do produto de limites Demonstraremos que para qualquer є > 0 
existe um ó > 0, de modo que para todo х na interseção D dos dominios de f e g, 


0O<|x-c|j<ô = 


|fG)g(x) — LM| < e. 
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Suponha entáo que e seja um número positivo e escreva f(x) e g(x) como 


J@)=L+(Jf@)- L) gs(@)=M+ (2) – М). 


Multiplique essas expressóes e subtraia LM: 


fG)*g(x) — LM = (L + (f(x) — L))(M + (g(x) — M)) — LM 
= LM + L(g(x) — M) + M(f(x) — 1) 
+ (f(x) = DY(g(x) - M) — LM 
= L(g(x) — M) + M(f(x) — L) + (f(x) — Lg) - M). (1) 


Uma vez que f e g tém limites L e M conforme x — c, existem números positivos 
ô,» 05, 0, € ô, de modo que para qualquer x em D 


о<|х-с|<& = |fQ) - < Ve/3 
0<|x—c| <ë = |g(x) — M| < Ve/3 
0<|x—c|<ëó = |/(х)— L|< e/(3(1 + |M|)) 
0«|x-e|« à = |g(x) — M| < e/G(1 + |L) 


(2) 


Se tomarmos ó como sendo o menor dos números de ó, a ô,, as desigualdades do 
lado direito de (2) valeráo simultaneamente para 0 < |x — c| < ó. Portanto, para todo 
хет D, 0 < x —c| < ó implica 
10) 0) — LM] aplicada à Equação 1. 
= |L||s(x) — M| + |M|| f(x) — L| + | f(x) — Lile) — M| 
= (1 + |L|)|s(x) — M| + (1 + |M|)|f(x) — L| + | f(x) — L||g(x) — M| 


€ € € [€ = 
« 3 + 3 + JN; = €. Valores de (2) 


Isso conclui a prova da regra do produto de limites. 


Prova da regra do quociente de limites Demonstraremos que lim, , (1/g(x)) = 
1/M. Podemos entáo concluir que 


fe). ¿LL Lad 
d fim (to a5)". "Iuno msg 3 "L'H M 


a partir da герга do produto de limites. 

Seja e > 0. Para mostrar que lim, , (1/g(x)) = 1/M, precisamos mostrar que 
existe um ó > 0, de forma que, para todo х, 
1 1 


PUE = Y. € 


< = < 
0 < |x— ¿|= ó О M 


Uma vez que |M| > 0, existe um número positivo ó, de modo que, para todo x, 
M 
0<|x—c|<ó = [g(x) — M| < 5. 
Para quaisquer números А e В, pode ser demonstrado que |A| — |B| < |A — B| e |B| 
— |A| < |A — В|, a partir do que se segue que | |A| - |B| | < |4 — B. Com А = g(x) e 
В = М, temos 


1ЕСОГ-1М | < |е(х) — M|, 
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que pode ser combinada com a desigualdade à direita na Implicação (3) para obter- 
mos, em ordem, 


eco] = гм < D 


-Ml ео - |M| < м 
2 2 


IM < |g(x)| < ELS 
2 SI8 2 


IM] < 2|в(х)| < 31М| 
1 2 3 


[eco] ^ [M] ^ 8601 (4) 


Portanto, 0 < |x — c| < ó, implica que 


1 її | M — g(x) 1 : 1 ы 
| gx) M Me(x) | |MI |g(x)| M su 
mp" M — g(x)]. Desigualdade 4 (5) 


Uma vez que (1/2) IMP e > 0, existe um número ô, > 0 de tal forma que para todo x 
0<|х-с|<% > IM — g(x)| < SIMP. (6) 
Se tomarmos ô como sendo o menor de б, е 5, tanto a conclusáo da Equagáo 5 


como a da 6 são verdadeiras para qualquer x, de modo que 0 < |х — c| < ó. Combi- 
nando essas conclusóes, temos 


0O<|x-c|j<ô = 


Isso conclui a prova да regra do quociente de limites. 


TEOREMA 4 — Teorema do confronto Suponha que g(x) < f(x) < h(x) 
para todo x em algum intervalo aberto / contendo c, exceto possivelmente 


em x = c. Suponha também que lim, ,. g(x) = іт, A(x) = L. Então, lim, ,. 


ПОРЭЛ 


Prova dos limites à direita Suponha que lim, |. g(x) = lim, ,. h(x) = L. Então, para 
qualquer e > 0 existe um ó > 0 de modo que para todo x o intervalo c < x < c + ó está 
contido em / e a desigualdade implica 


L-e<gx)<L+e e L-e<hx)<L+e. 
Essas desigualdades, combinadas com a desigualdade g(x) < f(x) < h(x), fornecem 


L—-ec«g(x) = fx) = Ах) <1 + e, 
L — € < (х) < L + ë, 
= €< f(x) — L. < є. 


Sendo assim, para todo x, a desigualdade c < x < c + ó implica |f(x) — L| < e. 
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Prova para limites à esquerda Suponha que lim, ,.. g(x) = іт, h(x) = L. En- 
tão, para qualquer e > 0 existe um ó > 0, de modo que para todo x o intervalo c — ó 
< x € c está contido em 7 e a desigualdade implica 


L-e<g(x)<L+e e 


L-e<hx)<L+e. 


Como antes, concluímos que, para todo x, c — ó < x < c implica |f(x) — L| < e. 


Prova para limites bilaterais Se lim, , g(x) = lim 


.h(x) = L, então tanto g(x) 


X—c 


quanto A(x) tendem a L conforme x — c* e como x — c ; portanto, lim. ,.. f(x) =L 
e lim, ,.. f(x) = L. Consequentemente, lim, | f(x) existe e é igual a L. 


Exercícios A.4 


1. Suponha que as funções f (x). f(x) e f4(x) tenham limites Хх) сад" * a, р! +-"+q/x+p. 

Їл, L, e L}, respectivamente, conforme х — c. Mostre que = 

sua soma tem limite L, + L, + L,. Utilize indução matemática 5. Limites de funções racionais Utilize o Teorema le o resul- 

(Apêndice 2) para generalizar esse resultado para a soma de tado do Exercício 4 para mostrar que se f(x) e g(x) são funções 

qualquer número finito de funções. polinomiais e g(c) # 0, então 
2. Utilize indução matemática e a regra do produto de limites no fœ) Ho) 

Teorema 1 para mostrar que, se as funções / (x), f(x), .... /„(Х) хо go)  g(c) 

têm limites L,, L,, ..., L, conforme x — c, então 

lim f (с) 69 e f.) = hL 6. Compostas de funções contínuas A Figura A.21 fornece o 
хэс"! z É uio u diagrama para uma prova de que a composta de duas funções 

3. Utilize o fato de que lim, , x = c e o resultado do Exercício contínuas é contínua. Reconstrua a prova a partir do diagrama. 

2 para mostrar que lim, |. х” = c para qualquer inteiro n > 1. A afirmação a ser demonstrada é: Se f é contínua em x = c e g 

2 ЭРЧР us ER | é contínua em f(c), entáo g o f é contínua em c. 

4. Limites de polinômios Utilize o fato de que lim, (k) = $ h à 56 interior do domfnig 4 

k para qualquer número k juntamente com os resultados dos V airs ЭМ ia. НИЛ Ч ME ef exque 

Exercícios 1 e 3, para mostrar que lim, .. f(x) = f(c) para qual- f(c) seja um ponto interior do domínio de g. Isso fará que os 

quer função polinomial ЖЕ limites envolvidos sejam bilaterais. (Os argumentos para os са- 

sos que envolvem limites unilaterais sáo semelhantes.) 
gof 
/ g 
& Nag ас” ЭЭЖ |, 
a à —— sy ——— 
с Жс) gCfG) 


FIGURA A.21 Diagrama para uma prova de que a composta de duas funções continuas 
é contínua. 


Limites que ocorrem frequentemente 


Neste apéndice, sáo verificados os limites 4-6 do Teorema 5 da Segáo 10.1 
Limite 4: Se|x|< 1, tim x" = 0 Precisamos mostrar que a cada є > 0 cor- 
n 


responde um inteiro N tào grande que |x"| < e para todo л maior que N. Uma vez 
que e!" — 1, enquanto |x| < 1, existe um inteiro N para o qual e!/N > |х|. Em outras 
palavras, 


к= xj" < e. (1) 
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Este é o inteiro que buscamos porque, se |х| < 1, entáo 
[кт < |x N para todo n > N. (2) 


A combinação de (1) e (2) produz |x"| < e para todo n > N, concluindo a prova. 


n 
Limite 5: Para qualquer número x, tim (1 + z) = e* Seja 
n 


Entáo, 


n 
Ina, = in(1 + 3 =п in(1 + E) x, 


como podemos ver com a seguinte aplicação da regra de L'Hópital, na qual diferen- 
ciamos com relação a n: 


In(1 + x/n 
lim Zu + z) = lim /m 
n= 


n—00 1/п 
(1555) C) 
li 1 + x/n п? | х 
Е E —1/n? E acida 1 + x/n ни 


Aplique o Teorema 3, Segáo 10.1, com f(x) = е* para concluir que 
х п 
( ES z) = a, = g^ ox. 


n 
Limite 6: Para qualquer número х, lim F = 0 Uma vez que 
n> Ё 


tudo o que precisamos mostrar é que |x|"/n! — 0. Então, podemos aplicar o teorema 
do confronto рага sequências (Seção 10.1, Teorema 2) para concluir que x"/n! — 0. 
O primeiro passo para mostrar que |x|"/n! — 0 é escolher um inteiro M > |х|, 
de modo que (|x//M) < 1. Pelo limite 4, que acabamos de demonstrar, assim temos 
(Ix//M)" — 0. Voltamos nossa atenção aos valores de л > M. Para esses valores de л, 
podemos escrever 
|x |" lx |" 
п! 1*2* *#+*М=(М + DM + 2) +: и 
(п — М) fatores 
|х|" I'M" мм (хү 
^ MM"" MM" M! (z) 1 


Dessa forma, 


Agora, a constante MM/M! nào muda à medida que n aumenta. Dessa forma, o teo- 
rema do confronto nos diz que |Х/”!-» 0 porque (|x/M)" — 0. 
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Teoria dos números reais 


Um desenvolvimento rigoroso do cálculo se baseia nas propriedades dos nú- 
meros reais. Muitos resultados sobre funções, derivadas e integrais seriam falsos se 
estabelecidos para funções definidas somente nos números racionais. Neste apéndi- 
ce, examinaremos brevemente alguns conceitos básicos da teoria dos números reais, 
o que nos dará uma ideia do que pode ser aprendido em um estudo mais profundo 
e teórico de cálculo. 

Trés tipos de propriedades fazem dos números reais o que eles sáo. Trata-se das 
propriedades algébricas, de ordem, e de completude. As propriedades algébricas 
envolvem adição e multiplicação, subtração e divisão. Elas se aplicam a números 
racionais ou complexos, bem como aos números reais. 

A estrutura dos números é construída em torno de um conjunto com operações 
de adição e multiplicação. As propriedades a seguir são exigidas da adição e da 
multiplicação. 


Al a+(b+c)=(a+b)+c para todo a, b, c. 

А2 atb=b+a para todo a, b. 

A3 Existe um nümero chamado “0”, de modo que a + 0 = a para todo a. 
A4 Рага cada número a existe um b, de modo que a + b = 0. 

МІ  a(bc)- (ab)c para todo a, b, c. 

M2 ab - ba para todo a, b. 

M3 Existe um número chamado “1”, de modo que аг 1 = a para todo a. 
M4 Para cada a diferente de zero existe um 5, de modo que ад = 1. 

D a(b + c) = ab + bc para todo a, b, c. 


Al e MI são leis associativas, A2 e M2 são leis comutativas, АЗ е МЗ são leis 
de identidade, e D é a lei distributiva. Conjuntos que apresentam essas propriedades 
algébricas sào exemplos de corpos, e 880 estudados com profundidade na área da 
matemática teórica denominada Álgebra Abstrata. 

As propriedades de ordem nos permitem comparar o tamanho de dois nüme- 
ros. As propriedades de ordem 840 


Ol Para qualquer a e b, oua € b ou b € a, ou ambos. 
O2 Sea<beb<a, então a = b. 

03 Sea<beb<c,entáioa<c. 

O4 Sea<b,entáñoa+c<b+c. 

OS Sea<be0c<c, então ac < bc. 


O3 é a lei da transitividade, e O4 e OS relacionam ordem a adição e multipli- 
cacáo. 

Podemos ordenar os números reais, os inteiros e os números racionais, mas 
náo podemos ordenar os números complexos. Náo existe uma maneira razoável de 
definir se um número como і = V/—1 é maior ou menor que zero. Um corpo no 
qual o tamanho de quaisquer dois elementos possa ser comparado da maneira como 
acabamos de ver é denominado corpo ordenado. Tanto os números racionais quan- 
to os reais sáo corpos ordenados, e existem muitos outros. 

Podemos pensar nos números reais geometricamente, imaginando-os como pon- 
tos em uma reta. A propriedade de completude diz que os números reais correspon- 
dem a todos os pontos da reta, sem “buracos” ou “lacunas”. Os racionais, em con- 
traste, omitem pontos como v2 e т, е os inteiros deixam de fora até mesmo frações 
como 1/2. Os nümeros reais, tendo a propriedade da completude, nào omitem pontos. 

O que queremos dizer exatamente com essa ideia vaga de “buracos” faltando? 
Para responder, precisamos dar uma descrigáo mais precisa de completude. Um nú- 
mero M é um limitante superior para um conjunto de nümeros se todos os nümeros 
no conjunto forem menores ou iguais a M. M é um menor limitante superior se for 
o limitante superior mais baixo. Por exemplo, M = 2 é um limitante superior para 
os números negativos. Assim também é o caso de M = 1, mostrando que 2 não é o 
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FIGURA A.22 O valor máximo de y = x 
— x? em [0, 1] ocorre no número irracional 


x= У1/3. 


menor limitante superior. O menor limitante superior para o conjunto de números 
negativos é M= 0. Definimos um corpo ordenado completo como sendo aquele em 
que qualquer conjunto náo vazio limitado superiormente possui um menor limitante 
superior. 

Se trabalharmos somente com os números racionais, o conjunto de números me- 
nores que V2 será limitado, mas náo terá um menor limitante superior racional, uma 
vez que qualquer limitante superior racional M pode ser substituído por um número 
racional ligeiramente menor, que ainda assim será maior do que V/2. Logo, os racio- 
nais náo sáo completos. Nos números reais, um conjunto que é limitado superiormente 
sempre tem um menor limitante superior. Os reais sáo um corpo ordenado completo. 

A propriedade da completude está no centro de muitos resultados em cálculo. 
Um exemplo ocorre quando estamos procurando um valor máximo para uma fun- 
ção em um intervalo fechado [a, b], como na Seção 4.1. A função y = x — x? tem 
um valor máximo em [0, 1] no ponto x satisfazendo 1 — 3x? = 0, ou x = VIz. Se 
estivéssemos considerando as funções definidas somente em números racionais, 
teríamos de concluir que a função não tem máximo, uma vez que V1/3 é irracional 
(Figura A.22). O Teorema do Valor Extremo (Seção 4.1), que implica que funções 
contínuas em intervalos fechados [a, b] tenham um valor máximo, não é verdadeiro 
para funções definidas somente nos racionais. 

O Teorema do Valor Intermediário implica que uma função contínua f em um 
intervalo [a, b] com f(a) < 0 e f(b) > 0 deve ser zero em algum ponto em [a, b]. Os 
valores da função não podem saltar de negativos para positivos sem haver algum 
ponto x em [a, b] onde f(x) = 0. O Teorema do Valor Intermediário também se 
apoia na completude dos números reais, e é falso para funções contínuas definidas 
somente nos racionais. A função f(x) = 3х2 — 1 tem /(0)--16/(1)-2, mas se con- 
siderarmos f somente nos números racionais, ela nunca será igual a zero. O único 
valor de x para o qual f(x) =0 éx = V 1/3, um número irracional. 

Já captamos as propriedades desejadas dos nümeros reais, dizendo que eles 
sào um corpo ordenado completo. Mas isso nào é tudo. Os matemáticos gregos da 
escola de Pitágoras tentaram imputar outra propriedade aos nümeros da reta real: 
a condição de que todos os números são razões de inteiros. Eles perceberam que 
seu esforço havia sido em vào quando descobriram números irracionais como V2. 
Como sabemos que nossa tentativa de especificar os números reais também não está 
incorreta, por algum motivo ainda não percebido? O artista gráfico Escher dese- 
nhou ilusões óticas de escadas em espiral que subiam mais e mais até se reencontra- 
rem embaixo. Um engenheiro que tentasse construir uma escada desse tipo desco- 
briria que nenhuma estrutura é capaz de concretizar o projeto que o arquiteto havia 
desenhado. Será que nosso projeto para os números reais também contém alguma 
contradição sutil, e que não é possível construir um sistema de números como este? 

Resolvemos esse problema fornecendo uma descrição específica dos números 
reais e verificando que as propriedades algébricas, de ordem e de completude são 
satisfeitas nesse modelo. Esse processo é chamado de construção dos números 
reais, mas, assim como escadas podem ser construídas com madeira, pedra ou aço, 
existem diversas maneiras de construir os números reais. Uma delas os trata como 
o conjunto de todos os decimais infinitos, 

a,d d,d,d,... 
Nessa abordagem, um número real é um inteiro a seguido por uma sequéncia de dígitos 
decimais d, d, d,, ..., cada um deles entre 0 e 9. Essa sequência pode parar, ou repetir-se 
em um padráo periódico, ou seguir indefinidamente sem padráo. Dessa forma, 2,00, 
0,3333333... e 3,1415926535898... representam trés números reais familiares. Para 
entender o verdadeiro significado das reticências (“..”) após esses dígitos, é preciso 
estudar a teoria das sequências e séries, no Capítulo 10. Cada número real é construído 
como o limite de uma sequência de números racionais dada por suas aproximações de- 
cimais finitas. Um decimal infinito é, portanto, o mesmo que uma série 

di, Фф 

a + 10 + 100 + 

Essa construção decimal dos números reais não é inteiramente direta. É fácil 

verificar que ela dá números que satisfazem as propriedades de completude e de 
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ordem, mas verificar as propriedades algébricas é bastante complicado. Até mesmo 
a soma ou a multiplicação de dois números exige um número infinito de operações. 
Para fazer sentido, a divisáo requer um cuidadoso argumento envolvendo limites de 
aproximações para decimais infinitos. 

Uma abordagem diferente ao assunto foi dada pelo matemático alemáo Richard 
Dedekind (1831-1916), que estabeleceu a primeira construção rigorosa dos núme- 
ros reais em 1872. Dado qualquer número real x, podemos dividir os números racio- 
nais em dois conjuntos: os menores ou iguais a x e os maiores. Dedekind inverteu 
sabiamente esse raciocínio e definiu um número real como a divisão dos números 
racionais em dois conjuntos como esses. A abordagem pode parecer estranha, mas 
métodos indiretos como esse, que constroem novas estruturas a partir de antigas, 
são comuns na matemática teórica. 

Essas e outras abordagens podem ser utilizadas para construir um sistema de 
números que tenha as propriedades algébricas, de ordem e de completude. Surge 
então uma dúvida final; será que todas as construções resultam na mesma coisa? 
É possível que diferentes construções resultem em diferentes sistemas de números, 
todos eles capazes de satisfazer todas as propriedades exigidas? Em caso positivo, 
qual desses sistemas será o dos números reais? Felizmente, a resposta é não. Os 
números reais são o único sistema numérico que satisfaz as propriedades algébricas, 
de ordem e de completude. 

A confusão sobre natureza dos números e sobre os limites causou considerável 
controvérsia nos primórdios do cálculo. Os pioneiros do cálculo, como Newton, Leibniz 
e seus sucessores, ao observar o que acontecia com a razão incremental 


Ay _ f(x + Ax) — f(x) 
Ax ` Ах 


á medida que Ду e Ах tendiam a zero, diziam que a derivada resultante seria um 
quociente de duas quantidades infinitamente pequenas. Acreditava-se que esses “in- 
finitésimos”, indicados por dx e dy, seriam algum novo tipo de número, menor que 
qualquer número fixado, porém diferente de zero. De maneira semelhante, acreditava- 
-se que uma integral definida era uma soma de um número infinito de infinitésimos 


f) ах 


à medida que х variava em um intervalo fechado. Embora as razóes incrementais Ay/Ax 
utilizadas para aproximagáo fossem táo bem compreendidas quanto hoje, acreditava- 
-se que era o quociente de quantidades infinitesimais, e náo um limite, que concentra- 
va o significado da derivada. Essa linha de raciocínio acarretava dificuldades lógicas, 
à medida que as tentativas de definição e manipulação dos infinitésimos incorriam 
em contradigóes e inconsisténcias. Razóes incrementais mais concretas e fáceis de 
calcular náo causavam esse tipo de problema, mas elas eram vistas meramente como 
úteis ferramentas de cálculo. Eram utilizadas para se trabalhar com o valor numérico 
da derivada e para deduzir fórmulas gerais para o cálculo, mas ninguém considerava 
о cerne da questáo — responder o que era exatamente uma derivada. Atualmente, per- 
cebemos que os problemas lógicos associados com infinitésimos podem ser evitados 
quando definimos a derivada como o limite das razóes incrementais que servem para 
aproximá-la. As ambiguidades da antiga abordagem náo estáo mais presentes e, na 
teoria do cálculo padráo, infinitésimos já náo sáo necessários nem utilizados. 


Números complexos 


Números complexos sáo expressóes na forma a + ib, onde a e b sáo números 
reais, e į é um símbolo para V—1. Infelizmente, as palavras “real” e “imaginário” 
têm conotações que, de certa forma, colocam V—1 em uma posição menos favorá- 
vel em nossas mentes do que У2. Na verdade, uma grande dose de imaginação, no 
sentido de criatividade, foi necessária para construir o sistema de números reais, 
que forma a base do cálculo (veja o Apêndice A.6). Nesse apêndice, iremos rever 
vários estágios dessa invenção. Apresentaremos, em seguida, a invenção posterior 
do sistema de números complexos. 
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FIGURA A.23 Е possível construir, 
com régua e compasso, um segmento de 
comprimento irracional. 


Desenvolvimento dos números reais 


O estágio mais antigo do desenvolvimento de números foi o reconhecimento 
dos números de contagem 1, 2, 3..., que agora chamamos de números naturais ou 
inteiros positivos. Certas operações aritméticas simples podem ser executadas com 
esses números sem que se saia do sistema. Isto é, o sistema dos inteiros positivos é 
fechado em relação às operações de adição e de multiplicação. Queremos dizer com 
isso que, se m e n sáo inteiros positivos, entáo 


m+n=p e mn=q (1) 


também sáo números inteiros positivos. Dados os dois inteiros positivos do lado 
esquerdo de cada uma das equagóes em (1), podemos encontrar o inteiro positivo 
correspondente do lado direito. Mais do que isso, podemos algumas vezes espe- 
cificar os inteiros positivos m e p e encontrar um inteiro positivo n de modo que 
m + n = p. Por exemplo, 3 + n = 7 pode ser resolvido quando os únicos números que 
conhecemos são os inteiros positivos. No entanto, a Equação 7 + n = 3 não pode ser 
resolvida sem que esse sistema numérico seja aumentado. 

O número zero e os inteiros negativos foram inventados para resolver equagóes 
como 7 + n = 3. Em uma civilização que reconhece todos os inteiros 


2. 3, 2, -1, 0, 1,2, 3, ..., (2) 


uma pessoa culta pode sempre determinar o inteiro que resolve a equação m + n = p, 
quando 880 fornecidos os outros dois inteiros na equacào. 

Suponha que as pessoas cultas também saibam multiplicar dois inteiros quais- 
quer da lista (2). Se, nas Equações (1), são dados m e q, elas descobrem que algumas 
vezes podem determinar n e outras vezes náo. Usando a imaginagáo, essas pessoas 
podem ser estimuladas a inventar ainda mais números e introduzir frações, que são 
exatamente pares ordenados m/n de inteiros m e n. O número zero tem propriedades 
especiais que pode incomodá-las por um momento, mas elas descobrem por fim que 
é útil ter quocientes de inteiros m/n, excluindo apenas aqueles que tém zero no deno- 
minador. Esse sistema, denominado conjunto dos números racionais, é agora sufi- 
cientemente rico para que elas possam executar as operacóes racionais da aritmética: 


1. (a) adigáo 2. (a) multiplicação 
(b) subtração (b) divisào 


em dois números quaisquer nesse sistema, exceto que não se pode dividir por zero, 
pois não tem sentido. 

A geometria do quadrado de lado unitário (Figura A.23) e o Teorema de Pi- 
tágoras mostraram que elas poderiam construir um segmento geométrico que, em 
termos de alguma unidade básica de comprimento, tem comprimento igual a У2. 
Assim, elas poderiam resolver a equação 


x22 


por meio de uma construgáo geométrica. Elas descobriram que o segmento de reta 
que representa V/2 é uma quantidade incomensurável. Isso significa que V/2 nào 
pode ser expresso como o quociente de dois mültiplos inteiros de alguma unidade 
de comprimento. Isto é, nossas pessoas cultas nào puderam encontrar uma solugáo 
racional para a equação x? = 2. 

Мао existe nenhum nümero racional cujo quadrado seja igual a 2. Para saber 
por qué, suponha que exista tal número racional. Poderíamos entáo encontrar intei- 
ros positivos p e q sem nenhum fator comum, exceto 1, de modo que 


= 242; (3) 


Como p e q são inteiros, p deve ser par; caso contrário, o produto dele por ele 
mesmo seria ímpar. Em símbolos, p = 2p,, onde p, é um inteiro. Isso nos leva a 
2p? = q^, o que diz que q deve ser par, digamos, q = 24,, onde q, é um inteiro. Isso 
faz que 2 seja um fator comum a p e q, contrariando nossa escolha de p e q como 
inteiros sem nenhum fator comum, exceto 1. Consequentemente, não existe número 
racional cujo quadrado seja igual a 2. 
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Embora nossas pessoas cultas não pudessem encontrar uma solução racional 
para a equação x? = 2, elas obtiveram uma sequência de números racionais 


1 7 41 239 (4) 


UV 5 29 169 
cujos quadrados formam a sequéncia 


1 49 1681 57121 — (5) 
Г 25 “841” 28561 


que converge para 2 como seu limite. Desta vez, a imaginação dessas pessoas su- 
geriu que elas precisavam do conceito de limite de uma sequéncia de nümeros ra- 
cionais. Se aceitarmos o fato de que uma sequéncia crescente de nümeros racionais 
que é limitada superiormente sempre se aproxima de um limite (Teorema 6, Segáo 
11.1) e observarmos que a sequéncia em (4) tem essas propriedades, podemos entào 
admitir que ela tenha um limite L. Isso também significa, a partir de (5), que Z? = 2, e, 
consequentemente, L não é um de nossos números racionais. Se, aos números racio- 
nais, adicionarmos os limites de todas as sequências de números racionais crescen- 
tes e limitadas superiormente, chegaremos ao sistema de todos os números “reais”, 
A palavra real foi colocada entre aspas porque não há nada que seja “mais real” ou 
“menos real” em relação a esse sistema do que existe em relação a qualquer outro 
sistema matemático. 


Números complexos 


A imaginação foi exigida em muitos estágios durante o desenvolvimento do 
sistema de números reais. Na verdade, a arte da invenção foi necessária pelo menos 
três vezes na construção dos sistemas que discutimos até agora: 


1. O primeiro sistema inventado: o conjunto de todos os inteiros, construído a par- 
tir dos números naturais. 


2. O segundo sistema inventado: o conjunto dos números racionais т/п, construído 
a partir dos inteiros. 


3. Oterceiro sistema inventado: o conjunto de todos os números reais x, construído 
a partir dos números racionais. 


Esses sistemas inventados formam uma hierarquia na qual cada sistema contém 
o sistema precedente. Cada sistema é ainda mais rico que seu predecessor, no sen- 
tido de que permite que mais operações possam ser executadas sem ser necessária 
a saída do sistema: 


1. No sistema de todos os inteiros, podemos resolver todas as equações da forma 
x+a=0, (6) 


onde a pode ser um inteiro qualquer. 


2. No sistema de todos os números racionais, podemos resolver todas as equações 
da forma 


ax+b=0, (7) 


desde que a e b sejam números racionais e a * 0. 
3. No sistema de todos os números reais, podemos resolver todas as Equações 6 e 
7 e, além dessas, todas as equações quadráticas 
ах? + bx + с = 0 com a # 0 e b? — 4ac > 0. (8) 


Provavelmente, a fórmula que fornece as solugóes da Equacáo 8 seja familiar a 
vocé, mais precisamente 


(9) 


_ —b + Vb? — 4ac 
EE т, 
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e talvez Ihe seja familiar o fato de que, quando o discriminante, 5? — 4ac, é negativo, 
as soluções da Equação 9 não pertencem a nenhum sistema considerado antes. Na 
verdade, a equação quadrática muito simples 


x2+1=0 


é impossível de ser resolvida se os únicos sistemas numéricos que podem ser utili- 
zados forem os três sistemas inventados mencionados até agora. 

Vamos então ao quarto sistema inventado, o conjunto de todos os números 
complexos a + ib. Poderíamos dispensar inteiramente o símbolo i e utilizar a nota- 
ção de par ordenado (a, b). Como, sob operações algébricas, os números a e b são 
tratados de forma diferente de certo modo, é essencial que se mantenha estritamente 
a ordem. Sendo assim, podemos dizer que o sistema de números complexos con- 
siste no conjunto de todos os pares ordenados (a, b) de números reais, juntamente 
com as regras, listadas a seguir, segundo as quais eles seráo igualados, somados, 
multiplicados e assim por diante. Iremos utilizar tanto a notacào (a, b) quanto a 
notação a + ib na discussão que se segue. Denominamos a a parte real e b a parte 
imaginária do número complexo (a, 5). 

Realizamos as seguintes definigóes: 


Igualdade 

a+ib=c+id Dois números complexos (a, 5) e 

se, e somente se, (c, d) são iguais se, e somente se, a = 

a=ceb=d ceb=d. 

Adição 

(a + ib) + (c + id) A soma dos dois nümeros complexos (a, 

= (a * c) * i(b * d) b) e (c, d) é o número complexo (a + c, 
b * d). 

Multiplicagáo 

(a + ib)(c + id) O produto de dois nümeros complexos (a, 

= (ac — bd) + аа + bc) b) e (c, d) é o número complexo (ac — bd, 
ad + bc). 

c(a + ib) = ac + i(bc) O produto de um número real c e o nü- 


mero complexo (a, b) é o número 
complexo (ac, bc). 


O conjunto de todos os números complexos (a, 5) nos quais o segundo número 
b é 0 tem todas as propriedades do conjunto de todos os números reais a. Por exem- 
plo, a adição e a multiplicação de (a, 0) e (c, 0) fornece 


(a, 0) + (c, 0) = (a + c, 0) 
(a, 0) + (c, 0) = (ac, 0), 


que sáo nümeros do mesmo tipo com parte imaginária igual a zero. Além disso, quan- 
do multiplicamos um “número real” (a, 0) e o número complexo (c, d), obtemos 


(а, 0) (с, d) = (ac, ad) = a(c, d). 


Em particular, o número complexo (0, 0) desempenha o papel do zero no sistema de 
nümeros complexos, e o nümero complexo (1, 0) desempenha o papel da unidade 
ou um. 

O par ordenado (0, 1), que tem a parte real igual a zero e a parte imaginária 
igual a um, tem a propriedade que seu quadrado, 


(0, 1)(0, 1) = -1, 0), 


ter a parte real igual a menos um e a parte imaginária igual a zero. Portanto, no siste- 
ma dos números complexos (a, b), existe um número х = (0, 1) cujo quadrado pode 
ser adicionado a uma unidade = (1, 0) para produzir zero = (0, 0), ou seja: 


(0, 1? (1, 0) = (0, 0). 
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A equagáo 
2+1=0 


tem, portanto, uma solugáo x = (0, 1) nesse novo sistema numérico. 

Vocé está provavelmente mais familiarizado com a notagáo a + ib do que com 
a notacào (a, b). E como as propriedades algébricas para os pares ordenados nos 
permitem escrever 


(а, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1, 0) + b(0, 1), 


embora (1, 0) se comporte como unidade e (0, 1) se comporte como a raiz quadrada 
de menos um, nào precisamos hesitar em escrever a + ib no lugar de (a, b). O i as- 
sociado a b é como um elemento indicador da parte imaginária de a + ib. Podemos 
passar, conforme desejarmos, da notação de pares ordenados (a, b) para a notação 
а + ib e vice-versa. No entanto, nào há nada menos “real” em relagáo ao símbolo 
(0, 1) = i do que há em relação ao símbolo (1, 0) = 1, uma vez que tenhamos apren- 
dido as leis da álgebra do sistema de números complexos de pares ordenados (a, 5). 

Para reduzirmos qualquer expressáo racional de nümeros complexos a um 
único número complexo, aplicamos as leis da álgebra elementar, substituindo 2, 
sempre que este aparecer, por —1. É claro que nào podemos dividir pelo número 
complexo (0, 0) = 0 + 0. No entanto, se a + ib % 0, podemos efetuar a divisão da 
seguinte maneira: 


ce + id _ (c + id)(a — ib) _ (ac + bd) + i(ad — bc) 
a tib (аж )(а — ib) а? + b? 


O resultado é um número complexo x + iy com 
ас + bd ad — bc 


, y , 
a+ ada? 


е а? + b2 0, desde que a + ib = (a, b) # (0, 0). 

O número a — ib, que foi utilizado para eliminar o і do denominador, é chama- 
do de complexo conjugado de a + ib. E comum utilizar 2 (leia-se “z barra”) para 
denotar o complexo conjugado de z; sendo assim: 

z=a+ ib, z-a-ib. 


Multiplicar o numerador e o denominador da fração (c + id)/(a + ib) pelo complexo 
conjugado do denominador sempre substituirá o denominador por um número real. 


EXEMPLO 1 Fornecemos algumas ilustrações das operações aritméticas com 
nümeros complexos. 


(а) (2 + 3i) + (6 – 21) = (2 + 6) + (3 – 2) = 8 +i 
(b) (2 + 31) — (6 — 2j) = (2 — 6) + (3 — (-2)i = -4 + Si 
(с) (2 + 3))(6 — 2i) = (2)(6) + (2)(—2i) + (3D(6) + (3)(—2/) 
12 — 4i + 18i — 6i? = 12 + 14i + 6 = 18+ 14i 
(a) 2 + 3i _ 2 + 316+ 21 
6 — 2i 6 — 2i 6 + 2i 
_ 12 + 4i + 18i + 6? 
36 + 12i — 12i — 4? 
Gr. 3. dy 
40 20 20 


Diagramas de Argand 
Existem duas representações geométricas do número complexo z = x + iy: 
1. como o ponto Р(х, y) no plano xy; 
- 
2. como o vetor OP da origem até P. 
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FIGURA A.24 О diagrama de Argand 
representa z = x + iy tanto como um ponto 
P(x, y) quanto como um vetor OP. 


Em cada uma das representações, o eixo x é denominado eixo real e o eixo y é o 
eixo imaginário. As duas representações são diagramas de Argand para х + iy 
(Figura A.24). 

Em termos das coordenadas polares de x e y, temos 


x=rcos0, у= геп Ө, 


z= х + іу = r(cos 0 + i sen 0). (10) 


Definimos o valor absoluto de um número complexo х + ѓу сото o comprimento 
S. à š 
r de um vetor OP da origem até P(x, y). Denotamos o valor absoluto por barras 


verticais; dessa forma, 
|х + iy| = Vx? + y?, 


Se escolhermos sempre as coordenadas polares r e Ө, de modo que r nào seja nega- 
tivo, entáo 


r=|x+ іу. 


O ángulo polar Ө é denominado o argumento de z e é escrito Ө = arg т. É claro 
que qualquer múltiplo inteiro de 277 pode ser somado a Ө para se produzir outro 
ángulo apropriado. 

A equação a seguir fornece uma fórmula útil, que conecta um número comple- 
xo z, seu conjugado Z e o seu valor absoluto [2|, mais precisamente, 


ч! 


-12 . 


Fórmula de Euler 
A identidade 
el = cos 0 + i sen Ө, 
chamada fórmula de Euler, nos permite reescrever a Equação 10 como 
z = ref, 

Esta fórmula, por sua vez, nos leva ás regras a seguir para o cálculo de produtos, 
quocientes, poténcias e raízes de números complexos. Ela também nos leva aos dia- 
gramas de Argand рага е. Uma vez que cos 0 + i sen 0 é o que se obtém da Equação 


10 considerando г = 1, podemos dizer que е é representado por um vetor unitário 
que forma um ângulo Ө com o eixo x positivo, conforme mostra a Figura A.25. 


y > 


e? = cos 0 + i sen 0 e = cos 0 + i sen 0 


(cos Ө, зеп Ө) 


(а) (b) 


FIGURA A.25 Diagramas de Argand para ei? = cos 0 + i sen Ө (a) 
como um vetor e (b) como um ponto. 


Produtos 


Para multiplicar dois números complexos, multiplicamos seus valores absolu- 
tos e somamos seus ángulos. Sejam 


2р = тебі, z =r,2%, (11) 


> x 


FIGURAA.26 Quando z; e z, sào 
multiplicados, |z =,| = 7} ` r, e 
arg (2,2,)= 0, + Ө,. 


EI z= V3 -i 


FIGURA A.27 Para multiplicar dois 
números complexos, multiplique seus 


valores absolutos e some seus argumentos. 
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de modo que 
l7. arg z, = 0, E| = г» arg z, = 0,. 
Entáo, 
2122 = rief «pel = гүгуе'®!+®%9 
e, consequentemente, 
[2122| = nim = |21]-|z2] 
arg (2122) = 0, + 0; = аг zı + arg z2. (12) 


Dessa forma, о produto de dois números complexos ё representado рог ит vetor 
cujo comprimento é o produto dos comprimentos dos dois fatores, e cujo argumento 
é a soma de seus argumentos (Figura A.26). Em particular, pela Equação 12, um 
vetor pode ser girado no sentido anti-horário de um ángulo Ө multiplicando-o por 
e. A multiplicação por i gira 90º, por —1, gira 180º, por —i, gira 270º, e assim 
por diante. 


EXEMPLO 2 Seam zí = 1 + /,2 = УЗ - i. Representamos esses nümeros 
complexos em um diagrama de Argand (Figura A.27) a partir do qual podemos ler 
as representacóes polares 


21 = Мей, 2; = 267985, 
Entáo 
т im тү. m 
аз — 2/2 (й z) АД) 
=2V2 [cos E + isen% | = 2,73 + 0,731. 
12 12 
A notação exp (4) significa e^. à 
Quocientes 
Suponha que r, 7 0 na Equação 11. Então 
21 _ ne^ _ FL 10-03) 
220 e^ rt * 
Consequentemente, 
Ї r Iz E^ 
= = E - P e а (2) = 0, — 0 = аг zi — arg 22. 


Isto é, dividimos os comprimentos e subtraímos os ángulos para o quociente de 
números complexos. 


EXEMPLO3  Sejamz, = 1 +іе2,= V3 — i, como по Exemplo 2. Entào 


» їт/4 š 
1+i _ е 2 М? зт = 0,707(cos 57 + кат) 
v5 Er 2e im/6 2 12 12 


= 0,183 + 0,683i. ^ 
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Poténcias 


Se n é um inteiro positivo, podemos aplicar as fórmulas do produto da Equagáo 
12 para encontrar 


гай «5... ж@; n fatores 


Com z = ге®, obtemos 


юу = то 04-04- =+@) 


2" = (re r n parcelas 


= rre, (13) 
O comprimento г = |z| é elevado à n-ésima potência, e o ángulo 0 = arg z é multi- 


plicado por n. 
Se considerarmos r = 1 па Equação 13, obtemos o Teorema de De Moivre. 


Teorema de De Moivre 


(cos 0 + i sen Ө)" = cos n0 + i sen n0. 


Se expandirmos o lado esquerdo da equagáo de De Moivre pelo binómio de 
Newton e o reduzirmos para a forma a + ib, obtemos fórmulas para cos n0 e sen n0 
como polinómios de grau л em cos 0 e sen Ө. 


EXEMPLO 4 Sen = 3 na Equação 14, temos 


(cos 0 + i sen 0) = cos 30 + i sen 30. 
O lado esquerdo dessa equação se expande para 
cos? 0 + 3i cos? 0 sen 0 — 3 cos 0 sen? 0 — i sen? 0. 


A parte real desse número complexo deve ser igual a cos 30 e a parte imaginária 
deve ser igual a sen 30. Portanto, 


cos 30 = cos? Ө — 3 cos O ser? 6, 


sen30 = 3 cos? 05600 — sem Ө. 


Raízes 


Se z = re^ é um número complexo diferente de zero e n é um inteiro positivo, 


então existem exatamente n números complexos distintos ил, W;,..., W, ү, que são as 


n-ésimas raízes de z. Para saber por quê, seja w = pe/^ uma n-ésima raiz de z = rel, 


de modo que 
w=z 
ou 
р" gina = гей, 
Entáo 


p- 0% 


é a n-ésima raiz real positiva de r. Para o argumento, embora náo possamos dizer 
que na e 0 sejam iguais, podemos dizer que eles diferem somente por um múltiplo 
inteiro de 2тг. Isto é, 


na=0+2km, К-0,-1,-2,... 
Logo, 


FIGURA A.28 Três raízes cúbicas de z = re”. 


D 
22 


FIGURA A.29 Quatro raízes quartas de —16. 
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Assim, todas as n-ésimas raízes de z = ге são dadas por 


V = Yrexpi(2 + 427), k=0, +1, +2,.... (15) 


Pode parecer que existam infinitas respostas diferentes correspondentes aos 
infinitos valores possíveis de k, mas k = n + m fornece a mesma resposta que k = m 
na Equação 15. Logo, precisamos apenas de л valores consecutivos de k para obter 
todas as n-ésimas raízes diferentes de z. Por conveniência, tomamos 


k—0,1,2,...,n— 1. 


Todas as n-ésimas raízes de re’ estão em uma circunferência centrada na ori- 
gem e com raio igual à n-ésima raiz real positiva de r. Uma delas tem argumento 
а = 0/n. As outras estão uniformemente espaçadas em torno da circunferência, cada 
uma delas separada de suas vizinhas por um ángulo igual a 27/n. A Figura A.28 
ilustra a localização das três raízes cúbicas алаг do número complexo z = re”, 


EXEMPLO 5 Determine as quatro raízes quartas de —16. 


Solução Como nosso primeiro passo, representamos o número —16 em um diagra- 
ma de Argand (Figura A.29) e determinamos sua representação polar re”. Aqui, 
z = —16, г = +16 e 0 = т. Uma das raízes quartas de 16e/7 é 2e/7^, Obtemos as 
outras adicionando sucessivamente 27/4 — 7/2 ao argumento da primeira delas. 
Consequentemente, 


V/16 exp iz = төр (5.3 5 zz), 


ELE 


e as quatro raízes sào 


Wo =: + га | V2(1 + i) 


w = 2 cos 37 + ¡sen = М2(-1 ti) 


va = afos $z + ¡sena | V2A=1 = i) 


w3 2[с% 7E + isen | IZ i). 


Teorema fundamental da álgebra 


Pode-se dizer que a invenção de v-1 é excelente e leva a um sistema numéri- 
co que é mais rico que o sistema de nümeros reais; entretanto, aonde esse processo 
levará? Vamos também inventar ainda mais sistemas de modo a obter V.—1, 0-1, 
е assim por diante? No entanto, isso nào é necessário. Esses nümeros já podem ser 
expressos em termos do sistema de número complexos a + ір. Na verdade, o Teore- 
ma Fundamental da Álgebra afirma que, com a introdução do sistema de números 
complexos, temos números suficientes para expressar qualquer polinómio como um 
produto de fatores lineares, portanto, números suficientes para resolver qualquer 
equação polinomial possível. 
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Teorema fundamental da álgebra 


Toda equagáo polinomial da forma 


apra, 12+... aztay-0, 

na qual os coeficientes Ap» Ay...» а, SÃO quaisquer números complexos, cujo 
grau n é maior ou igual a um, e cujo coeficiente dominante a, nào é zero, tem 
exatamente n raízes no sistema de números complexos, contanto que cada raiz 
de multiplicidade m seja contada como m raízes. 


Uma prova deste teorema pode ser encontrada em qualquer texto sobre a teoria de 
funções de uma variável complexa. 


Exercícios A.7 


Operacóes com números complexos 
1. Como computadores multiplicam números complexos 

Encontre (a, b) · (с, d) = (ac — bd, ac + bc). 
а. (2,3): (4, —2) 
b. (2, -1): (22,3) 
е. El, 2): (2, 1) 
(Sugestáo: essa 6 a forma como os computadores fazem a mul- 
tiplicação de números complexos.) 


2. Resolva as seguintes equações para encontrar os números reais 
xey. 
a. (3 + 40? — 2(x — iy) = x + iy 


40V 1 _ 1 
b. (=) torp bi 


с. (3 — 2i)(x + iy) = Ax — 2iy) + 2i — 1 


Diagramas e geometria 
3. Como podem ser obtidos geometricamente os seguintes núme- 
ros complexos a partir de z = x + iy? Esboce. 
a Z с. -z 
b. (—z) d. 1/2 
4. Mostre que a distáncia entre os dois pontos z, е z, em um dia- 
grama de Argand é |z, — 2,]. 


Nos Exercícios 5-10, represente graficamente os pontos z = x + iy 
que satisfazem as condições determinadas. 


5. a. |z| =2 b. |z| < 2 с. »2 
6. z-1|=2 

7. «151 

8. |: + 1| = |z 

9. [z t i| 2 |z- 1| 


10. |z + 1] > 4 


Expresse os números complexos nos Exercícios 11-14 na forma ге, 
com r > 0 e —z < 0 < т. Esboce um diagrama de Argand para cada 
cálculo. 
п. (1 + М-3)? 1 iV3 
1- УЗ 


14. (2+ 3i)(1 - 2i) 


13 


Poténcias e raízes 
Utilize o teorema de De Moivre para expressar as funções trigono- 
métricas nos Exercícios 15 e 16 em termos de cos Ө e sen Ө. 
15. cos 40 

16. sen 40 

17. Encontre as trés raízes cúbicas de 1. 

18. Encontre as duas raízes quadradas de 7. 

19. Encontre as trés raízes cúbicas de —87. 

20. Encontre as seis raízes sextas de 64. 

21. Encontre as quatro soluções da equação z – 222 + 4 = 0. 
22. Encontre as seis soluções da equação 2° + 22? + 2 = 0. 
23. Encontre todas as soluções da equação x*-- 4x? + 16 = 0. 
24. Resolva a equação x* 1 = 0. 


Teoria e exemplos 


25. Nümeros complexos e vetores no plano Mostre com um 
diagrama de Argand que a regra para somar nümeros comple- 
xos é a mesma que a lei do paralelogramo para somar vetores. 

26. Aritmética com conjugados de números complexos Mos- 
tre que o conjugado da soma (produto ou quociente) de dois 
números complexos, z, e z,, é o mesmo que a soma (produto 
ou quociente) de seus conjugados. 

27. Raízes complexas de polinómios com coeficientes reais apa- 
recem em pares de complexos conjugados 
а. Estenda os resultados do Exercício 26 para mostrar que 

fE) = f(z) se 


Jomar ta 


AAA 
pi T +az+a, 


é um polinômio com coeficientes reais ay, ..., 0, 
b. Se z é uma raiz da equação f(z) = 0, onde f(z) é um polinó- 
mio com coeficientes reais como no item (a), mostre que o 
conjugado Z é também uma raiz da equação. (Sugestão: seja 
f(z) = u + iv = 0; então, tanto u quanto v são zero. Utilize o 
fato de que /(2) = f(z) = u — iv.) 
28. Valor absoluto de um conjugado Mostre que [7| = |z|. 


29. Quandoz-z Sezezsão iguais, o que podemos dizer sobre 
a localização do ponto z no plano complexo? 
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30. Partes real e imaginária Denote por Re(z) a parte real dez e с. |Re(z)| < |z| 
Im(z) a parte imaginária. Mostre que as b pepe mann sào d. |z, + z,Ë = |z Ë + P + 2Re(z, 2,) 
válidas para quaisquer números complexos z, z, € 2). 
a. z +z = 2Re(z) 
b. 2-2 = 2ilm(z) 


e. |z, +z S< Iz + |, 


Lei distributiva para produtos vetoriais 


А.8 


Neste apéndice, provaremos a lei distributiva 
ux(v+w)=uXv+uXw, 
que é a Propriedade 2 na Seção 12.4. 


Prova Para deduzir a Lei Distributiva, construímos u X v de um novo modo. De- 
senhamos u e v a partir de um ponto comum O e construímos um plano M perpen- 
dicular a и em O (Figura A.30). Em seguida, projetamos у ortogonalmente sobre 
M, gerando um vetor v' com comprimento |v| sen 0. Giramos v' de 90º em relação 
a u no sentido positivo para produzir um vetor v”. Por fim, multiplicamos v” pelo 
comprimento de u. O vetor resultante |u|v" é igual a u X v, pois у” tem a mesma 
direção que и X y por sua construção (Figura A.30) e 


ШУ? = jullv'| = juliv] sen 0 = |u ХУ, 


FIGURA A.30 Conforme explicado no texto, u X v = ШУ”, 
Agora, cada uma dessas três operações, sendo elas 
1. projeção em M 
2. rotação em torno de u em 90º 
3. multiplicação pela grandeza escalar |u| 
quando aplicadas a um triângulo cujo plano não é paralelo a u, produzirão um outro 


triângulo. Se começarmos com o triângulo cujos lados são v, w e v + w (Figura 
А.31) e aplicarmos esses três passos, obteremos, sucessivamente, o seguinte: 


1. Um triángulo cujos lados são v', w' e (v + w)' satisfazendo a equação vetorial 
У + у = (у + уу)! 
2. Um triángulo cujos lados são v", w" e (v + w)” satisfazendo а equação vetorial 


у” +w” = (v+ w)” 
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(a linha dupla em cada vetor tem o mesmo significado que na Figura A.30) 


FIGURA A.31 Vetores v, w, v + w e suas projeções em um 
plano perpendicular a u. 


3. Um triángulo cujos lados são |u|v", |u|w" e |u|(v + w)” satisfazendo a equação 
vetorial 
lu|v” + |u|w" = |ul(y + w)”. 


Substituindo nessa última equação [цу = u X v, jujw” = u X w e |ц(у + w)” =u 
X (у + w) da discussão anterior, temos 


uxvtuXw-uX(v-tw), 


que é a lei que queríamos estabelecer. 


A 9 | Teorema da derivada mista e o teorema do incremento 
° 


Neste apéndice, deduziremos o teorema da derivada mista (Teorema 2, Segáo 
14.3) e o teorema do incremento para funções de duas variáveis (Teorema 3, Seção 
14.3). Euler publicou seu teorema da derivada mista em 1734, em uma série de tra- 
balhos que escreveu sobre a hidrodinámica. 


TEOREMA 2 — Teorema da derivada mista Se f(x, y) e suas derivadas par- 
ciais f, f, fe f,, São definidas ao longo de uma região aberta contendo um 


ponto (a, b) e são todas contínuas em (a, b), então 


f, (a, 5) = $, (a, b). 


Prova А igualdade de f (a, b) e f. (а, b) pode ser estabelecida por quatro apli- 
cações do teorema do valor médio (Teorema 4, Seção 4.2). Por hipótese, o ponto 
(a, b) situa-se no interior de um retángulo R no plano xy no qual f, f Р fa dy ef т 
são todas definidas. Consideramos h e k os números necessários para que o ponto 
(a + h, b + К) também esteja em R, e consideramos a diferença 


A = F(a + h) — F(a), (1) 
onde 


F(x) = f(x, b + k) — f(x, b). (2) 


v 


k R 


0 


FIGURA A.32 А chave para provar 

f (a, b) = f, (a, b) € que nào importa 
quão pequeno R’ seja, f, € f, assumem 
valores iguais em algum lugar dentro de 
R'(embora nào necessariamente no mesmo 
ponto). 
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Aplicamos o teorema do valor médio a F, que é contínua porque é diferenciável. 
Então, a Equação 1 torna-se 


A = hF' (c), (3) 
onde c, está entre a e a + h. A partir da Equação 2, 
Е'(х) f (x, b + К) — f (x, b), 
então a Equação 3 torna-se 
A=h[f (с, b+k)- f (су, b)]. (4) 
Aplicamos agora o teorema do valor médio à função g(y) = f (c), y) e temos 
8(b + k) – g(b) = kg (d,), 
ou 
Ус, b+K) fc, b) = kf (ci, d|) 
para algum d, entre b e b + k. Substituindo isso na Equação 4, obtemos 
А = Лу (с, 4) (5) 


para algum ponto (сү, d,) no retângulo R’ cujos vértices são os quatro pontos (а, b), 
(a +h, b), (a + h, b + k) e (a, b + k). (Veja a Figura A.32.) 
Substituindo a Equação 2 pela Equação 1, podemos escrever também 


A= f(a +h, b+ k)- f(a + h, b) — f(a, b+ k) + f(a, b) 
=[f(a +h, b+ k)- f(a, b+ Ю]- [f(a + h, b) — f(a, 5) 


=ф( + k) - 9(b), (6) 
onde 
Фо) = f(a + h, y) — f(a, y). (7) 
O teorema do valor médio aplicado à Equaçào 6 agora dá 
A = kġ'(d,) (8) 
para algum d, entre b e b + k. Pela Equação 7, 
Фо) = f (a * h, y) - f(a, y). (9) 


A substituição da Equação 9 па Equação 8 nos dá 
A=k[f,(a + h, d,)- fla, d))]. 
Por fim, aplicamos o teorema do valor médio а expressáo em colchetes e obtemos 
A = khf Lc, do) (10) 


para algum c, entre a e a + h. 
Juntas, as Equações 5 e 10 mostram que 


CIS 4) = $, tc), dy), (11) 


onde (сү, d|) e (c,, d,) situam-se no retângulo R' (Figura A.32). A Equação 11 não é 
bem o resultado que queremos, uma vez que ela diz somente que f, tem o mesmo va- 
lor em (сү, d,) e que f, tem o mesmo em (с,, d,). Os números h e k em nossa discussão, 
no entanto, podem ser tão pequenos quanto desejarmos. A hipótese de que f уд Дж 
são ambas contínuas em (a, b) significa que f (с, d.) = f (a, b) + €, e f (с, 4) = 
$ (a, b)+ €> onde €, €, > 0 à medida que ambos Л, k — 0. Consequentemente, se 
considerarmos h e k — 0, teremos J. (a, b)= f, (as b). 


A igualdade de f (а, b) e f (а, b) pode ser comprovada com hipóteses mais 
fracas do que as consideradas aqui. Por exemplo, basta que f, f e f, existam em R 
e que f seja contínua em (a, b). Entáo, ж irá existir em (a, b) e será igual a 7, 
naquele ponto. 
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C(xo + Ax, Yo + Ay) 


А(ху, Yo) 


В(хо + Ах, yo) 


FIGURA A.33 Região retangular T na 
prova do teorema do incremento. A figura 
está desenhada para Ax e Ay positivos, mas 
o incremento pode ser zero ou negativo. 


TEOREMA 3 — Teorema do incremento para funcóes de duas variáveis 
Suponha que as derivadas parciais de primeira ordem de f(x, y) sejam definidas 
em uma região aberta R contendo o ponto (x,, уу) e que f, e f, sejam contínuas 
em (xç, yo). Portanto, a variação I 


Az = ШЕ? E Ах, Yo + Ay) = JG Yo) 


no valor de f que resulta do movimento de (x,, уу) para outro ponto (x, + Ax, 
Y, + Ay) em К satisfaz uma equação da forma 


Az = f x, yo) Ах (ху Yo) Ay + e Ax + є,Ду 


na qual e,, e, — 0 à medida que Ax, Ay — 0. 


Prova Trabalhamos dentro de um retângulo 7 centrado em A(x,, yo) e situado den- 
tro de A, e consideramos que Ax e Ay já são tão pequenos que o segmento de reta 
unindo А a B(x) + Ax, уу) e o segmento de reta unindo B a C(x, + Ax, у, + Ay) 
situam-se no interior de 7 (Figura A.33). 

Podemos pensar em Az como a soma Az = Az, + Az, de dois incrementos, onde 


Az, = f(x + Ax, yo) — f(x Уу 
é a variação do valor de f entre 4e Be 
Az, = Ho + Ах, Yot Ду) – Ho + Ax, уу 


é a variaçào no valor de f entre В е C (Figura A.34). 
No intervalo fechado de valores x unindo x, a x, + Ax, a função F(x) = f(x, yo) 
é uma função de x diferenciável (e, portanto, contínua), com derivada 


F'(x) = Р, yo). 


Pelo teorema do valor médio (Teorema 4, Seção 4.2), existe c, um valor de x entre 
Xy € xy + Ax no qual 


Е(х + Ax) — F(x) = F'(c) Ах 
ou 
Jo + Ax, Yo) — f(xo yo) = f (c, уу) Ах 
ou 


Az, = fc, Yo) Ax. (12) 


De forma semelhante, G(y) = f(x, + Ax, y) é uma função diferenciável (e, por- 
tanto, contínua) de y no intervalo fechado y unindo y, e y, + Ду, com derivada 


С) = f (x, + Ax, y). 
Consequentemente, existe d, um valor de y entre y, + Ay no qual 
Gy + Ay) - Со) = G'(d) Ay 
ou 
JG + Ax, у, + Ay) - f(x, + Ax, y) = 7,6, + Ax, d) Ay 
ou 


Az, = f, (xo * Ax, d) Ay. (13) 
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FIGURA A.34 Parte da superfície z = f(x, y) próxima de P (Xp Ур, f(xo, yo)). Os 
pontos P,, Р” e P” têm o mesmo comprimento z, = f(x, Yọ) acima do plano xy. A 
variagáo em z é Az — P'S. A variagáo 


Az, = f(x + Ax, yo) — f(x Yo), 


mostrada como P”Q = P'Q', 6 causada pela variagáo x entre x, e x + Ax enquanto 
se mantém y igual a y. Então, com x mantido igual a x, + Ax, 


Az, = f(x, + Ax, у, + Ay) — f(x; + Ax, Yo) 


é a variação em z causada ao se variar y, entre у, + Ay, que é representada por Q'S. 
A variação total em z é a soma de Az, e Az,. 


Agora, à medida que Ax e Ay — 0, sabemos que c — x, e d — yp. Sendo assim, 
como f, e f, são contínuas em (xç, yo), as quantidades 


€, = f (c, Yo) – f ,Go yo), 


€, =$, (Xp + Ax, 4)- Јо Yo) (14) 
aproximam-se de zero à medida que Ax e Ay — 0. 
Por fim, 
Az = Агу + Az 
= fc, уо)Ах + f,(xo + Ax, d)Ay и" 
= [/(хо, yo) + ei]Ax + [fy(xo, уо) + e2]Ay Da Equação 14 


= fixo yo) Ax + fixo yo) Ay + e1Ax + e2Ay, 
onde tanto e, quanto e, — 0 à medida que Ax e Ay — 0, é o que queríamos provar. 


Resultados análogos sáo verdadeiros para fungóes de qualquer número de va- 
riáveis independentes. Suponha que as derivadas parciais de primeira ordem de 
w = f(x, y, z) sejam definidas sobre uma regiáo aberta contendo o ponto 
(Xo Yo» Zo) € que Л, f, e f. são contínuas em (Xy, Ур, л). Então 

Aw = f(x, + Ax, уу + Ay, z, + Az) — /( Ур 20) 
= f Ax f Ay+ f Az + e, Ax + €,Ay + e, Az, (15) 


onde €,, €,, є; — 0 à medida que Ax, Ay e Az — 0. 
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As derivadas parciais f, f , f, na Equação 15 serão calculadas no ponto 
(xo. Ур 20). 

A Equação 15 pode ser provada tratando-se Aw сото a soma dos três incre- 
mentos, 


Aw, = f(x + Ax, yy zo) — So» Yo» 20) (16) 
Aw, = f(x, + Ax, у, + Ay, zo) — f(x + Ах, уу, Zo) (17) 
Aw, = f(x, + Ax, y, + Ay, 29 + Az) — fixo + Ax, y, + Ay, zy), (18) 


e aplicando-se o teorema do valor médio a cada um deles separadamente. Duas 
coordenadas permanecem constantes e somente uma varia em cada um desses in- 
crementos parciais Ду’, Aw,, Aw,. Na Equação 17, por exemplo, somente y varia, 
uma vez que x é mantido igual a x, + Ax e z é mantido igual a z,. Uma vez que 
f(x, + Ax, y, л) é uma função contínua de y com uma derivada /,, ela está sujeita ao 
teorema do valor médio, e temos 


Aw,= f (xo + Ax, yy, Zo) Ay 


para algum y, entre y, e у, + Ay. 
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CAPÍTULO 1 


Secáo 1.1 
1. D:(-00,00), Ж: [l, оо). 3. D: [-2, оо), А: [0, oo). 
5. D: (-оо, 3) О (3, оо), А: [-оо, 0) О (0, оо). 


7. a. Não é uma função de x, porque alguns valores de х têm 
dois valores de y. 


b. Uma função de х, porque para todo x existe somente um 


possível y. 
3 
9. auia p-3 dMx--5-, д=20, v=- 
UT v3 3V3 
1з. L= 20x =p + 25 
15. (оо, оо). 17. (оо, oo). 
А À 
gl) = Val 
Лх) =5-2х 
x 
1 1 > х 
- 22 
k: 33. a.0<x<l. b.-1<x<0. 35. Sim. 
+ 37. Simétrico em relação à 41. Simétrico em relação ao 
origem. . eixo у. 


Decresc. — < x < 0; 


21. (oo, -5) U(S5, -3] U [3, 5) U (5, оо). (hasa, со: 


23. a. Para cada valor positivo b. Рага cada valor de x # 0, Decresc. оо < x < oo. 
eem фол бх Obi valores de je 39. Simétrico em relação à 43. Simétrico em relação à 
y. 


origem. 
» 


Cresc. оо <х<0е0 «x «oo. Cresc. оо < x < 0. 
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45. Nenhuma simetria 29. у= Vx + 0,81 43. 


Decresc. 0 € x < co. 


47. Par. 49. Par. 51. Ímpar. 53. Par. 
55. Nenhum dos dois. 63. V—x(14 — 2x)(22 — 2x). 
57. Nenhum dos dois. 65. a.h b.f c.g. 

59. 1= 180. 67. a. (-2, 0) U (4, оо). 

61. 5=2,4. 71. С = 5(2 + V2)h 
Secáo 1.2 


1; ру: -co < x «oo, D¿x=1, Ry; —o < y « oo, 


R¿y=0, Da Dy Dy R. Y, Rig y=0 
8: Юк -oo < x «oo, Dj: —o < x < oo, Кру= 2, 
R¿y=1, Ру -00<х <оо, К: 0<у<2, 
Def —oo < x < oo, Ry Y= 1/2 
5, 8.2: e. х2+2, e. 5. g. x * 10. 
b. 22. d. x? + 10x + 22. f. 2. h. xt- 68 + 6. 
15х 41 
7. 13 — 3х 9, Е 
11. а. f(e(x)). c. g(g(x)). e. g(h(f(x))). 
b. (260). d. j(j(x). f. h(j(f(x))). 
13. gx) fe») (f ° g)) 
a x-7 x x=7 
b, x+2 3x 3x+6 
ce x Ух-5 x-5 
d x x x 
“= x= 1 3 
1 1 
e 1 1-42 х 
f š 1 х 
15. a. 1. b. 2. c.-2. 4.0. e.-1. Ё 0. 
1 1 
17. a. f(e) = .|x :1,8(/00) = == 
Ы Мх +1 Р Е 
b. Dfog = (—00,—1] U (0, 00), Dgo, = (—1, 00) 0 1 2 5 210) 1 2 
с. Ку», = [0, 1)U (1, со), R5; = (0, оо) 
ENP 
19. g(x) = ==] 


21. a. y = —(x + 7}? b. у= —(x — 4)? 


23. a. Posigáo 4. b. Posição 1. c. Роѕіс̧до 2. d. Posição 3. 
25. (x - 2 + (y + 32 = 49. 27. yt 12 (x +1). 


у у 


55. a.D: [0,2], R: [2, 3]. b. D: [0,2], R: [-1, 0]. 


3 
y+1=(x+1) y y 


у= /)+2 


>x у= f&)-1 


to 


1 
2 


(+2) +(у +3)? =49 
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c. D: [0,2], R: [0,2]. f. D:[1,3], R:[0, I]. 75. 79. 
2 
y=fa-1) 
1 
1 >x LS, >x 
3 0 1 2 3 
d. D: [0,2], R: [-1, 0]. g. D: [-2, 0], 


у=-/ох) 
у-Л-д 
ооа 
е. D: [2,0], R: [0, 1]. h. D: El, 1], 
y=/(+2) (+4? (y— 3)? 2 


у=-/(х+1)+1 є AMC 234 р. ЭЖЕШ: АҢ É q 
83. 16 + 9 1 Centro: (-4, 3) 


O eixo maior é o segmento de reta entre (-8, 3) e (0, 3). 


>x 


10H 
«+4? 0-3 8H 
16 5 ү 
mda d. Г 
59, у = 2 > 
61. y = Мх +1 LA | 
10 8 -6 4 -2 227 
х? 4 + 
63. у= 4-5 65. у= 1 - 2 
67. 71. 85. a. Ímpar. е. Ímpar. е. Par g. Par i. Ímpar. 
y b. Ímpar. — d. Par. f. Раг. h. Раг. 
2} Seção 1.3 
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1. a. 87 m b. E m 3.84 polegadas 
5. 0 =r —2т/3 0 m/2 3т/4 
sen Ө 0 -38 0 1 a 
v2 
1 1 
cos 0 =1 ет 1 0 DET 
2 v2 
73. tg 0 0 Мз 0 Indef —1 
у 1 
^ cotg9 Indef = Indef 0 -1 
iL УЗ 
iL sec 0 =1 -2 1 Indef — V2 
ЗГ соѕѕесӨ  Indef заа. Indef 1 va 
v3 


E yz 9. senx — = 8х = -\% 
AT 11. senx | cosx - 
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21. Período 277 


13. Período 7 


15. Período 2 23. Período 7/2, simétrico em 
y relacào à origem 


s 


" 
Kuas 


cotg 21 


>! 


—— 


q 
A, A 


17. Período 6 25. Período 4, simétrico em re- 
lagáo ao eixo y 


s 


19. Período 27 


y =|зепх] у=зепх 


-27 e. 1 de. л 2л 
eo 


L + + > x 
— 
39. —cos x. 49, 2— V3 
4 
T 2т 4т 57 
41. -cosx. 51. 3 3'3'3 
V6 + V2 т п Sm 3m 
аз. MEENA EO rU. 
ë Mat wi 59. V7 = 2,65 


63. а= 1,464 


65. 4-2, B- 2m, 
» 6.А--2,8-4, 


С=-п,р=-1. 


у= 25еп(х+л) 1 


Secáo 1.4 


ld 3d 
5. [-3, 5] por [-15, 40]. 


E fo) = 405 +15 


7. [-3, 6] por [-250, 50]. 


Ро) = х5 – 554 10 


15. [-3, 3] рог [0, 10]. 


y 


2 
y=Ix*-11 


-10 -8 -6 -4 


11. [-2, 6] por [—5, 4]. 19. [-4, 4] por [0, 3]. 


y y 


у=2х-3х?% 


мо» £ 


у 


21. [-10, 10] por [-6, 6]. 29. [- T 
4 Г-02 


т 
* 15 


z] - 


5, 0,25] 


$ 


1 
= x+-L sen 3 
y=x+ зеп 30x 


т T 
25. [- 1257 E por 33. 
[= 1,25, 1,25] 


у = зеп 250x 


27. |-100т, 100т] рог 35. 
[-1.25, 1,25]. 


3 


^ х 
"E = cos (35) 


Дх) = -1g 2x 


37. 
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39. 
E ysxlxl 
: " z 
` y 
- 1 1 1 1 1 1 1 
E GE NU NE 23 4 5 
54 
Te 


уе23-1 ys2!-1 


= 


11. 
21. 
23. 
25. 


31 


33. 
35. 


1 
3-2-10 1 2 3 4 


16-2. 1347-2. 155. 17,144 19.4. 
Р: оо < x «oo; R: 0 < y < 1/2. 

D: оо < t < oo; R: 1 < y < co. 

= 2,3219. 27. =-0,6309. 29. Арбв 19 апоз. 


1/14 
a. A(t) = 6,6 (1) b. Cerca de 38 dias depois. 


= 11,433 anos, ou quando os juros forem pagos. 
2% = 2,815 х 1014, 
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Secáo 1.6 
1. Injetora. 5. Injetora. 9. Injetora. 
3. Não injetora. 7. Não injetora. 


13. 


25. 
27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


. D: (0,1] 


R: [0, oo). 


15. D:[0,6] — R:[0,3]. 


y=x ,* 


D: El, 1] 
R: [=712, 7/2]. 


y 


17. a. Simétrico em relação à 
reta y =x 


21. (х) = Vx * 1 


f(x) = Nr; D: —co < x < co; R: —oo <у< oo 
f (x) = 5Vx — 1; D: —co < x < co; 

К: —oo < y < оо 

fx) TDi ойу >0 

n= 233. р: -o0 < x < оо,х #1; 

К: —oo < y < %,y # 2 

Д7!) = 1- Vx + 1; D: —1 = x < оо; 


R:-00 <y=<1 
a. f (x) = Ly 


b. O gráfico de f! é a reta passando pela origem com coefi- 
ciente angular 1/m. 


а. f (x) 2x- 1. 


b. f (х) 2 x — b. O gráfico de f! é uma reta paralela ao grá- 
fico de f. Os gráficos de f e f | estão em lados opostos da 
reta y — x e estào equidistantes daquela reta. 

€. Seus gráficos serào paralelos e estarào em lados opostos da 
reta y — x equidistante daquela reta. 


a hn3-2h2 е. 22, e. In3 + 5 In2 
b. 2 (In 2 — In 3). d. 203 f. IGm3 — m2) 


41. 


43. 


45. 
47. 


53. 


55. 


57. 
59. 


61. 


63. 


65. 
67. 
69. 
71. 


73. 


75. 


a. In 5. b. In (x — 3). c. In (2). 
a. 72 b. + es 
x 3 
а. 1. b. 1. cy. 
gm, 49. ех + 40. 51. у= 2xe* + 1. 
a. k=In2. b. k=(1/10) In 2. c. k= 1000 In a. 
_ “2 _ In04 
a. г=—10103. b. t= n с. t = 02 
4 (In x)2. 
a. 7. & 75. e. 0,5 
b. V2 d. 2. f. =L 
a. Vx b. x? с. senx 
In 3 
а. 142 b. 3. €; 2. 
a. –т/6. b. 7/4. с. —7/3 
a. 7. b. 7/2. 
Sim, g(x) também é injetora. 


Sim, f » g também é injetora. 


a. о (i) b. 770) = A) 


d. y=In (x-2)-4. 
е. у=1п(—х). 


а. y=Inx-3. 
b. y=In(x- 1). 


€. у=3 In (x + 1). f. y-e 


2 
79. a. Quantidade — 8 (y b. 36 horas. 
81. = 44,081 anos. 
Ехегсїс105 práticos 
2 c? 

1. A= т, С = 2т, А = а. 3. x=tg 0, y — tg? 0. 

5. Origem. 7. Nenhum. 9. Par. 11. Par. 
13. Ímpar. 15. Nenhum. 

17. a. Par. b. Ímpar. c. Ímpar. d. Par. е. Par. 

19. a. Domínio: todos os reais. b. Imagem: [-2, оо). 
21. a. Domínio: [-4, 4]. b. Imagem: [0, 4]. 
23. a. Domínio: todos reais. b. Imagem: [-3, оо). 
25. a. Domínio: todos reais. b. Imagem: [-3, 1). 
27. a. Domínio: (3, оо). b. Imagem: todos reais. 
29. a. Crescente. c. Decrescente. 

b. Nenhum. d. Crescente. 
31. a. Domínio: [-4, 4]. b. Imagem: [0, 2]. 
1-3, 0 <1 
зз. Jé) = Ps 1 = x 2 
35. а.! hi == i с. xx + 0 
2,5 
== 
ИПМ +2 + 2 

37. a. (f ° g)(x) = —x,x = —2, (g ° f)x) = М4 — х2. 


b. Dominio (f ° g): [-2, oo), domínio (g ° /):1-2, 2]. 
с. Imagem (f ° g): (-00, 2], imagem (g ° f): [0, 2]. 
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39. EN -.4 
: зламана b.c = n4 


65. = 16,98 m. 67. b. 47. 
69. a. Domínio: оо < x «oo. b. Domínio: x > 0. 
>x 71. a. Domínio: -3 <x <3. b. Dominio: 0 € x < 4. 
73. (f ° g)(x) = In (4 — х2) e dominio: -2 < x < 2; 
(g ° fx) = 4— (In x)? e domínio: x > 0; 
(f ° (x) = In (In x) e domínio: x> 1; 


41. Substitua a porçào para x < 0 com uma imagem espelhada 
da porçào para x > 0. para fazer com que o novo gráfico seja 


simétrico em relagáo ao eixo y. (g ° g)(x) = —* + &? — 12 e domínio: —oo < x < oo. 
79. а. D:(-00,00) I: = z] b. D: [-1, 1] 1-1, 1]. 
81. a. Nào. b. Sim. 
83. a. fgo) = (Va P = x, a) = М = x. 
b. 
43. Reflete a porçào para y < 0 através do eixo x. 
45. Reflete a porçào para y < 0 através do eixo x. 
47. Adiciona a imagem espelhada da porção para x > 0, para fazer 
com que o novo gráfico seja simétrico com relaçào ao eixo y. 
1 25 TERNI" 
49. a. y-g(x - 3) * 5. d. y=-g(x). Exercícios adicionais e avancados 
b. у= g(x + 3 вий е. y=5g (x). 1. Sim. Por exemplo: f(x) = l/x e g(x) = l/x, ou f(x) = 2x e 
3 g(x) = x/2, ou f(x) = e" e g(x) = In x. 
с. у= (х). f. у= g (5х). Б M 213 
3. Se f(x) é impar, então g(x) = f(x) — 2 não é impar. Nem g(x) 
é par, a menos que f(x) = 0 para todo x. Se f é par, entáo 


51. | 57. Periodo 2. et —J0)—2 também ё par. 


х|41у| «1жх 


19. a. Domínio: todos os reais. Imagem: Se a > 0, entáo (d, oo); se 
a < 0, entáo (—оо, d). 
b. Domínio: (с, со), imagem: todos os reais. 
21. a. у= 100.000 — 10000x, 0 < x < 10. b. Após 4,5 anos. 


, In (10/3) 
23. Após in 1.08 


juros no final do ano, levará 16 anos.) 
25. х-2,х-1. 27. 1/2. 


= 15,6439 anos. (Se o banco pagar somente 


CAPÍTULO 2 

Secáo 2.1 
1. a. 19. b. 1. 

12a-4 3М3 5.1. 

7 т 

7. a. 4. b. y=4x - 7. 
9. a. 2. b. y=2x - 7. 

11. a. 12. b. у= 12x — 16. 

61. аа=1 b=V3 b.a=2V3/3 c=4V3/3 13. a. 9. b. y=-9x -2. 
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15. Suas estimativas podem náo concordar completamente com estas. 


à; DADA DA 

PQ, PQ, PO, Р 

2O, PO, РО, РО, As unidades apropriadas 540 m/s. 
43 46 49 50 


b. = 50 m/s ou 180 km/h. 
17. a. 


$ 


200 


100 


Lucro (milhares) 


0 
2000 01 02 03 
Апо 


b. = $ 56.000/ano. c. = $ 42.000/ano. 


19. a. 0,414213; 0,449489, (МІ +h —1)/h. b. g(x) = Vx. 
1+h 1,1 1,01 1,001 1,0001 
Vl+h 1,04880 1.004987 1,0004998 1,0000499 
(VI+h=1/h 0,4880 0,4987 0,4998 0,499 
1,00001 1,000001 
1,000005 1,0000005 
0,5 0,5 

с. 0,5. 4. 0,5. 


21. a. 15 milhas/h, 3,3 milhas/h, 10 milhas/h. 
b. 10 milhas/h, 0 milhas/h, 4 milhas/h. 
e. 20 milhas/h quando = 3,5 h. 


Secáo 2.2 


1. a. Nào existe. À medida que x se aproxima de 1 pela direita, 
g(x) se aproxima de 0. À medida que x se aproxima de 1 
pela esquerda, g(x) se aproxima de 1. Nào existe um ünico 
número Z de que todos os valores g(x) se aproximem arbi- 
trariamente à medida que x — 1. 


b. 1. c. 0. d. 1/2. 
3. a. Verdadeiro. d. Falso. g. Verdadeiro. 
b. Verdadeiro. e. Falso. 


c. Falso. f. Verdadeiro. 

5. À medida que x se aproxima de 0 pela esquerda, х/їх| se aproxima 
de —1. A medida que x se aproxima de 0 pela direita, x/|x| se apro- 
xima de 1. Não existe um único número Z de que todos os valores 
de função se aproximem arbitrariamente à medida que x — 0. 


7. Nada pode ser dito. 9. Não; não; não. 11. —9. 13. -8. 

15. 5/8. 21. 3/2. 27. 3/2. 33. 4/3. 39. 1/2. 45. 1. 

17. 27. 23. 1/10. 29. –1/2. 35. 1/6. 41. 3/2. 47. 1/3. 

19. 16. 25. 7. 31.-1. 37.4. 43. –1. 49. V4-— m. 

51. a. Regra do quociente. b. Regras dadiferença e da potência. 
c. Regras da soma e do múltiplo constante. 

53. a.-10. b. —20. с. -1. d. 5/7. 

55. a.4. b. 21. c. -12. d. —7/3. 

57. 2. 59.3. 6L1/QV7) 63.5. 

65. a. O limite é 1. 

67. a. f(x) = G2 9)(x +3). 

х 3,1 -3,01 -3,001  —3,0001 -3,00001 -3,000001 

f(x) —6,1 -6,01 —6,001 -6,0001 -6,00001 -6,000001 

х -29 —2,99 -2999 -2,9999 -2,99999 -2,999999 

f(x) —5,9 -599 -5999 -5,9999 -5,99999 -5,999999 


c. lim, f(x) = —6. 


69. а. G(x) = (x + 6)/(? + 4x — 12) 


x —5,9 —5,99 —5,999 —5,9999 
G(x) -0,126582  -0,1251564 -0,1250156 -0,1250015 
-5,99999 -5,999999 
—0,1250001 — —0,1250000 
х -6,1 -6,01 -6,001 -6,0001 
G(x) -0,123456 -0,124843 -0,124984 -0,124998 
-6,00001 -6,000001 
-0,124999 -0,124999 
[A lim. G(x) = —1/8 = —0,125. 
x 
71. a. f(x) = Q2 - 1)/(х|—- 1) 
x —1,1 -1,01 —1,001 —1,0001 —1,00001 —1,000001 
fe» 2,1 2,01 2,001 2,0001 2,00001 — 2,000001 
x -09 -0,99 -0,999 -0,9999 -0,99999 -0,999999 
Јо) 19 1,99 1,999 1,9999 1,99999 1,999999 
c. lim, f(x) = 2. 
dp 
73. a. g(0) = (sen 0)/0 
0 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,00001 0.000001 


8(0) 0,998334 0,999983 0,999999 0,999999 0,999999 0,999999 


2 -0,1 -0,01 —0,001  -0,0001 -0,00001 -0,000001 
8(0) 0,998334 0,999983 0,999999 0,999999 0,999999 0,999999 


уг) et 
75. a. f(x) 2 x -9 


x 09 0,99 0,999 0,9999 0,99999 0,999999 
f(x) 0,348678 0,366032 0,367695 0,367861 0,367877 0,367879 


x Ll 1,01 1,001 1,0001 1,00001 1,000001 
f(x) 0,385543 0,369711 0,368063 0,367897 0,367881 0,367878 


lim f(x) = 0,36788. 
x> 


77. c-0, 1,—1; o limite é 0 em c= 0 e 1 етс-1,-1. 


79. 7. 81. а. 5. b; 5; 83. а. 0. b. 0. 
Secáo 2.3 
1. 8-2 + Ls 
| 5 7 
3, 8-12 Эр Ес F^ "E 


5. ô= 1/18 —— —— dx 


4/9 12 47 
7. 8=0,1. 13. = 0,36. 19. (3, 15), 6=5. 
9. = 7/16. 15. (3,99, 4,01), 5= 0,01. 21. (10/3, 5), = 2/3. 


11. ë= М5-2, 17. (-0,19,0,21), 5=0,19. 
23. (—\/4,5,—\/3,5), ё = V4,5 — 2 = 0,12 
25. (VIS, VIT), 5 = V17 — 4 = 0,12 


4, ( 003, 28), s = 0.03 


т” т 


29. (-5641) 8-2 31.L=-=3, 8-00 


33. 1-4, 5=0,05. 35.1=4, 5=0,75. 

55. [3,384, 3,387]. Para estar seguro, a extremidade esquerda foi 
arredondada para cima, e a extremidade direita foi arredonda- 
da para baixo. 


59. O limite náo existe á medida que x se aproxima de 3. 


Seção 2.4 
1. a. Verdadeiro. d. Verdadeiro. g. Falso. j. Falso. 
b. Verdadeiro. e. Verdadeiro. h. Falso. k. Verdadeiro. 
с. Falso. f. Verdadeiro. i. Falso. 1. Falso. 
3, a. 2,1: & 3,3. 
b. Não, lim, f(x) # lim f(x). d. Sim, 3. 
Х--», Х--». 
5. а. Мао. b. Sim,0. с. Мо. 
7. a 4 Ь. 1,1. c. Sim, 1. 
9. а. D:0<x<2,R:0<y<ley=2. 
b с. х= 2. d. х= 0. 


. (0, 1)U (1, 2). 


y 


п. . 
13. 1. 23. 3/4. 33: T; 
15. 2/V5. 25. 2. 35. 1/2. 
17. а. 1 bol 27. 1/2 37. 0. 
19. а. 1. b.23. 29.2 39. 3/8. 


4.3. 4.5=e, lim, Vx -5-9. 
x—. 

51. a. 400. b. 399. c. O limite nào existe. 
Seção 2.5 

1. Não; descontínua em x = 2; não definida em х = 2. 

3. Contínua. 5.a. Sim. b. Sim. c. Sim. d. Sim. 

7. a. Nào. b. Não. 9. 0. 11. 1, nào removível; 0, removível. 
13. Todo x, exceto x= 2. 15. Todo x, exceto x 2 3, x = 1. 

17. Todo х. 19. Todo x, exceto x = 0. 

21. Todo x, exceto n7/2, 


23. Todo x, exceto 17/2, 
25. Todo х => -3/2. 


n qualquer inteiro. 

n um inteiro ímpar. 

27. Todo x. 29. Todo x. 

31. 0;continuaemx = т. 35. V2/2; contínua em f = 0. 
33. l;contínuaem y — l. 37. l;contínua em x = 0. 

39. g(3)- 6. 43. a — 4/3. 

41. f(1)232. 45. a—-2,3. 

47. a=5/2,b=-1/2. 71. x= 1,8794, 1,5321, —0,3473. 
73. x= 1,7549. 75. х 2 3,5156. 77. х= 0,7391. 


Seção 2.6 
l. a. 0. d. Nào existe. g. Nào existe. 
b. 2. e. —1. h. 1. 
e. 2. f. oo. i. 0. 
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3. а. 3. b. 3. 21. а. —/3. b. —2/3. 39. —o. 

5. a. 17. b. 12. 23.2. 41. —oo. 

7. a. -S/3. b. -5/3. 25. co. 43. oo. 

9. 0. 27. 0. 45. а.со. b. —co. 
11. -1. 29.1. 47. oo. 

13. a. 2/5. b. 2/5. 31. co. 49. oo. 

15. a. 0. b. 0. 335 11. 51. —oo. 

17: ECOL. W Te 35. 1⁄2. 

19. a. 0. b. 0. 37. со. 

53. а. со, b. —o. €. —oo. d. оо. 

55. a. —оо. b. со. es O d. 3/2. 

57. a. —o. b. 1/4. с. 1/4 d. 1/4 e. Será —o. 
59. а. —оо. b. со. 

61. a. со. b. со. €. oo d. оо. 

63. 


73. Esta é uma das possibilidades. 


81. 0. 85. 5/2. 
93. a. Para cada número real positivo B existe um número corres- 
pondente ó > 0 de modo que para todo х 
Xx 6 < x< x, — f(x) > B. 


83. —3/4. 
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b. Para cada número real negativo —B existe um número cor- 3. a. - 21. c. 0. e. 1. g -7. 
respondente ó > 0 de modo que para todo x b. 49. dl f. 7. fi = I 
Xy<x<xy +ó =» f(x)«-B. 7 
€. Para cada número real negativo —B existe um número cor- 5. 4. 
respondente ó > 0 de modo que para todo x 7. a. (оо, +оо). с. (оо, 0) e (0, oo). 
Xx 78<x<x, = (х) <-В. b. 10, со). 4. (0,00). 
9. a. Nào existe. b. 0. 
11. > 15. -1 19. 2/7. 23. 4. 27.0. 31.0. 
13. E 17.28, 21. 1. 25. o. 29. 2. 


33. Nào em ambos os casos, porque lim f(x) nào existe, e 
lim, f(x) nào existe. ин 
x=- 
35. Sim, f tem uma extensão contínua, para a = 1 com f(1) = 4/3. 
37. Nào. 41. 2/5. 43.0. 45.-oo. 47.0. 49. 1. 51.1. 
53. -л/2. 55. a.x=3. һ.х= 1. с. x=—. 


Exercícios adicionais e avançados 
3. 0; o limite á esquerda foi necessário porque a fungáo náo é 
para v > c. 
5. 65«t« 75; ет 5°F. 
13. а. B. b. A. c. A. d. A. 


21. a. lim 44) = 0,5, lim ry(a) = 1. 
a—0 а-»-1 


b. lim ғ (а) nào existe, lim , r-(a) = 1, 
а-»- 


a 


25.0. 27.1. 29.4.  3Ly-2x 33. y=x,y=- x. 


CAPÍTULO 3 

Secáo 3.1 

1. Ррт,-1,Рүт,--5. 3. Ру: m, = 5/2, P,: m, — -M2. 
5. у=2х+5. 9. y=12x+16. 


у y 


109. Em oo: oo, em —x: 0. 
Exercícios práticos 


1. Emx=-1: lim f(x) = lim f(x) = 1, portanto 
¿s БЭЭ 


“lim, 16) = ГЕ f(=1); contínua emx=-1. 

х-»э- 

Emx=0: lim f(x)= lim f(x)=0, portanto lim f(x)= 0. 
x0 х-»0 x>0 


No entanto, /(0) # 0, portanto f é descontínua em 
х = 0. А descontinuidade pode ser removida rede- 
finindo f(0) como 0. 


Emx=1: lim_ f(x) =-l e lim, f(x) = 1, portanto 
x Es 
lim f(x) não existe. A função é descontínua em 
x> 


x= 1, e a descontinuidade não é removível. 


у= fo) 


11. m=4,y-5=4x-2). 
13. тэ-2,у-3--2(х-3). 


15. m=12, y-8= 12(t — 2). 
1 1 
17. m= 3025 54) 
19. m=-10. 21. m=-1/4. 23. (2, 5). 
25. y=-(x+1), y =- (х - 3). 27. 19,6 m/s. 
29. 67. 33. Sim. 35. Sim. 37. a. Em nenhum lugar. 
39. a. Emx=0. 41. a. Em nenhum lugar. 43. a. Emx=1. 
45. a. Emx=0. 
Secáo 3.2 
2 1 2 
1, --2х,6,0,-2 3. ТУ ийг 
DU Y зуй 
3 3 1.3 2 1 
SS = ыа с CO Je 
230 2У3 Z 2V2 Qr+ 19 
=f 2 
11. 13. 1 20 15: 3 = 207.9 
Xq + 1)\/@ + 1 3 
17. -5 ‚ y— 4 1 (х= 6) 19. 6 
(6 —2)7Vx-—2 
1.18 2€ ——L. ml. mt 29.4 
(x + 2) (x — 1) 
31. a.x=0,1,4. 33. 
35. а. i) LS?F/h. ii) 2,9 *F/h. 
iii) 0 *F/h. iv) —3,7 "F/h. 
b. 7,3 *F/h às 12 P.M., —11 ?F/h às 6 P.N. 
c. 
Coeficiente angular 
0+ Ah) — SO 
37. Uma vez que lim, Fe Б = 1 enquanto 
i 
. fO +h) - NO) _ PIENE 0+ А) - 30) 
po h "а Po юм Л 
não existe e f(x) não é diferenciável em x = 0. 
1-0)-041 
39. Uma vez que im, мар = 2 enquanto 
h —i 
iy ELL y CEP ID 
h—0- h 27 h—0 h 
não existe e f(x) não é diferenciável em х = 1. 
41. Uma vez que f(x) nào é contínua em x = 0, f(x) nào é diferen- 


ciável em x = 0. 
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43. a. -3€ x X2. b. Nenhum. c. Nenhum. 
45. a. 3<x<0,0<x<3. b. Nenhum. c. x=0. 
47. a. -1€ x «0,0€«x x2. b. x=0. c. Nenhum. 
Secáo 3.3 
dy dy 
1. — = —2x,— = —2. 
dx ах? 
2 
3, 2158 — 15523 — 30-60. 
dt dt” 
dy à ау 
5. — = 4х — 1 + 2e*, — = 8x + 2e* 
ах ах? 
dw 6 | l1dw 18 2 
А 4: z? il z?” dz? F£ = 
dy d? 
9, 2 = 12x — 10 + 10x33, = 12 = 301% 
dx ах” 
d -2,5 dr 2 5 
11. = + A - . 
ds 353 25748585 y 
13. у = —5x* + 12x? — 2x — 3. 
и = 312 2 EA 17. у = NE Р 
15. у 3x^ + 10x + 2 E y (3x — 27 
2 2 
x^ pushed du t^—2t-—1 
19. g' 21. = 
£0) = 66058 d (1 +) 
, 1 1 E 
23. /(5) =— 25. v = —— + 2x 3⁄2 
М(М + 1)? x? 
4х3 — 3x2 + 1 
27. y = 3 29. у = 2e* + 3e2x, 
1 (х2 — 1? + x + 1)? id e 2 
1.9 Е 
31. у = 32е 43€, 33.) = 1^ — de 
ds хар "NE _ e-1 
35. a Зүг, 37. у mo 
dr sei-e 
xu Замаг mE 
41. y = 2х3 - 3àx- 1, у" = 6:2 - 3, y" = 12x, y = 12, y) = 0 para 
п2 5. 
43. y = 3х2 + 4х— 8, y” = 6x + 4, у" = 6, уб") = 0 paran > 4. 
45. y = 2х — 7x 2, y" = 2 Mx? 
dr aga Pr ps 
47. rm 30 a O 120 
dw 2 аи _ 3 
49. q STE 1, a = 2z 
7 2w 
51. 2 = Ge + 2), = = бе?(1 + 4: + 2:2) 
53. а. 13. b. -7. c. 7/25. d. 20. 
55. a; ў ж. hb 2255-4801). 
с. у=8х—15,у=8х +17. 
57. y=4x,y=2 
59. a=1,b=1,c=0. 
61. (2,4). 63. (0, 0), (4, 2). 
65. а. у=2х+2. с. (2,6). 
67. 50. 69. а--3. 
71. P'(x) = пах"! + (п – а, ax"? +2ax+a,. 
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73. 


75. 


77. 


A терга do produto ё entáo а regra do múltiplo constante, de 
modo que a última é um caso especial da regra do produto. 


d , 
а. — (uvw) = uvw + uv'w + u'uw. 
dx 


d 
b. EE (u uuu ) =u uuu + U 4,44, +U uy usu, ириши, 


, 
nt Yn sà + 


c. E (u, + и) = um uu tum ~ и, зц 
uu, us. 
nRT 2an? 

(V = nb)? y? 


ар _ 
dV 


Secáo 3.4 


1, 


17 


19 


21. 
23. 
25. 


27. 


a. 2 m, —1 m/s. 

b. 3 m/s, 1 m/s; 2 m/s?, 2 m/s?. 

c. Muda o sentido em /= 3/2 s. 

-9 m, 3 m/s. 

. 3 m/s, 12 m/s; 6 m/s?, -12 m/s?. 
. Nenhuma mudanga de sentido. 
. —20 m, —5 m/s. 

45 m/s, (1/5) m/s; 140 m/s?, (4/25) m/s?. 
. Nenhuma mudanga de sentido. 
. a(1) 2 - 6 m/s?, a(3) = 6 m/s? 

„ v2) 2 3 m/s. 

бт. 


E => ° = > 


. Marte: = 7,5 s, Júpiter: = 1,2 s. 
- g, = 0,75 m/s. 
. a. v = —32t, |u| = 321 pés/s, а = —32 pés/s2. 


b. 123,3 5. €. v = 107,0 pés/s. 
a. 1=2,1=7 b. 35156 
A d. 


lvl (m/s) 


Velocidade 


t 
345678910 


3 = 
-3po—o 
-4 

a. 190 pés/s. с. 8s, 0 pés/s. e. 2,85. 

b. 2:9. d. 10,8 s, 90 pés/s. 


f. A maior aceleração ocorre 2 segundos após o lançamento. 
g. Aceleração constante entre 2 e 10,8 segundos, -32 pés/s?. 


a. 4 s, 280 cm/s. b. 560 cm/s, 980 cm/s?. 


7 
с. 29,75 flashes/s. 
C = posição, А = velocidade, В = aceleração. 


a. $ 110/máquina. b. $80. с. $ 79,90. 
a. b'(0)= 104 bactérias/h. 
b. 2'(5) = 0 bactérias/h. 


с. Ь'(10) = –10* bactérias/h. 


ау 
b. O maior valor de di é 0 m/h quando г = 12, e o menor valor 


dy 
de "ar é —1 m/h quando г = 0. 


29. 
31. 


33. 


c. 


t=25s D = 


s = 200r — 16 


а. u= 0 quando г = 6,25 s. 

b. v > 0 quando 0 < í < 6,25 => o objeto se move para cima; 
v < 0 quando 6,25 < < 12,5 => o objeto se move para 
baixo. 

€. О objeto muda de sentido em / = 6,25 s. 

d. O objeto acelera sua velocidade em (6,25, 12,5] e reduz sua 
velocidade em [0, 6,25). 

e. O objeto está se movendo mais rapidamente nas extremi- 
dades г = 0 e 1= 12,5 quando está viajando a 200 pés/s. Ele 
está se movendo mais lentamente em / — 6,25 quando a 
velocidade é 0. 


f. Quando / = 6,25, o objeto está s = 625 m da origem e o mais 
longe possível. 


s= 6” +T 
6 + VIS 
— а 

V 15 rod V 15 


b. v < 0 quando — « 3 
move para a esquerda; v > 0 quando 0 = 1 < 


6+ VI5 
шин 


а. v=0 quando г = 


= о objeto se 


6 — VIS 
E 


o < t <= 4= o objeto se move para a direita. 


6 + VIS 


с. O objeto muda o sentido еті = — ——; ——- s. 
d. O objeto aumenta sua velocidade em 


(s Bu (s c 


em b. шан 


e reduz sua velocidade 


М8) (o ee vis 


3 


е. O objeto está se movendo mais rapidamente em / = 0 e 
t = 4 quando ele se move 7 unidades/s e mais vagarosa- 


6+ VIS. 


mente em / = 


3 
+ V 
f. Quando! = s o objeto está na posição s = —6.303 
unidades e o mais longe da origem. 


Secáo 3.5 


1. 


39. 
43. 


45. 
47. 0. 


. 2x cos x — x sen x. 


2 
. cossec x cotg x — — 


. sen x sec? x + sen x. 


. sec? q. 


—10 —3 sen x. 9. 0 
(1+ cotg x)? 
13. 4 tg x sec x — cossec? x. 


15. x? cos x. 


. 3x? sen x cos x + x cos? x — x? sen? х. 


. sec? t et, 21. —2 cossec tcotg t 23. —0 (0 cos 0 + 2 sen 0). 


(1 — cossec 1)? 


. sec 0 cossec 0 (tg 0 — cotg 0) = sec? 0 — cossec? 0. 


29. sec? q. 
q`cos q — q? senq — q cos q — sen q 
@ = ay | 


. а. 2 cossec? x — cossec x. 


b. 2 sec? x — sec х. 


Sim, em x = т. 


C$) 6) 


ay=x+m2+2. b. y=4-V3. 
49. V3/2. 51. —1. 53.0. 


55. 
57. 
61. 


591 


Respostas selecionadas 


-V2 m/s, V2 m/s, V2 m/s?, V2 m/s". 
с=9. 59. sen x. 
a. i)l0cm. ii) Sem. iii) -5V2=-7,1 cm. 


b. i) 0 cm/s. ii) -5V3=-8,7 cm/s. 
iii) —5\/2 = —7,1 cm/s. 


Secáo 3.6 


1. 
7. 


9. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


29. 
31. 


33. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


51. 


53. 


55. 


57. 


59. 
61. 


1253, 3. 3 соѕ (3х + 1). 
10 sec? (10x — 5). 


5. —sen (sen x) cos x. 


dy _ dy du 
dx du dx 
dy — dy du Е 


=(1 =u: — = ——= 
Comu=(1-(x/7)),y=u EC Nu 


7u 8. 1) e 1-2 Ë 
Ч TA ^ 
dy dy du 


= 2 ЭР элйз зээлээ ш 
Com и = ((х?/8) + x — (1/х)), y T e 


ae (P+ + 1)- (к+«-1)(@+1+4) 
4 E gU E 


у _ ауди 
dx — dudx 


Com и = (2x + 1), у= и: 5и“ +2 = 10(2х + 1)“. 


Сот и = tg x, у = sec и: = (sec и tg u)(sec2 х) = 

sec (tg x) tg (tg x) sec2 x. 

dy dy du 

dx du dx 

dy -5 

бх = — Sers 
dy 

Ty; & 


Comu=senx,y=1: = 312 cosx=3 sen? x (cos x). 


y=e u= 


= 2446-79 


y=e"u=5 
1 4 соззес Ө 
уЗ = 25. т (cos 3/ — ѕеп5/). 27. cotg 0 + cossec 0` 


2x sent x + 4x2 sen? x cos x + cos? x + 2x cos? x sen x. 
1 


3 1 ү 
Х14-т4 
( a) 


(4х + 3) 4x + 7) 
(x + 1) 


Vx sec? Q Vx) + tg (2\/х). 
xsecxtgx + sec x 

2V7 + xsecx ` 

2sen0 
(1 + cos 0)? ` 


(3x -2)6- 35. (1—3)e* + 3e*. 


37. Er = 3x + 3) e», 


—2 sen (0?) sen 20 + 20 cos (20) cos (02). 
1+2 ( t ) > E 
— i 49. 20e " sente”), 
ын iy) Vt +1 (e) 
27 sen (zt — 2) cos (zt — 2). 
8 sen (21) 
(1 + cos 21) 


10119 tg? г sec? t+ 108 tg!0 1. 
dy 2 
= = —2т sen (zt — 1)*cos (mt — 1)+е°% (7D. 
—315 (P + 4) 
(P —40* ` 


—2 cos (cos (2t — 5)) (sen (2t — 5)). 


592 Cálculo 


t al t 47. (3,-1). 
63. [1 + tg* 12 tg? 12)) " dy y + 2xy de ?+3х? dx 1 


t sen(t2) ` de Хэ? dy у 2x) dy da 
65. —————. 67. 6 tg (sen! 1) sec? (sen? г) sen? t cos t. 
1 + cos (07) Secáo 3.8 
6 2 
69. 3(22-5) (187—5). 71. 5( + Ч + 2) | x 35 x 5 
1. а. f (х) = 272 3. a. f E 


73. 2 cossec? (3х — 1) cotg (3x — 1). 75. 16(2x + 1} (5x + 1). 
77. 2(2x2 + De”. 79. 5/2. 81.-т/4. 83.0. 85. —5. 
87. a. 2/3. с. 15-87. e. —l. g. 5/32. 

b. 27 +5. d. 37/6. f. V2/24. В.-543У17). 
89.5. 91.а.1. bl 93 .y-1-4x 
95. a. y^ax *2— т. b.7/2. 


97. Multiplica a velocidade, aceleração e sobreaceleração por 2, 4 
e 8, respectivamente. 


y=/0)=-4x+5 


2-2 шээг c. —4,—1/4. 
99. v(6) = 5 m/s, a(6) = 125 m/s 
Secáo 3.7 
i —2xy — у? 1—2у 
“C++ o x+y- 
—2x3 + 3x2y — ху? + x l 
5. 7 5 5 . = 9. соѕ? у 
ху HA у(х + 1) 
—cos? (ху) — y -у? 
п. x г. 13 À 
y sen (+) — cos (1) + ху e. Coeficiente angular de f em (1, 1): 3; coeficiente angular 
1 1 р I de gem (1, 1): 1/3; coeficiente angular de f em (—1,—1):3; 


2е?* — cos (x + 3y) зур ” coeficiente angular de g em (—1,—1): 1/3 
ын 3cos(x + 3y) ` n Vo 13: 0” d. y = 0 é tangente a y = х? em х = 0; x = 0 é tangente a 
————— ql y 7 X emx - 0. 
x y^ mu 
Юй = =й E A 1 
y y 7. 19. 9. 3. 11. l/x. 13. 2/1 15. -l/x. 17. ГЕТ 
dy ҳе +1 Фу Quy + у? – 2х)е* — xer — 1 , Zint 
23. de y ^g y . 19. 3x. 21.2(1п)+(1п)?. 23.х?1пх. 25.! — 
1 l 
27. 29. 31. 2cos (In 0). 
25. у = Vy yy” = І e x(1 + Inx}? xInx 
J 2 : 5 
Му+! AVy +1) mkt 4.2 з 8080) 
27. -2. 29. (-2,1): m 1,(—2,—1):т = 1. 5 2x(x 0D `t — Ini? ” 0° 
7 1 29 10х 1 
31. а. у= =х b. y mc 5 9, —Ñ.Q 
PW" керсек 3 241+- 
1 8 
33. а. у= 3х +6. b у= -5х + 5. 
y ›=-зх+з P Event М = j^; 2x +1 
6 6 7 7 2V xx + 1) 
35 ас ре БФ. Ü; ук, 
9 7 6 6 | 
TUE. e (а(н) = 
37. а. у= Zx + z. b. у= тх + 2/Vt+1 € 
= E = y 1. = a 
39. а. у = 2пх — 27. b. y = om Эш 45. VO + Sets; +3) + сово), 
41. Рошов: (-М7,0) е (№7, 0), Coeficiente angular: —2. 1 1 1 
тэг w. 47. (tt D(t*2)r t T +# 73 =з? + 6 + 2 
43. m = tem 3 3) т= 22 21). 
e ийн ap, PES dd 660 
27 27 “acoso (0 5 0 51 


45. (3,2): m 3,—2):m 27,(3,2):т = 


8º 


хэ "P: 2 | 


6, Yin 55-58. a +10 k +1 3(х+1) 


53. 


ST 


63. 


69. 


77. 


81. 


85. 


91. 


93. 


95, 


2х 
х2 +1 


1 qe =2) "m 
3N 2x1 ^x-2 
121 59. 1⁄(1 + e). 


вз. 2 
Sadie 


) 55. —2 tg 0. 


61. &*95'(1— t sen t). 
y 2 
уе! cos x y^ — xylny 


1 — ye"senx 


буун 


2(1п r) 
r(In 2)(In 4) 


5 2 67. 2*1пх. 
x^ — xylnx 


1 3 


Z -—— i». 
71. mx. 9102: 75. а 


73. 


A RE 
á (x + 1)(х— 1) 


1 1 
sen (log, 0) + тау 208 (log, 0). 83. ins 


1 (log, 3)3108>, gni 89. ee preme n) 


(М) Е 1) 


(sen x)'(In sen x + x cotg х). 


(х ES ) 


Secáo 3.9 


l. a 
3. a.—7/6. 
5.a 
7. a. 
9 


25. 
29. 
35. 


41. 
47. 


49. 


59. 


61. 


. 1/V2. 


19. 


7/4, b. 7/3. 
b. 7/4. 
b. 37/4. 
b. 7/6. . 217/3. 

11. —1/V3. 13. 7/2. 15. z/2. 

Э1,--225-2 38, у? . 
2 - y? МІ – 2? 


—2x 
[25 + TES 


c. 7/6. 

с. —17/3. 
. 7/3. c. 7/6. 
. 377/4. с 
17. 7/2. 


0. 


27. 
(x? + 1)Vx* ii 
=] =] 
“(7 АТ +x) 


vo “aro 
-— шад 
v 37. = " 
[еМ (e? — 1 JA 1 Vi-s 


sen! x. 


39. 0. 


a. Definido; existe um ángulo cuja tangente é 2. 

Мао definido; nào existe um ángulo cujo cosseno é 2. 

Мао definido; nenhum ángulo tem secante 0. 

Мао definido; nenhum ángulo tem seno Wa, 

Domínio: todos os números reais, exceto aqueles tendo a 
forma 2 + Кт onde k é um inteiro; imagem: —7/2 < y < 7/2. 
b. Domínio: —oo < x < oo; imagem: —oo < y < co. 

a. Domínio: оо < x < oo; imagem: 0 < y < т. 

b. Domínio: -1 € x € 1; imagem: -1 € y < 1. 


63. Os gráficos são idénticos. 
Secáo 3.10 
L ow 300 8-4 5043 
9. 31/13. 11. a. —180 m?/min. b. —135 m?/min. 
13. a. A = тг? а. b. e = гай, 
c. IL + 27 222 


Respostas selecionadas 593 
15. a. 1 volts. Жы, Ads. 
e dR 1 fay var) 
` dt d Idt 
d. 3/2 Pd R é crescente. 
UE PP 
dt Ve + y? dt 
p, E x dx y dy К dx y dy 
"dt 2 + у? а 2 + y? di “dt хаг 
dA 1l 7 
19. а. > z «b cos 07 
dA _1 do (1 да 
b. a 2 а cos 075 + 2 ЁзепӨ 
dA 1 do , 1 da , 1 db 
c Uu 2 48сов80-1 + 2 send, + zes 
21. a. 14 ст2/5, crescente. b. 0 cm/s, constante. 
с. —14/13 cm/s, decrescente. 
23. a. —12 pés/s. b. —59,5 pés?/s. c. —1 rad/s. 
25. 20 pés/s. 
27. a. а = 11,19 em/min. b. € = 14,92 cm/min. 
29. a z TA b. r = V26y — y? m 
с E s< m/min 
` dt "is à 
31. 1 pé/min, 407 pés2/min. 
33. 11 pés/s. 
35. Crescente em 466/1681 L/min?. 
37. —5 ш/8. 
39. —1.500 pés/s. 
41 E ol./min, 10 ol? /min. 
| Tam P9 3P 
43. a. -32/V 13 =-8,875 pés/s. 


b. d0,/dt = 8/65 rad/s, do,/dt = —8/65 rad/s. 
с. d0,/dt = 1/6 rad/s, d0,/dt = —1/6 rad/s. 
Secáo 3.11 
1. L(x) = 10x - 13. 3. L(x) = 2. 5. L(x) =x- т. 
1 4 
7. 2x. 9.-х-5. 11. 12573 13. 1- 


15. 


17. 
19. 


23. 


27. 


29. 


31. 


37. 


41. 


100) = 1. Ainda, f'(x) = КІ + x), portanto f'(0) = 
significa que a linearização em x = 0 é L(x) = 1 + kx. 


a. 1,01. b. 1,003. 
3 2 — 2x2 
3x? — Ja 21, = 
( 2Vx (1 + xy 
k =p 5 
—— k 25. — cos (5 V/x) dx. 
3 A + y 2Vx 
(4х2) sec? ie E 
2. (cossec (1 — 2Vx) cotg (1 — 2Vx)) dx 
Vx 
x 
A ¿Ed 33. 28 5 35. 2xe 5 dx. 
2 Vx 1+х I + e" 
= dx. 39. а. 041. b. 0,4. c. 0,01. 
e = 
a. 0,231. b. 0,2. с. 0,031. 


k. Isso 


594 Cálculo 


43. a. -1/3. b. -2/5. е. 1/15. 45. dV = Amr)! dr. 
47. dS — 12x, dx. 49. dV = 2srjh dr. 
51. a. 0,087 n?. b. 2%. 53. dV = 565,5 pol.. 


55. a. 2%. b. 4%. 57. 1%. 59. 3%. 


61. A razão é igual a 37,87, de modo que uma variação па acelera- 
çào da gravidade da Lua tem cerca de 38 vezes o efeito de uma 
variagáo que a mesma magnitude tem sobre a Terra. 

65. а. L(x) 2x In2* 1 & 0,69x + 1. 

b. 


у= (Іа 2)x+1 


Ехегсїс105 práticos 
1. 5х – 0,25х + 0,25. 
. Ax + 1)(2х? + 4x + 1). 


. 3(0 + sec 0 + 1)? (20 + sec 0 tg 0). 
1 


ом + м) 


13. 8 cos? (1 — 2/) sen (1 – 20. 
15. 5(sec 1) (sec t+ tg 1. 


3. 3x(x - 2). 


© Yu 


11. 2 ѕес2 x tg x. 


17 0 cos 0 + sen 0 19 cos V20 
V 20 sen 0 V20 


2 2 2 
21. x cossec (2) + cossec (2) cotg (2) 


23. $x"? sec (25 (16 g (2x? — x], 
25. —10х cossec? (х2). 27. 8х? sen (2х2) cos (2х2) + 2x sen? (2х2). 


—(t + 1) 


2,245 зу sore т, 4, 25586088 go, 
ge sen” 0 
1—х 5х + cos2x | 2 
31, 1-х. 39. = ERRAT | 47. . 
(x + 1)° (5x? + sen 2x)5/2 (In 2)x 
33-21... T 41. 2^5, 49. —8-(1п 8). 
1 
ze! +t) 
—2 sen ө 
35. — OD 43. уеб, . 1826, 
(wo = 17 434 51. 18x 
1 
53. (x+2)"In(x + 2) + 1). 55. ———— 
V1 — u? 
= -1 £ 1 
57. ——— 598 (0 +—— – = 
V1 — x2 cos! x g 0 1-2 2 
6l. At d» p 65. A 
. 27 21 sec 2 o le x3 
—3x2 — 4y +2 y 1 
67. 69.-x 7. 5 
4x — 4y!6 i 2y (x + 1)? 
ыг 
73. AD 75. ух. 77, 2% = qo, dp _ 6q — 4р. 
ptr dq 3р2 + 44 


dr ы 
81. qo (2r — 1)(tg 2s). 


87. 


dy —2ху+— 2x* dy -2y?!-1 
a. d = 2 4,3 

lx y dx xy 
a; 7. c. 5/12. e. 12. g. 3/4. 
b. 2 d. 1/4. f. 9/2. 

эМ2еУЗ? GR І -2 

. 89, —— — 2) 91.-5 93. — —. 
0 4 cos ( ) 2 EST 


99. 
103. 


107. 
111. 
113. 
115. 


117. 
119. 


sol 


х?,-1=х<0 
1-4, о=х<1 


b. Sim. с. Sim. 


Ga) e G-a) 


a. (-2, 16), (3, 11). b. (0, 20), (1, 7). 


101. (-1, 27) e (2, 0). 


Яс 109. 4. 

1 9 
Tangente: y = — 4% + FE normal: y = 4x — 2. 
Tangente: y = 2x — 4, normal: y = — "E + 2. 


normal: у = 3 ` À 
£3 s? 


Tangente: y = mm +6, 5° 


4 
(1,1):т =-4; (1,—1): m não definido. 
В = gráfico de f, А = gráfico de f". 


123. 
125. 
133. 


135. 


137. 


a. 0,0. b. 1700 coelhos, = 1400 coelhos. 

-1. 127. 1/2, 129.4. 131. 1. 

Para fazer com que g seja contínuo na origem, defina g(0)= 1. 

Ax? + 1) | 2х 
\/соѕ 2х Lx? + 1 


[0+ DG DP 1 1 1 1 
(t — 2)(t + 3) £cl t—1 1-2 143| 


+ tg x|, 


1 Vo (In sen Ө 
139. — (sen 0) (eset + Ө cotg o). 
м 2 
ds _ dr, d$ y dh 
141. a. "m (Amr + 27h) di b. di 2m dr 
ds _ "ЭРЭГ 
с. A (Amr + 27h) di + 2mr di 
ator dh 
` dt 2r + h dt^ 
143. —40 т2/5. 
145. 0,02 ohm/s. 
147. 22 m/s. 
B E GA 
149. а. r = 5 h b. 1447 pés/min. 
151 ET /s ou 600 b. 16 
. a. 5 km/s ou m/s. b. z rpm. 
153. а. L(x) = 2х + 252 


y=-V2x+ V2(4-5)/4 
155. L(x) = 1,5x + 0,5. 


h 
157. ds = dh, 


Vr? + hy 


159. a. 4%. — b. 8%. с. 12%. 


Exercícios adicionais e avançados 


1. a. sen 20 = 2 sen 0 cos Ө; 2 cos 20 = 2 sen 0 (-sen 0) + 
cos 0 (2 cos 0); 2 cos 20 = -2 sen? 0 + 2 cos? Ө; cos 20 = 
cos? 0 — sen? 0. 
b. cos 20 = cos? 0 — sen? Ө; —2 sen 20 = 2 cos 0 (—sen 0) — 
2 sen 0 (cos 0), sen 20 = cos Ө + sen 0 cos 0: sen 20 = 


2 sen Ө cos Ө. 

3. а.а = 1,b = 0,c = > b. b = cos a, с = sen a. 
1-4 ЖЕ 

5. h=-=4,k=>34==>3 3 


7. a. 0,09y. b. Crescendo 1% ao ano. 
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9. Asrespostas irào variar. Esta é uma das possibilidades. 


v 


11. a. 2 s, 64 pés/s. b. 12,31 s, 393,85 pés. 
15. в. mu. b. m=-1,b=7. 
3 9 Р ra 
17. а. а = peT 19. f impar = f' é par. 
23. h' é definida, mas não contínua, em x = 0; А é definida e con- 


tínua em x = 0. 
a. 0,8156 pé. b. 0,00613 s. 
c. Perderá cerca de 8,83 min/dia. 


27 


CAPÍTULO 4 
Secáo 4.1 


1. Mínimo absoluto em x = cj; máximo absoluto em x = b. 
3. Máximo absoluto em x = c; nenhum mínimo absoluto. 
5. Mínimo absoluto em x = a; máximo absoluto em x = c. 
7. Nenhum mínimo absoluto; nenhum máximo absoluto. 
9. Máximo absoluto em (0, 5). 11. (c). 13. (d). 


15. Mínimo absoluto em x = 0; 17. Máximo absoluto em x= 2; 
nenhum máximo absoluto. nenhum mínimo absoluto. 
y 


Дох) = | х1 


21. Máximo absoluto: —3; 23. Máximo absoluto: 3; 
mínimo absoluto: —19/3. mínimo absoluto: —1. 


(-2,-19/3) 
Mín 
abs 


596 сасшо 


25. Máximo absoluto: -0,25: 33, Máximo absoluto: 2/ V3; 
mínimo absoluto: —4. mínimo absoluto: 1 


| T Máx abs 
1 1 (ъз. 23) 


(2, -025) 
Máx abs 


Máx abs 
(713,2143) 


у = cossec х (712,1) 


08 
> 06 m3=x=2m13 Mín 
4 уе-4,,055х52 04 abs 
E. 4 02 
П 1 o 
0 mi3 т/2 2т/3 


(0,5,-4) 
Min abs 


35. Máximo absoluto: 2; 


mínimo absoluto: —1. 
y 


27. Máximo absoluto: 2; 
mínimo absoluto: —1. 


(0,2) Máx 
abs 


у=2- 11] 
-1<1<3 


37. O máximo absoluto é 1/е 
em x = 1; o mínimo abso- 
luto é -e em x 7-1. 


29. Máximo absoluto: 2; 
mínimo absoluto: 0. 


Máximo 
absoluto 
( 


(1.2) 


> x 


3 
Mínimo _ 
absoluto 


31. Máximo absoluto: 1; 39. O valor máximo absoluto 

mínimo absoluto: —1. é (1/4) + In 4 em x = 4; о 

Р valor mínimo absoluto 6 1 

J em х = 1; máximo local em 
(1/2, 2 — In 2). 


(7/2, 1) Máx abs 


Máx abs em 4. 1 + In 4) 


m2 56 


y = sen Ө, -т/2 = 0 = 57/6 125 10=L+tmx 
Mín abs "S. Mín abs em (1, 1) 
05 
025 
П ¿ 1 n L yx 
| 1 2 3 4 5 


41. Crescente em (0, 8), decrescente em (-1, 0); máximo absoluto: 
16 em x= 8; mínimo absoluto: 0 em x= 0. 

43. Crescente em (-32, 1); máximo absoluto: 1 em 0 = 1; mínimo 
absoluto: -8 em 0 =-32. 


45. х=3. 
47. x=1,x=4. 
49. х=1. 
51. x=0ex=4. 


53. O valor mínimo é 1 em x = 2. 


55. Máximo local em (2, 17); mínimo local em (5 - a 


57. O valor mínimo é0emx=-lex=1. 
59. Existe um mínimo local em (0, 1). 


61. O valor máximo é і ет х = 1; o valor mínimo é -Іепх=-1. 


63. О valor mínimo é 2 em x = 0. 

65. O valor mínimo é — 1 em x = 1! 

67. O valor máximo é Z em x = 0; um valor mínimo absoluto é 0 
emx-lex--l. 


69. 
Teste cro ?"  pDerivada Extremo Valor 
extremidade 
xim -1 0 Máximo local 32 102 1.034 
х=0 Indefinida Mínimo local 0 
71. 
Кошо critico ын Derivada Extremo Valor 
extremidade 
x= Indefinida Máximo local 0 
хэ-ү2 0 Mínimo -2 
x=v2 0 Máximo 2 
x=2 Indefinida Mínimo local 0 
73. 
Ponto critico ны Derivada Extremo Valor 
extremidade 
x=1 Indefinida Mínimo 2 
75. 
Ponto crítico ou Derivada Extremo Valor 
extremidade 
х=-1 0 Махїто 5 
х=1 Indefinida ^ Mínimo local 1 
х-3 0 Máximo 5 
77. а. Мао. 


b. A derivada é definida e diferente de zero para х % 2. Ainda, 
/(2)=0 e f(x) > О para todo x ж 2. 
с. Мао, porque (—оо, оо) náo é um intervalo fechado. 
d. Asrespostas sáo as mesmas dos itens (a) e (b), com 2 subs- 
tituído por a. 
79. Sim. 
81. g assume um máximo local em —c. 
83. a. O valor máximo é 144 em x = 2. 
b. O maior volume da caixa é 144 unidades cübicas, e ocorre 
quando x — 2. 


5 


vo 
2g 

87. O valor máximo é 11 em x — 5; o valor mínimo é 5 no intervalo 
1-3, 2]; máximo local em (-5, 9). 


85. + so. 


89. O valor máximo é 5 no intervalo [3, oo); o valor mínimo é —5 
no intervalo (оо, —2]. 


Secáo 4.2 


L 1⁄2 31 s2f=%2e.m 
ү! = 
1 1 
т. 3 (1 + V7) = 122,3 (1 — V7) = 0,549 


9. Мао: f não é diferenciável no ponto de dominio interior x = 0. 


11. Sim. 13. Não; f não é diferenciável em x=-1. 


л 
P^ 


53 


57. 


61. 


71. 


TET. 


———————————9————9———————— à 
9 E 0 2 ` 
ii) e ө o >x 

3 4 3 
Ф bd e > x 
4 90 2 


1 1 
ll cc E = FG 


b. 2 sent +6 


1 
a. 7700521 + C. 2 


1 t 
б; 2 00821 + 2 sen, tE 


fœ) =x - х. 41. f)=1+ g 


1 — cos (rt) 


2 
4,902 + 5t + 10. 7 


45. s = 


s=e'+19+4. 49. s = sen(2t) — 3. 

Se T(r) é a temperatura do termómetro no tempo /, entào 
T(0) = —19 °C e 7(14) = 100 °С. A partir do teorema do valor 
T(14) - 700) _ 
| 1-0 — 
8,5 *C/s = T'(t,), a taxa na qual a temperatura está variando 
em / = t conforme medida pelo mercúrio ascendente do ter- 
mómetro. 


5 


médio, existe um 0 < 1, < 14 de modo que 


Porque sua velocidade média era de aproximadamente 7,667 
nós, e, pelo teorema do valor médio, deve ter ido naquela ve- 
locidade ao menos uma vez durante a jornada. 


A conclusáo do teorema do valor médio proporciona 


ba 1 
b=a с? 


= (52) а= b=c = Vab. 
ab 

f(x) deve ser zero ao menos uma vez entre а e b pelo teorema 
do valor intermediário. Agora, suponha que f(x) seja zero 
duas vezes entre a e b. Entáo, pelo teorema do valor médio, 
/'(х) teria de ser zero ao menos uma vez entre os dois zeros 
de f(x), mas isso náo pode ser verdadeiro, uma vez que é 
dado que f'(x) # 0 nesse intervalo. Portanto, f(x) é zero uma 
vez, e somente uma vez, entre a e b. 


1,09999 < f(0,1) € 1,1. 


Seção 4.3 


1. 


а. 0,1. 

b. Crescente em (-оо, 0) e (1, оо): decrescente em (0, 1). 

с. Máximo local em x = 0; mínimo local em x = 1. 

a. 2,1. 

b. Crescente em (2, 1) e (1, oo); decrescente em (-о0,-2). 

€. Nenhum máximo local; mínimo local em x = 2. 

a. Ponto crítico em x = 1. 

b. Decrescente em (—oo, 1), crescente em (1, оо). 

€. Mínimo local (e absoluto) em x= 1. 

а. 0, 1. 

b. Crescente em (оо, —2) e (1, oo); decrescente ет (2, 0) e 
(0, 1). 

€. Mínimo local em x = 1. 
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Respostas selecionadas 


9. a. 22,2. 


1. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


3T. 


33. 


b. 


a. 


b. 


a. 


. Máximo local em x = 


Crescente em (—oo, —2) e (2, oo); decrescente em (-2, 0) e 
(0, 2). 

Máximo local em x = —2; mínimo local em х = 2. 

-2, 0. 


. Crescente em (—oo, —2) e (0, oo); decrescente em (-2, 0). 
. Máximo local em x = 2; mínimo local em x = 0. 


т 2m 4т 
2º 3* 3º 

2m 47 ay T 2т 
Crescente em (z. £=). decrescente em (б. z) E 22) 


4т 
e( 3^ >) 
4т e 
-— mínimo local em 


3 


x- 21 бу, 


3 
Crescente em (-2, 0) e (2, 4); decrescente em (-4, -2) e 
(0, 2). 


. Máximo absoluto em (-4, 2); máximo local em (0, 1) e 


(4, —1); mínimo absoluto em (2, —3); mínimo local em 
(-2, 0). 


. Crescente em (4, —1), (1/2, 2) e (2, 4); decrescente em 


El, 1/2). 
Máximo absoluto em (4, 3); máximo local em (-1, 2) e (2, 1); 


nenhum mínimo absoluto; mínimo local em (-4, -1) e 
(1/2, -1). 


. Crescente em (оо, -1/5), decrescente em (-1,5: оо). 


Máximo local: 5,25 em t — —1,5; máximo absoluto: 5,25 em 
=-1,5. 


. Decrescente em (—oo, 0); crescente em (0, 4/3); decrescente 


em (4/3, 00). 


Mínimo local em x = 0 (0, 0); máximo local em x = 
4/3 (4/3, 32/27); sem extremos absolutos. 


. Decrescente em (—oo, 0); crescente em (0, 1/2); decrescente 


em (1/2, oo). 


Mínimo local em 0 — 0 (0, 0); máximo local em 0 — 
1/2 (1/2, 1/4); sem extremos absolutos. 


. Crescente em (-оо, оо); nunca decrescente. 


b. Sem extremos locais; sem extremos absolutos. 


b. 


a. 


. Crescente em (2, 0) e (2, oo); decrescente em (-oo, -2) e 


(0, 2). 


. Máximo local: 16 em x = 0; mínimo local: 0 em x = +2; 


sem máximo absoluto; mínimo absoluto: 0 em x = +2. 


. Crescente em (-oo, —1); decrescente em (-1, 0); crescente 


em (0, 1); decrescente em (1, оо). 


Máximo local: 0,5 em x = +1; mínimo local: 0 em x = 0; 
máximo absoluto: 1/2 em x = +1; sem mínimo absoluto. 


. Crescente em (10, oo); decrescente em (1, 10). 


Máximo local: 1 em x = 1; mínimo local: -8 em x — 10; 
mínimo absoluto: -8 em x= 10. 

Decrescente em EIVA —2); crescente em (-2, 2); de- 
crescente em (2, 2 V2). 


. Mínimos locais: g(—2) = —4, g(2V2) = 0; máximos lo- 


cais: g(—2 V 2 ) =0, 2(2) = 4; máximo absoluto: 4 em x = 2; 
mínimo absoluto: —4 em x = 2. 
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35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


57. 


59. 


61. 


63 
65. 


Cálculo 


a. Crescente em (оо, 1); decrescente quando 1 “х < 2, de- 
crescente quando 2 < x < 3; descontínua em x= 2; crescente 
em (3, оо). 

b. Mínimo local em х= 3 (3, 6); máximo local em x= 1 (1, 2); 
sem extremos absolutos. 


a. Crescente em (2, 0) e (0, оо); decrescente em (—oo, —2). 


b. Mínimo local: -6V/2 em x = —2; sem máximo absoluto; 
mínimo absoluto: —6%2 em x = —2. 


a. Crescente em (—oo, -2/ МЭ) е Q/V7, 00); decrescente 
em(-2/V7, 0) е (0,2/V7). 

b. Máximo local: 24/2/76 = 3,12emx=-2/V7; mínimo 
local: 242/7116 а2-3,12 em x = 2/ N/7x; sem extremos 
absolutos. 

a. Crescente em ((1/3) In (1/2), 00); decrescente em (-oo, (1/3) 
In (1/2)). 

b. O mínimo local é = em x = (1/3) In (1/2); sem máximo 


local; o mínimo absoluto é E em x = (1/3) In (1/2); sem 
máximo absoluto. 
a. Crescente em (e^, oo), decrescente em (0, e !). 


b. Um mínimo local ё е! em x = e !, sem máximo lo- 
cal; o mínimo absoluto é —e ! em x = e !, sem máximo 
absoluto. 


a. Máximo local: 1 em x = 1; mínimo local: 0 em x = 2. 
b. Máximo absoluto: 1 em x = 1; sem mínimo absoluto. 
a. Máximo local: 1 em x = 1; mínimo local: 0 em x = 2. 
b. Sem máximo absoluto; mínimo absoluto: 0 em x = 2. 


a. Máximos absolutos: -9 em 1=-3 e 16 em г = 2; mínimo 
local: -16 em t = -2. 


b. Máximo absoluto: 16 em / — 2; sem mínimo absoluto. 

a. Mínimo local: 0 em x = 0. 

b. Sem máximo absoluto; mínimo absoluto: 0 em x = 0. 

a. Máximo local: 5 em x —0; mínimo local: 0 emx 7-5 ех= 5. 
b. Máximo absoluto: 5 em х = 0; mínimo absoluto: 0 em x = —5 


ех=5. 
a. Máximo local: 2 em х = 0; mínimo local: ERN 
43 — 6 
x=2- V3. 


b. Sem máximo absoluto: um mínimo absoluto em x — 
2-- V. 


a. Máximo local: | em x= 7/4; 


em 


máximo local: 0 em x = 7; 
mínimo local: 0 em x = 0; 
mínimo local: -1 em x = 37/4. 

Máximo local: 2 em x= 7/6; 

máximo local: V3 em x= 27; 

mínimo local: -2 em x = 77/6; 

mínimo local: v^ етх = 0; 

a. Mínimo local: (7/3) — v^ emx — 27/3; 
máximo local: 0 em x = 0; 
máximo local: т em х = 27. 

a. Mínimo local: 0 em х = 7/4. 

Махіто 1оса!: 3 ет 0 = 0; 

mínimo local: —3 ет 0 = 27. 


73. 
15. 


77. 


79. 


а--2,5-4 


а. O mínimo absoluto ocorre em х = 7/3 com f(7/3) = —In 2, 
e o máximo absoluto ocorre em x = 0 com f(0) = 0. 

b. O mínimo absoluto ocorre em x= 1/2 e x=2 com f(1/2) = 
/(2) = cos (In 2), e o máximo absoluto ocorre em x= 1 com 
10) 21. 

Mínimo de 2—2 In 2 2 0,613706 em x= In 2; máximo de 1 em 

х=0. 

Valor máximo absoluto de 1/2e presumido como x = Ve. 

1 


83. Crescente; df” 21 x 203. 
dx 9 
аг! 
85. Decrescente; E = -1 x 263. 
Secáo 4.4 
1. Máximo local: 3/2 em x = —1; mínimo local: -3 em x = 2; 


ponto de inflexão em (1/2, —3/4); ascendendo em (-oo, -1) 
e (2, oo); caindo em (-1, 2); cóncavo para cima em (1/2, oo); 
côncavo para baixo em (—оо, 1/2). 


. Máximo local: 3/4 em x = 0; mínimo local: 0 em x +1; pontos 


3 3 
de inflexào em (- УЗ, зүй) е (va, зүй) ascenden- 


do em (-1, 0) e (1, со); caindo em (—oo, —1) e (0, 1); cóncavo 


para cima em (—00, — 3) e (МЗ, оо), cóncavo para baixo 


em Eva, МЗ). 


5. Máximos locais: =" + y em x = – 27/3, A + УЗ, ет 
——" "EE v5 2т V3 
х= 7/3; mínimos locais: 3 z mx 1/3, ЗОО 


em x = 27/3; pontos de inflexáo em (—7/2, —7/2), (0, 0) 
e (7/2, 7/2), ascendendo em (—7/3, 7/3); caindo em 
(-27/3, —т/3) e (7/3, 21/3); côncavo para cima em (—7/2, 0) 
e (7/2, 27/3); côncavo para baixo em (-27/3, —7/2) e 
(0, 7/2). 

Máximos locais: | em x = —z/2 e x= 7/2, 0 em x =-27 e 
x = 27; mínimos locais: —1 em x = -37/2 e x= 37/2, 0 em 
x = 0; pontos de inflexão em (~rr, 0) e (тг, 0); ascendendo em 
(-37:/2),(-т /2), (0, 7/2) e (37/2, 277); caindo em (-2тг,-37:/2), 
(1/2, 0) e (7/2, 37/2); côncavo para cima em (-27, —7) e (тг, 
23); côncavo para baixo em (~r, 0) e (0, z). 
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9. 17. 29. 39. 


(0,4) Máx abs 


е х (24,0) (4,0) 
-4 -3 -2 -1 0 d Mín abs Mín abs 
-1 Mín abs Mín abs 
E (1-0) [mm 
(5.5/9) | (13,5%) 
Infl F m 
31. 41. 
11. у 
Ў A 
ме A  у=х?-3х+3 ЫН 
loc 6p 1 
(1,5) ' (3.6) Mín loc 
арі 
2 be, !(1.2) Máx loc 
Н 
(1,1) 
1 П Mín loc sé 
-1 1 
13. 
| 21. 33. 43. 
› x 
(2,5) Máx loc Máx loc y y 
(0,0) Б 
П > x Г у=2х-3х?” (2,2) 
5 Р ха 
L cúspide, Máx loc y Mis ahe on ) 
(0,0) 
x 
1-4-» y 
2 
(4,256) e 
Mín loc 
23. 
Y 
Máx abs 
2т (27,27) 35. 45. 
y=x+senx y y 
(т.т) 
т 
Infl 
>x 


(1,3/2) Máx loc 


— >x (1,0) 
diio: Mín abs Mín abs 
4 
Máx loc мире 
2т,2\3т-2, 
ој (4т/3,4У3л/3+1) ( Más abs ) 
8 
int / (Sm/3,5V3m/3-1) 37 47. 
6 (зт/2,зүЗт/2) Mín loc 7 
4 с M Мах abs 
2 (m/2,N3m/2) (2,4) y=Vx] 
1 E - >x 4 
0 т 3m 2т š 
(0.-2) (0.0) 
Mín abs =V3x-2cosx : ПЕН ИГИГЕ; ic 
” ике -4-3-2-4 EN, 3 4 
pide 
. , (2 (0.0) Infl Mín abs 
› >x 
y=sen xcosx 
(Р Mix abs 
(714,12) үм Máx loc 
(т/2,0) — (т.0) 
>x 
(0,0) 
Mín loc 
(35/4,-1/2) C259 
Mín abs 


Mín abs 


600 cálculo 


49. 


(1,e) 
Mín loc 


(In 2, 1 3 1n2) 
Mín loc 


y= ((3)m2,(3)m2) 


Inflexão 


Min abs 


55. 63. у'=3(х са +2). 


83. 


Мах Máx y Máx Máx 
loc lc 5 loc loc 
47,0) (27,0) 7 (27,0) (47,0) 
-4т -2m 2m 4т 

r > x 


Mín loc 


y = In (cos x) 


65. у" = 4(4 – х)(5х2 – 16x +8). 
Máx loc 
x=8/5 


'— Ay 
67. у" = 2 sec? x tg x. 69. y” = - cossec? $, 
0 < 0 < 2n. 
б=т 
Inf Máx abs 
x=0 


"= 29 -Z ur 
71, y" = 21tg0 sec 0, 2 «0« Y 


т Máx loc 
E Máx loc 


у= 8/2? +4) 


103. 105. 
Ponto y y" 
(6,7) 
Р - + 
9 + 0 
(4,4) 

R + = 
$ 0 - 
Т - re 


107. a. Em direção à origem: 0 € í < 2 e 6 < t < 10; em direção 
contrária à огірет: 2 </ < бе 10 < t < 15. 
b. г=2,!=6,1=10. с. t=5,t=7,t=13. 
d. Positivo: 5 <t < 7, 13 <t < 15; 
negativo: 0 < t < 5,7 < t < 13. 
109. = 60 mil unidades. 
111. Mínimo local em x = 2; pontos de inflexão em x= 1 e x = 5/3. 
115. b=3. 
119. -1,2. 
121. a=1,5=3,c=9. 
123. Os zeros de y' = 0 e y" = 0 йо extremos e pontos de шїїехдо, 


respectivamente. Inflexào em x — 3, máximo local em x — 0, 
mínimo local em x — 4. 


125. 
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Os zeros de y' = 0 e y" = 0 sào extremos e pontos de inflexáo, 
respectivamente. Inflexão em x = — V2; máximo local em 
x = —2, mínimo local em x = 0. 


у” = 160242) 
Secáo 4.5 
1. -1/4 13. 0. 25. -]. 37. 1һ2. 49.2. 61. é. 
3. 57. 15. -16. 27. 103. 39. —o. 51. 1/е. 63. 0. 
5, 12 17.2. 29 =L. 41. -1/2. 53.1. 65. 1, 
In 2 
7. 1⁄4. 19. 1/4. 31. In2. 43. -1. 55. 1/е. 67. 3. 
9. -23/7. 21. 2. 23. 1, 45. 1. 57. e!?, 69. 1. 
11. 5/7. 23. 3 35. 112. 47.0. 59. 1. 71. 0. 
73. оо. 75. (b) está correto. 
77. (4) está correto. 79. c = 5. 
=] 
81. b. 2 83. -1. 
" = e 
87. a.y=1. b.y = 0,y = > 
89. a. Devemos atribuir o valor de 1 para f(x) = (sen х)* para fazer 
com que ela seja contínua em x = 0. 
1 
osp 
06 
04 
02 
05 | 15 2 25 3 + 
c. O valor máximo de f(x) é perto de 1 próximo do ponto 
x= 1,55 (veja o gráfico no item (a)). 
Secáo 4.6 
1. 16 pol., 4 pol. por 4 pol. 
3. а.(х,1-х), b. A(x) = 2x(1 — x). 
e A unidade quadrada, 1 por a 
2 2 
144355 | 2450 is 
5; 3 х 3 X pol., 27 pol”. 
7. 80.000 m?; 400 m por 200 m. 


11. 
15. 


a. As dimensões ideais do tanque são 10 pés nas arestas da 
base e 5 pés de profundidade. 

b. Minimizar a área da superfície do tanque minimiza seu 
peso para uma determinada espessura da parede. А espes- 
sura das paredes de ago seria provavelmente determinada 
por outras considerações, como exigências estruturais. 

т 
9X 18 pol. 13. > 
h:ir=8:7. 
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19. 
21. 


23 


25. 


27. 


31. 


33. 
37, 


39, 
43. 
45. 


47. 


49. х 


53. а 


57. 


67. 


Cálculo 


а. V(x) = 2x(24 – 2х)(18 – 2х). b. Domínio: (0, 9). 


v 
Máximo 
x = 3,3944487 V = 1309.9547 


с. Volume máximo = 1.309,95 pol? quando x = 3,39 pol. 

d. V'(x) = 24x? — 336x + 864, de modo que o ponto crítico é 
emx = 7 – vis, o que confirma o resultado no item (c). 

е. x=2 pol. ou x= 5 pol. 


= 2.418,40 ст. 
a. h=24,w=18. 
b. 
v (24, 10368) 
Мах abs 

10000 

8000 

6000 

4000 

2000 

0 h 
5 10 15 20 25 30 35 

Se r for o raio do hemisfério, A a altura do cilindro e V o volu- 


зүү? зүү? 
me, entáo r = (z) eh = ES š 


b. > с. L=11 pol. 
Raio = V2 m, altura = 1 m, volume = = m?. 29. 1. 


A m, triángulo, RELA 

9 + Ут 9 + V3r 

2x2. 35. a. 16. b.-1. 

a. v(0) = 96 pés/s. 

b. 256 pés em = 3 s. 

c. Velocidade quando s = 0 é v(7) =-128 pés/s. 

=46,87 pés. 41. a. 6 x 6V/3 pol. 

a. 4V3 x AV/6 pol. 

a. 107 ~ 31,42 cm/s; quando г = 0,5 $, 1,5 s, 2,5 s, 3,5 $; s=0, 
a aceleração é 0. 

b. 10 cm a partir da posição de repouso; a velocidade é 0. 


m, circunferência. 


a. x=((12- 121)? +648)2 , 
b. —12 nós, 8 nós. 
с. Мао. 


e. 4V 13. Esse limite é a raiz quadrada das somas dos qua- 
drados das velocidades individuais. 


2 
== № 51. 5 + 50 
“ин [2m 
= C 2 
4 x 4 x 3 pés, $ 288. 9. M = >- 65. a. y —-1. 


T TTE: 
а. A distáncia mínima é 2" 


b. A distância mínima é entre o ponto (3/2, 0) e o ponto (1, 1) 
sobre o gráfico de у= Vx, e isso ocorre no valor x = 1, onde 
D(x), a distância ao quadrado, tem seu valor mínimo. 

y. Do) 


2042 
4 


І) = - 


Secáo 4.7 
E _5 13 3 2451 5763 5 — 2387 
a-p "92 = 73р 4045 727 2000 
7. x,, e todas as aproximações posteriores serão iguais a xç. 


9. 


. Os pontos de interseção de y =x? e y=3x + 10u y 2x?— 


Vi, xz0 


FL Vx, x<0 


3x e 
y = 1 têm os mesmos valores de x que as raízes do item (i) ou 
que as soluções do item (iv). 


. 1,165561185. 


a. Dois. b. 0,35003501505249 e —1,0261731615301. 
+1,3065629648764, +0,5411961001462. 


. х2 0,45. 


0,8192. 


. 0, 0,53485. 
. А raiz é 1,17951. 


a. Para x, ——2 ou x, =-0,8, x, — —1 à medida que i fica grande. 
b. Para x, =-0.5 ou x, = 0,25, x, — 0 à medida que i fica grande. 
€. Para x, = 0,8 ou x, = 2, x, — 1 à medida que i fica grande. 


d. Para xo = — V21/7 ou x; = V21/7, o método de 


Newton nào converge. Os valores de x, se alternam entre 


21/7 е V21/7 à medida que i aumenta. 


29. Asrespostas iráo variar com a velocidade da máquina. 
Secáo 4.8 
xi 3 
1. 4. х b. > € 7% Tux 
x a 1. 
3 3 3 2 4 
3. а.х b 33 с 3* + x“ + 3x 
l 5 5 
5. a =x b -х € 2x + x 
3 
7T. a Ух b Vx e INE rave 
9. a. х2/3 b. x! с. x 15 
11. In x b. 7Inx & x: — Sina 
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13. а. соѕ (тх). b. -3cosx. c. -L cos (zx) + cos (3x)- 123. а. v = 1002 — 612 b. s = 4052 — 412/2 

3». f 127.2. -Vx +C е Vx tC ex- Vx+ C 
I5. a. tgx b. 218 (3) с. -3tg (Es) b. x+ C d. —x*C f. —x— Vx + C 
17. а. —cossecx b. 1 соззес(5х) с. 2 cossec ES) Exercícios práticos 


1. Náo. 


3. Nenhum mínimo; máximo absoluto: f(1) = 16; pontos críti- 


1 GY cos: x= 1 e 11/3. 


19. a. le% b. —e™ c. 267 


La ext. -x 
“ЪЗ” PR” © Tam 


5. Mínimo absoluto: g(0) = 1; nenhum máximo absoluto; ponto 


23. а. 2sen x b. lux c. lu^ 2x crítico: x = 0. 
2 1 7. Minimo absoluto: 2 — 2 In 2 em x= 2; máximo absoluto: 1 em 
25. Tes ©, 49. тор боввес0 + С. х=1. 
‚‚ La » 9. Sim, exceto em x — 0. 
27. t TUR © 51. 3° = 56 qp C 11. Nào. 
4 2 x 
29. > - 25. + 7х + С. 53. —e™ + Ea +C. 15. b.um. 
| E m р 17. b. 0,8555 99677 2. 
Те ЭРЭГ. es ca 5, - 
3. = 33+ С. Эр» dap Dach is 23. Valor mínimo global dej emx-2. 
эз. SP + C. 57. -lcos2x + сошх +C. 25. a.1=0,6,12. b.1=3,9 e 6<1<12 
2323 43 t ү send | d. 0<1<6,12<1<14, 
35. 3* + 23 +С. 59. 2* 8 €. 21. 35. 
37. 4? — 8 эн + C. 61. Inlx-5tg!x+C. 
(V3+1) 
39. 5242. E + С 
КИР МЗ +1 
41, 2 E is 65. tg 0 + C. 
43. 2 sen t+ C. 67. —cotg x- x + C. 
45. -21 cos Š + С. 69. —cos 0 + 0 + C. 


47. 3cotg x + C. 


2 2 2 37. 


83. a. Errado: £ (sme c) - ЕРЕ" Y cosx = 


2 


x^ 
x sen + > COS x. 


4 (1 = \2, (6 4-442)67-12) ym (x — 3er 
b. Errado: 7- (=x cos x + C) =— cos x + x sen x. y = (x — 3)“ 


d 
є. Certo: de (-xcosx+senx+C)=-cosx+xsenx+cosx= 
x sen x. 


85. a. Errado: 2 ( 


= 2 
тр =2(2x + 1). 


2x + 1) 3(2x + 12 
= үс) ( ҮН) 
4 Ç 31. 39. 
b. Errado: z ((2x + 1} + C) = 32x + 1)2(2) = 6(2х + 1)2. 


с. Certo: ((2х + 1) + C) = 6(2x + 1}. wt eum 
dx у= 8-2) 

87. Certo. 89. b. 91. y 2x2— 7x * 10. 

colo E. d =d 
93, ye-itt-2 107.7 = + + 2t 2. 
95. у=9х!?+4. 109. y =x) 4x2 + 5. x 
97. s=t+sent+4, 111. y ——sen t * cos t P — 1. 
99, r= cos (70) – 1. 113. y 2 2х2 50. 

Эр! 1 nj 25! 
101. v = 5sect + 5. 115. = = +> 
103. v=3 sec! t- т. 117. y ——sen x — cos x – 2. 


105. y=x =x +4х +1. 

119. a. (i) 33,2 unidades, (ii) 33,2 unidades, (iii) 33,2 unidades. 
b. Verdadeiro. 

121. 1=88/k, k= 16. 
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43. 


47. 


a. Máximo local em x = 4, mínimo local em x = —4, ponto de 
inflexào em x — 0. 


Mín loc 


x=-4 


b. 


a. Máximo local em x = — 


pontos de inflexão em x = +1 e 0. 


b. 


Máx loc 


61. 
63. 
85. 
87. 
89. 


ай ы er cra Ep 


5. 65.1. 69. 0. 
0. 67. 3/7. 71.1. 
a. 0,36. b. 18, 18. 


54 unidades quadradas. 
altura = 2, raio = v2. 


73. In 10. 
75. In 2. 


Муз. 


77: 5. 


79. оо. 


. а. Máximo local em х = 0, mínimos locais emx=-1ex=2, 
pontos de inflexào em x — (1 + 


2, mínimo local em x — va, 


81. 1. 


83. e". 


91. 


93. 


127. 


129. 


131. 


133. 


x = 5 — V5 cento=276 pneus, 
у = 25 – 35) cento = 553 pneus. 


Dimensóes: a base mede 6 pol. por 12 pol., altura = 2 pol.; 
volume máximo = 144 pol.?. 


95. x, = 2,1958 23345. 1155-8824, 
X*. 5 5 х2 
97. 4 У тС. 113. 3Inx — 2 + С. 
99. 202 — + C. 115. le Фес 
1 2-т 
101. - —75* C m1. +С. 
103. (02 + 19? + C. 119.2 sec”! h| + C. 
1 413/4 2 
105. q (1 + x!) + C. 121.y=x-Í-1, 
107. 101810 + C. 123. r = 4152 + 443? — gr, 
1 
109. — —— соззес\/2 0 + C. 
va 
125. Sim, sen !(x) e —cos (х) diferem pela constante 7/2. 


1/ V2 unidades de comprimento por 1/ Ve unidades de altu- 

ra, A = 1/V2e ~ 0,43 unidade. 

Máximo absoluto = 0 em x = e/2, mínimo absoluto = —0,5 em 

x=0,5. 

x= +1 são os pontos críticos; у = 1 é uma assíntota horizontal 

em ambas as direções; o valor mínimo absoluto da função é 

e V2 em x 2—1, e o valor máximo absoluto é eV2/2 em x= 1. 

a. Máximo absoluto de 2/e em x = e?, ponto de inflexáo 
(e3, (8/3)e-*3), côncavo para cima em (e^, оо), cónca- 
vo para baixo em (0, е®3) 

b. Máximo absoluto de 1 em x — 0, pontos de inflexào («1/\/ 2, 
1/ Ve), cóncavo para cima em (-оо, NU ( 12, оо) 
côncavo para baixo em (—1/\/ 2, 1/V2) 

с. Máximo absoluto de 1 em x = 0, ponto de inflexão (1, 2/e), 
cóncavo para cima em (1, оо), cóncavo para baixo em (-оо, 1) 


Ехегсїс105 adicionais e avancados 


1. A função é constante no intervalo. 

3. Os pontos extremos não estarão na extremidade de um interva- 
lo aberto. 

5. a. Um mínimo local em x = –1, pontos de inflexão em x = 0 e 


23. 


x=2. 
b. Um máximo local em x = 0 e mínimos locais em x =-1 e 
1+ V7 


x=2, pontos de inflexão em x = a X 


. Não. 


a=1,b=0,c=1. 
Sim. 
Furar o buraco em y = h/2. 


= PH > 2R,r = Rse H x 2R, 


10 1 


r 


Р b? — 2bc + c? + 4ae 
2e `2 I 4e 


25. 


s= сей. 
s 


27. a. k=-38,72. b. 25 pés. 
29. Sim y=x+C. 31. u = 2V2 pan, 
CAPÍTULO 5 
Seção 5.1 
1. a. 0,125. b. 0,21875. e. 0,625. d. 0,46875. 


3. 
. 0,3125, 0,328125. 7. 1,5, 1,574603. 

. a. 87 pol. b. 87 pol. 11. a. 3490 pés. b. 3840 pés. 
. 8. 74,65 pés/s. b. 45,28 pés/s. c. 146,59 pés. 


21. 


а. 1,066667. b. 1,283333. с. 2,666667. d. 2,083333. 


31 
16 17. 1. 
a. Superior — 758 gal., inferior — 543 gal. 


b. Superior = 2363 gal., inferior = 1693 gal. 
с. =314h,=32,4h. 
a 


.2. b.2V2 = 2,828. 
c. 8sen (z) = 3,061. 
d. Cada uma das áreas é menor do que a área da circunfe- 
réncia, 77. А medida que л cresce, a área do polígono se 
aproxima de т. 


Seção 5.2 


6(1) 6(2) 


“14172412 


. cos(1)7r + cos(2)z + cos(3)7 + cos(4)r = 0. 


т V5-2 


т 
. sen —senz + sen = ——F . 7. Todos eles. 9.b. 


2 3 2 


6 4 1 5 1 
dd 4e 32-р AED 
k= 


k 
1 1 
. а. =15. b 1. c. 1. d. –11. e. 16. 


17 
19. a. 55. b. 385. е. 3.025. 
21. —56. 23. —73. 25. 240. 27. 3376. 
29. a. 21. b. 3500. c. 2620. 
31. a. 4n. b. сп c. (п?—п)/2. 
33. a. b. 
y y 
A 
sË: (2,3) 4 
Т0)-х12-1, ТОРГЫНГ 
О<х<2 0<x<2 
| Esquerda Direita 


С 


n ӨТ ....... == 


Respostas selecionadas 605 


c. 
y 
* T 
at (2,3) 
fo=*-1, 
О<х<2 
Ponto médio 
2Г Г 
i 
р 
Ч 
х 
-1 
35. a b. 
y y 
f(x) = sen x, f(x) = sen x, 
-m<x<m -m<x<m 
Esquerda Direita — 


f(x) = sen x, 
-т<х<т 
Ponto médio 


2 
37. 12. 95-50-0005 y 42775 12 
5 65-1 5 1 1 1 1 
43. = + PSC e 45. 2;*mn* эл? 2 
Secáo 5.3 
2 5 з 1 
1, fea SALES & | = ds 
0 -7 da AR 
0 
г. | sec х dx 
/—т/4 
9. а. 0. b.-8. c.-12. d. 10. e. 2. f. 16. 
H. a. 5. b. 5V3. es d. 5. 
13. a. 4. b. 4. 15. Área — 21 unidades quadradas. 


17. 
19. 
21. 


Área = 97/2 unidades quadradas. 
Área = 2,5 unidades quadradas. 
Área = 3 unidades quadradas. 23. 22/4. 25. P — a". 


27. a. 27. b. т. 29. 1/2. 31. 3772. IN. 2/3. 
35. 1/24. 37. 3a?/2. 39. ЫЗ. 41. -14. 43. 2. 
45. -7/4. 47. 7. 49. 0. 
51. Utilizando п subintervalos de comprimento Ах = b/n e valores 

de extremidade а direita: 

b 
Área = [ 3x? ах = p) 
0 

53. Utilizando n subintervalos de comprimento Ах = b/n e valores 


de extremidade à direita: 


b 
Área = / 2x dx = b? 
0 
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55: 
61. 
63. 
71. 
73. 


75. 


77. 


média (f)=0. 57. média (f) = 2. 59. média (f) = 1. 
a. média (0) = 1/2. b. média (0) = 1. е. média (g) = 1/4. 
c(b — a). 65. 22/3 — à?/3. 67. 9. 69. 55/4 — a*/4. 

a=0eb= 1 maximizam a integral. 

Limitante superior = 1, limitante inferior = 1/2. 


1 1 
Por exemplo, | sen(x?) dx = 1 dx = 1. 
0 0 


b b 
[ооа = [ово 


79. Limitante superior = 1/2. 

Seção 5.4 
2- v2 1 

1. 6. mo 33. (0° — 2"). 49. 0. 

3. -10/3. 19. -8/3. 35. Le L^ SÉ 

5.8. 21. -3⁄4. зт. V26 — V5. 53, 2x? 

7.1. 23. V2 - N/8 1 39. 22260) 55. 1. 

> 

9, 2V3, 25, —1. 41, 46. 57. 28/3. 
11. 0. 27. 16. 43. 3e. 59. 1/2. 
13. -т/4. 29. 7/3. 45. V1 + x. 61. 7. 
15. í = Z. 31. 27/3. 47. À xP sen x, 63. Var 

4 2 2 
Ai mi 
65. d, uma vez que y'=% e »(7) ¿dt — 3 34 
j^ 
67. b, uma vez que у = sec x Ыы sect dt + 4 = 4. 
0 
: 2 

69. у= | sec t dt + 3. 71.5 bh. 73. $ 9,00. 

75. a. T(0) = 70°Е T(16) = 76°F. 


77. 
81. 


83. 


Т(25) = 85°Е. 
b. média (Т) = 75°Е. 
2х-2. 79. -3х + 5. 
a. Verdadeiro. Um vez que / é contínua, g é diferenciável pela 
Parte 1 do teorema fundamental do cálculo. 
. Verdadeiro: g é contínua porque é diferenciável. 
. Verdadeiro, uma vez que g'(1) = f(1)= 0. 
Falso, uma vez que g"(1) = f'(1) > 0. 
. Verdadeiro, uma vez que g'(1) = 0 e g"(1) = f'(1) > 0. 
Falso: g"(x) = f'(x) > 0, de modo que g” nunca muda o 
sinal. 


"o e ° = 


g. Verdadeiro, uma vez que g'(1) = f(1) = 0 e g'(x) = f(x) 6 
uma funçào crescente de x (porque f'(x) > 0). 

_ ds 

dt 

b. a = df/dt é negativo, uma vez que o coeficiente angular da 
reta tangente em / = 5 é negativo. 


а. v = 4 f(x) dx = f(t) = w(5) = f(5) = 2 m/s. 
dt Jo 


3 
с. s= | Хх) dx = 106) = 3 m, uma vez que a integral 
0 


é a área do triângulo formado рогу = f(x), o eixo xe x= 3. 
d. / — 6, uma vez que, após t = баг = 9, a região está abaixo 
do eixo x. 
e. Em t=4 e = 7, uma vez que existem tangentes horizon- 
tais ali. 


f. Em sentido à origem entre 1 = 6 e t = 9, uma vez que a 
velocidade é negativa nesse intervalo. Em sentido oposto 
à origem entre / = 0 ег = 6, uma vez que a velocidade é 
positiva ali. 

g. Lado direito ou positivo, porque a integral de f entre 0 e 9 é 
positiva, havendo mais área acima do eixo x do que abaixo. 


Secáo 5.5 
1. Тох 4% + C. 7. cos + C. 
з. ++ 9. 2 sec2r + C. 
5. 16:2 + 45 + С. 11. -6(1—3у!2+ С. 


р 1o 1) sena? 2) + C. 


15. a. -$ (cotg? 20) +C. b -4 Cossec? 20) + С. 
17. -16 — 259 + c. 29. - É сов (х3? +1) + @ 
_2(1 — 02)5⁄4 + с 
19-201 = у 6, a y+e 
21. (-2/(1 + Vx)) + C. 33. -sen (4 - 1) + C. 
L sen? (1/0) 
23. ив (ax + 2) + C. "€ E +c 
25. L sens (2) + c 37. -L1 +1 + C 
2 3 2 7. i6! t^) 
n 6 2 1 3/2 
п. (: 1 TG. 39. 3 2-3 E O, 
2 3 y^ 
41. z( = 3) + C. 
ДЇ, - 12 1 -— 11 
үү гээ e үү =? £ ë; 
al в ba - 48-21 — 556 
45. 80 х)? + 70 х) 30 x + C. 
ат. 1G? + 102 16? + D? + C. 
49. ——1— + C. 55. In In x] +C. 61. gr! + C. 
4 (x — 47 
51. e C, 57. z-In(1*e)*C. 63. зве) с. 
53. (еМ 1) + С. 59. ЧЭ (8) C. 65. In|tg ! |+ C. 
67. a. = 
2+tg'x 
a U 
PET 
6 


69. 


71. 


73. 


75. 


с. (q a SEC, 
2+tg'x 


q sen/3(2r ==1ў°4=6 + б, 
s= lor = 1)! — 5. 


СЭН 


s=sen(21-3) + 1001 +1 77. бт 


Seção 5.6 

1. a. 14/3. b. 2/3. 3. a. 1/2. b. -1/2. 

5. a. 15/16. b. 0. 7. a. 0. b. 1/8. 9. а. 4. b. 0. 
11. a. 1/6. b.12. 13. а. 0. DO 15. 2V3. 

17. 3/4. 27. n3. 37. m. 47. 16/3. 57. 5/6. 
19. 352—1. 29. (In 2Y. 39. 7/12. 49. 252, 59. 38/3. 
21. 3: 31. = 41. 27/3. 51. 7/2. 61. 49/6. 
23. 7/3. 33. In2. — 43. V3 — 1. 53. 128/15. 63. 32/3. 
25. e. 35. In27. 45.-т/12. 55. 4/3. 65. 48/5. 
67. 8/3. 69. 8. 71. 5/3 (Há três pontos de intersecção). 
73. 18. 79. 2. 85. 4. 91. 2. 97. In 16. 
75. 243/8. 81. 104/15. 87. - + 93. 112. 99.2. 
77. 8/3. 83. 56/15. 89. 7/2. 95, 1. 101. 2115. 
103. a. (+Vco. Ь.с-423, е. с= 423, 
105. 11/3. 107. 3/4. 109. Nenhum. 111. Р(6)— Е(2). 
113. a. -3. b. 3. 115. Т=а/2. 
Exercícios práticos 

1. a. Cerca de 680 pés. 

b. 
h (pés) 
t(s) 
3. a.-1/2. b. 31. c. 13. 4.0. 


5 
5. / (2x — 19 ах = 
1 


9. а. 4. b.2. с.-2. d.-2m. e. 8/5. 
11. 8/3. 13.62. 15.1. 17.1/6. 19.18. 21.9%. 
2 

nm, У 8/2 -7 
ге 31. 6/5. 
25. 4. 29. Min.: -4, máx.: 0, área: 27/4. 33. 1. 

: 
37. y = E (ex) а-3 43. —A(cos х)!? + С. 
5 
39. y= sen"! x. 45. 02 + 0 + sen (20 + 1) + C. 
нен 27 2 DIA 

41. y = sec x+ >x > 1. 47. y ++ + C. 

E ! 32 1 x 
49. – 308019) +С. 61.73 (3) +С. 73.16. 
51. (б -7)*C. 63. > sem! a(r — 1) + С. 75.2. 
53. e'ex+ С. 65. Bac 7. 1, 

va 

—n7 1.1 [2x1 
A 67. йн |+ С. 79.8. 
57. In (9/25). 69. ёст! Vx + C. 81.27 V/3/160. 
59. 3 (ma)? + C. TL. Vig y + C. 83. 7/2. 
85. V3. 91.2. 97.e-1. 103. шэн 
87. 6V3 — 27. 9.1. 99.1/6. 105.7. 
89. —1. 95.15/16+In2. 101.914. 107. 7/V3. 
109. sec! Dy|--C.— 111. 7/12. 113. a. b. b. b. 


0 
2 7. [ie 


Respostas selecionadas 


117. a. E cx =x+C)= m + Inx — 1 + 0 = Ix. 


x 
1 
EI 
119. 25°F — IL У26соёх 103, 5 
125. dy = 2 со Inx) x 
` dx x ^ 
dy 1 
127. — = =. 
dx у= x? V1 - 2 (ser! x}? 
129. Sim. 131. - V1 + х2. 


607 


133. Custa =$ 10.899 utilizando uma estimativa de soma inferior. 


Exercícios adicionais e avancados 


5, а, 104. b. V/12, 


1. a. Sim. b. Nào. 


x 
7. f(x) = =. 9. у= +2 -4. 
Vx? + 1 
11. 36/5. 


15. 13/3. 


17. 12. 19. т/2. 21. 2. 23. 1⁄6. 
1 
25 f(x) ах 27. b. ar. 
0 
29. a. 0. € =. e у=2х+2-п. g [-27,0]. 
b-L d. x=1. їх--1,х-2 
Эс 3079 99 сун эн) 
. 29 e - —— e BT — AAA 
Му 2Му №№ 
1 1 
37. (senxyx. 39. х= 1 41. 22112 Qu. 43,217, 
CAPÍTULO 6 
Secáo 6.1 
1. 16. 3.163.  5.a.2V3. b.8. 7. а. 60. b.36. 
9. 87. 11. 10. 13. а. s?h. b. sh. 15.27. 
17. 4—т. 19.227, 231,365, 23. т. 25.2 (1-1) 
5 2 22 
27. 2104. 29 "(= + 2V2 – 11) 31.22. 33.2, 
27 
35. 4min4. — 39.77. 43. т(т-2). 47. 8m. 
2 1177 47 Tm 
2-2 кый 8.19 
37. q^ – 2m. 41. 5 45. 3 49. 6^ 
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32т 87 2247 
51. а. 87. b. $^ 637 d. 15 ` 
1677 567 647 РТ 
53. а. 15" b. 15^ Cs 55. V = 2a*br”. 
51 ë mh(3a — h) Ë 1 
E > 3 Я - 1207 m/s. 
61. V=3308 cm". 63. 4 5 жа. 
$есао 6.2 
1. 67. 3. 27. 5. 147/3. 7. 87. 9. 57/6. 
TIm 167 Am 
Lo Bj 9 DS: 
8т lór 
13. b. 47. 17. EX 21. 3^ 
23. a.l67. c. 287. e. 607. 
b. 327. 4. 247. f. 487. 
277 277 720 10877 
35.232 0. 5 >. dos. 
бт 4m 
27. a. CE b. uw € 2m. d. 2m. 
2m 


: 3 т 
29. a. Em torno do eixo x: V = : em torno do eixo y: V = é 


15 


z, em torno do eixo y: V = ©. 


b. Em torno do eixo x: У = 1 


31. a. эл. b. Ат. с. 2л. d. 22. 
33. а. = b. X 

35. а. 22, p EZ 

37. a. = b. T. 


39. Disco: 2 integrais; апе!: 2 integrais; casca: 1 integral. 


2567 2447 1 
4l a Ty bh. 47 (1 - 3! 
Secáo 6.3 
1. 12. E 5 223 q, 2 9. 2 


6 "327 "7 8^ 
2 
ll. a. / МІ + 4х2 а. е. =6,13. 
-fj 
т 
13. 31 МІ + соѕ уйу. е =3,82. 
0 
^3 
7: МІ + (у + 1)? ау. c =9,29. 
- 


15. 


т/6 
17. a f secx ах. c. = 0,55. 
0 


19. а. у = Vxentre (1, 1) e (4, 2). 


= 


. Somente uma. Conhecemos a derivada da fungáo e o valor 
da fungáo em um valor de x. 


21. 1. 


27. Sim, f(x) = +х + C, onde C é qualquer número real. 


2 32 ЖШ 
31. 5500 1). 


Seção 6.4 
т/4 
1. a. 2r | (tgx) VI + sectxdx. е. S= 3,84. 
0 
b. 


7. a 
b. 
1 
08 
06 
04 х= k tg tdt 
02 bi 
0 0. 02 03 04 05 06 07 
9. 4g V5. 11. 37 V5. 13. 987/81. 15. 27. 
1 
17. т(М8 — 1)/9. 19. 357V5/3. 21. "(5 + In 2) 


23. 2537/20. 27. Pedido de 226,2 litros de cada cor. 


Secáo 6.5 
1. 400 N/m. 3. 4 cm, 0,08 J. 
5. a. 7.238 Ib/pol. b. 905 pol.-Ib, 2714 pol.-Ib. 
7. 780 J. 9. 72.900 pés-Ib. 11. 160 pés-Ib. 


13. a. 1.497.600 pés-lb. b. 1 hora, 40 min. 
d. Em 62,26 Ib/pés?: a) 1.494.240 pés-Ib b) 1 hora, 40 min. 


Em 62,59 Ib/pés?: a) 1.502.160 pés-Ib b) 1 hora, 40,1 min. 


15. 37.306 pés-Ib. 
19. 2.446,25 pés-lb. 
25. 85,1 pés-Ib. 27. 98,35 pés-lb. 29. 91,32 pol.-oz. 
31. 5,144 X 10? J. 33. 1.684,8 Ib. 

35. a. 6364,8 Ib. b. 5990,4 Ib. 37. 1164,8 lb. 39. 1309 Ib. 


17. 7.238.299,47 pés-Ib. 
21. 15.073.099,75 J. 


41. a. 12.480 Ib. b. 8580 lb. е. 9722,3 Ib. 
43. a. 93,33 lb. b. 3 pés. 45. =” 


47. Não. O tanque irá transbordar porque o fundo móvel terá se 


movido somente 33 pés quando o tanque estiver cheio. 


Secáo 6.6 

1. #=0,9= 12/5. 3. Х-1,9--3/5 

5, = 16/105,7= 8/15. 7. ¥=0, 7 ="/8 
9. х= 1,44, ў 0,36. 

2214 252. 16 

11. z= rD 13. x = 7,y 127 
15. х-3/2,У-1/2 

17. ш b.x=2,y=0 


21. X=y=13. 23. X-a/3, — ЫЗ. 25. 138/6. 
27. x-0, 5-77. 
29. x- 12, 5-4. 31. x- 6/5, 5— 8/7. 
35. V=327, 85-32 V2m. 
37. 472. 39.3=05=2%  anx-05-2 
Š 37 
43. V2ma (4 + 37)/6. 45. x = $y = d 
Exercícios práticos 
9m > ¿Dr 
Li 5% 13% 
7. a. 27. b. т. c. 127/5. d. 267/5. 
9. a. 87. b. 1088/15. c. 5127/15. 
11. 13V3-%m/3 13.7. 
287 10 1 
15. 3 T pés?. 17. 3: 19.3 + 8 In 2 
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21. 28т\/ 2/3. 23. 4m. 25. 46401. 
27. 10 pés-lb, 30 pés-Ib. 29. 418.208,81 pés-Ib. 
31. 22.5007 pés-lb, 257 s. 33.x 20, у= 8/5. 


35. х= 3/2, у= 12/5. 37. х= 9/5, y = 11/10. 
39. 332,8 lb. 41. 2.196,48 Ib. 


Exercícios adicionais e avancados 


1. f(x) гэ 8 3. f(x) = УС? — 1x + a,onde C>1. 
5, —E 7.285. ма 

530328 E us 
П. x-05-7—À а р (0, 1/2). 


15. a. х=ў=4(а? + аЬ + D?) (3m(a + Ь)). 
b. (2а/тг, 2а/тг). 
17. =2.329,6 Ib. 


CAPÍTULO 7 
Secáo 7.1 
2 6 

1. In (2) BE 

3. In |? - 25| + C. 33. 32.760. 

5. In|6+3 tg t| + C. 35, 321, 

7. ша «Уус. зт. LL (MN c 

21002 

9. 1. 

11. 2(In 2)*. 39. 2(In 2). 

13. 2. 41. шон 

15.2 + С. 43. In 10. 

17. -e? C. 45. (In 10) In [In x| + C. 
19. el: + C. 47. у= 1 — cos (e' — 2). 
21. Lesen + С. 49. y=2(e* +x)-1. 
23, 1. 51. y=x+In |х| +2. 

25. In (1 +e") + C. 53. min16. 

1 
27. 21n2' 55. 6+1n2. 
29. 4. 57. b.0,00469. 
In2 
69. a. 1,89279 с. 0,94575. е. 529595. g.-1.03972. 
b. -0,35621. 4. -2,80735. f. 0,97041. h. —1,61181. 

Secáo 7.2 

9. Зул -x = С. 11.еФ”-6 = С. 

13. -x 4215 Vy =C. 15. e” 2e = С 


17. y-sen(? ^ C) 19. im ly? — 2| = x? + C. 
21. 4 (Vy + 2) = e* + C. 


23. а.-0,00001. b.10.536anos. с.82%. 


25. 54,88 g. 27. 59,8 pés. 29. 2,8147498 х 1014. 
31. a. Sanos. b. 32,02 anos. 
33. 15,28 anos. 35. 56.562 anos. 


39. a. 17,5min. b. 13,26 min. 


41. —3°C. 43. Cerca de 6.658 anos. 45. 54,44%. 
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Seção 7.3 13. Quando o grau de f é menor que ou igual ao grau de g. 
1. cosh x = 5/4, tgh x = 3/5, cotgh x = —5/3, IS. 1,1. 
sech x = 4/5, cossech x = —4/3. 21. b. In (е!7000000) = ]7 000,000 < (e!7*10*10*, 
3. senh x= 8/15, tgh x = 8/17, cotgh x = 17/8, sech x = 15/17, =e" ~ 24.154.952,75 
cossech x = 15/8. €. x~ 3,4306311 х 1055. 
1 Ёс d. Cruzam em x = 3,4306311 х 1015, 
8. x + m 7. e”, 9. e^. 13. 2 cosh 7. : 
х 3 23. a. Oalgoritmo que leva O (n log, n) passos. 
b. 


y 


15. sech? Vi + ed 17. cotgh z. 
t 


2 
y = n(log; n)” 


19. (In sech 0)(sech Ө tgh Ө). 21. tgh? v. 23, 2, 2500 
25. ———— 47. tgh ( 3 + C. ний 
Я : ; Nel 2 
2Vx(1 + x) ° 2 am 
o М © C 1000 
27. — teh! Ө. 49. —Zsech Vt ` 500 y = торуп 
1+0 5 n 
= 20 40 60 80 100 
29. 27 — cotgh Vi. 51,182) 
2Vt 
Е 53. 5 + In2. 25. Poderia levar um milháo para uma busca sequencial; no máxi- 
31. —sech x. mo 20 passos para uma busca binária. 
In 2 55. e-el, ЭЭ S 
33. === Exercícios práticos 
гү? 57. 3/4 
1+ (5 1. –соѕе +C. 3. 118. 5. 212. 
59, 3 + In V2 І 2 
35. [sec x]. "8 ü Te 5 Un (х= 5) + С. 
cosh 2x 
а. +C. 61. In (2/3). 9. 31n7. 11.2(У2-1) 
43. 12 senh [2 - m3) +C. —In3 Loy In2 3 
2 63. — 13. у = (3/2) 
45. 71а |e" + е*7|+ C. 65. In 3. 15. y- Inx - In 3. 
67. а. зеп (V3). b. In( V3 + 2). mp 
„2 1-5 
1 1 
69. a. cotgh (2) - cotgh (5/4). b. (3) »(1) 19. a. Mesma taxa. c. Mais rápido. e. Mesma taxa. 
b. Mesma taxa. d. Mais rápido. f. Mesma taxa. 
71. a. —sech”! (8) + sech”! () 21. a. Verdadeiro. c. Falso. e. Verdadeiro. 
b. Falso. d. Verdadeiro. f. Verdadeiro. 
"Ue ( *NI- тана sã ( »-М1- «з 23. 1/3. 25. 1/e m/s. 
. —In п 
(12/13) (4/5) 27. In 5x - In Зх = In (5/3). 
a fx + СҮҮ 
= —m(2) + In 2) = In (4/3). 29. 12. 31. у= (e 59) 
2 
73. а. 0. b. 0. 33. у? = зеп”! (2 tg x+ O). 
mg 35. y=-—2+In (2 — e”. 
77. b. joy. e. 80\/5 = 178,89 pés/s. ЗТ. у= dio ау 1, 
79. 27. 39. 18.935 anos. 
81. £ Exercícios adicionais e avançados 
Lal bw2. ет. 
Seção 7.4 


4 ¿E 
3. tglx+tg" (1) é uma constante e a constante é > para x > 0; 
1. a. Mais lento. c. Mais lento. е. Mais lento. g. O mesmo. ‚ т А 
e 
b. Mais lento. d. Mais rápido. f. Mais lento. h. Mais lento. 2 


рага x < 0. 
y 


3. а. О mesmo. c. О mesmo. е. Маіѕ lento. g. Mais lento. 
b. Mais rápido. d. O mesmo. Ё. Mais rápido. h. O mesmo. 
5. а. О mesmo. е. О mesmo. е. Mais rápido. g. Mais lento. 
b. O mesmo. d. Mais rápido. Ё. О mesmo. h. Mais rápido. 
7. da,c,b. 
9. a. Falso. c. Verdadeiro. e. Verdadeiro. g. Falso. 
b. Falso. d. Verdadeiro. f. Verdadeiro. h. Verdadeiro. 7. х 


CAPÍTULO 8 


Secáo 8.1 
1. -2х сов (x/2) + 4 sen (x/2) + С 
3. Üsent*2tcost-2sent* C 7. xe'- e'« C 


5. 4-3 9. —(2 + 2x +2) e*x+ C 
11. ytg ! (y - InV1+y?+C 

13. xtg x+n [cos x| +С 

15. (2-32 + 6x- 6)e* + C 

17. (2-7x* 7)e* + C 

19. (x5— 5x! + 2053 — 60: + 120x – 120)е + C 


21. 1(-e'cos 0 + e"sen0) + C 


2x 
23. FÊ sen Зх + 2 cos 3х) + C 
25. ¿(Vas O с 


z DE афу E 

7-3 š 18 

29. i [—x eos (Inx) + xsen(Inx)] + C 
31. jm [sec x? + tgx?] + C 


1,2 2 lom lugo ds 
33. 5х (nx) 2* Inx + 3x +C 


35. -1їх-1-0 


39. ip (2 + 1j? — zo + 12 + C 


LA 
37. qe + C 


41. — sen 3x sen 2x — ios 3xcos2x + C 


2 ы 
43. cose * C | 47.7 : А 


45. 2 Vx sen Vx + 2 cos Vx + C 49. 
51. а. т b. 3m c. Sm а. (2n+1)7 
53. 2т(1-1п2) 55. а. л(т-2) b. 27 


5т -3V3 


9 


a. 1 b.(e-2)r c. $e + 9) 
== 1(„2 selo -— 
d. x= (e + 1), y 2 (e 2) 
59. 5-0 — е") 61. u= x", dy = cos x dx 
т 
63. u=x",dv=e" dx 
67. x sen-! x + cos (sen! x) + C 
69. xsec!x — In|x + V - 1| + c 71. Sim 
73. a. xsenh!x-cosh(senh !x)+C b. xsenh!x-(1432)2- C 


Secáo 8.2 
1. узеп2х + C 3, —qcostx + C 5. у cos'x — cosx + C 
_ E diclo X od 
7. cosx + 3 cos" x s Сох + C 13. ух + узеп2х + C 
9. sen x — + зеп? x Jac 15. 16/35 
11. Deb deet C 17. 37 


4 6 
19. —4 sen x cos? x + 2 cos x sen x + 2x + C 


21. —cos* 20 + C 23. 4 25. 2 


3 2 4 (ЗҮ? 18 2 (зү? 
п. |3 5 ».¿(3) m 31. V2 
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Respostas selecionadas 


33. ух + C 37. уш?х + С 

35. узел + С 39. 2V3 + In(2 + V3) 
2 1 2 

41. 3180 + y Sec 01g0 + C 

43. 4/3 45. 2tg2x-2 In (1 + tg? x) + C 
1 ENE ‚ 

47. qux ag x^ In |sec x| +С 

49. 2-mv3 51. –-1.сов5х – Гов С 53, т 
3 10 2 
1 54-21 

55. z sena + 14 Sen 7x TG 

57 1 ѕеп 30 1 seno : sen 50 + С 

`6 4 20 
59. -i cos? 0 + C 


4 20 
63. sec x-— In |cossec x + cotg x| + C 
65. cosx + secx +C 
Lodo 1 e 
67. q” q sen 2x g cos 2x + C 
69. (1 + V2) 
3 2 4m. Bm +3 
do "uae 
Secáo 8.3 
1. In|V9 +x2+x|+C 3. 7/4 5. 7/6 
`/ 2 
7, 2 sen“! (£) AE y С 
2 5 2 
Van? — 
9. An + Ski, 2 +C 
2 
у —49 -1() 1 1— х?\? 
ae] mA ee 
з. VZ e 29. 21g 2x. —— +€ 
ES E ӨС (даа) 
15. -V9 -x C 31. Ii р-я 
L 24 492 2 1 v 3 
002+ 4)9?— 4VX2 + 4 + x 
17. 36 4) 4Vx^ +4 ЖЭ 
2 
jp, 2201-6. y ë 35. In9 — In(1 + V/10) 
21 Az +C 37. тб 
23. 4V3 — te 39. sec! |v| + C 
25. --4-2--0С 41. Vx? -1+С 
Vx? – 1 


51. 


1 


CUR cod = Loose 


Im VI ex espe C 
Ivi 
. 4 sen — +Уху%-х+с 
«q sen! VA LV VI=x0 — 20 + C 


= 3, [zx ) _ 37 
y = 1 В) g 53. 3т/4 
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55. 


57. 


$есао 8.4 
2 3 =2 1 2 
lLx-3*x-2 саатта PLI 
3 а qtas A 
"xtl (+1) . t-3 1-2 
9. 2 [m|1 + x|- I|! — x|] + C 
п. уна +6 x- 1 +C 13. (1а 15)/2 
15. -Line + а + 2|+ ini 1| + C 17. 312-2 
2 6 3 
1 x+ 1 x 
19. 28 1 ma ri 21. (m -21n 2)/8 
Е 1 
23. tg ly — +C 
кз 2-1 


а. iG +6V3- 12) 


т? + 12\/3т — 72 


3V3- т 5 


b. x „J 
Ат + 6V3 — 12) 12(т + 6V3 — 12) 
l2 243/2 _ 2 245/2 
а. 3 xry (50 ху ас 
b. HI xy? + La AA+ e 


la. Qm La дүр 
с. 501 x^) 30 Ху + G. 


. —(s— 1)? + (s = 1)! + tg s + C 


2 z lide 2 -1 (2х + 1 
«an [x l| t ç! |x +4 +1] V3 tg = 
lj EZL] la 
а 1 S dE EIN 

-1 2 -i 
ж —— (0 + 28 + 2) — ig "(04 I) + CÇ 
82042 ™ dab. 
oen E ec 


. 9 + 2In|x| + 1e 7in|x - 1| + C 


2 


EE ns 1 2 
5 In|y|+ sin (1 + y) + C 


ё + 1 
39, 1 (E) +C 
1, |seny — 2 
^ 5 EET e 
(tg! 2x? 6 
43 4 31n|x 2| Єүтгү +C 
ух Ч 
45. In TG 
Vx +1 
"E tT? |n 
УХЕ 141 
4, ba | E | ёс 
4 x*+1 
51. x-In|r-2]-In|t-l|-In2 55 3т1125 
_ 6 _ 
53, х= TE 1 57. 1,10 
4 
59. = OG ван 


Y 499 + e" 


$есао 8.5 


(2x — 3x + 1) 


. V4-x?-2In 


l 2 
. алара + D) + 


_sent2xcos2x _ 2 sem 2x cos 2x _ 4 cos 2x + 


sen? 20 cos? 20 


—cossec?x cotg x 


. V2 + In( V2 + 1) 


. 2m V3 + 1 V2In( V2 + V3) 
. X = 4/3, y = In V2 
27/8 67. 7/4 


2 G 1) 
— [tg +С 
v5 3 


vma (E a) rc 


5 FE 


-V9 — 4x 
* 


70 V9 — 4х – 3 
3 IV9-4+3 


х + 2)(2х — 6) V 4x — х? = 
pr a — easi (1553) + c 


ЁС 


VI 


ЁС 


VI+ Мт + х? 
х 


2 


2 + V4 -— х? 
х 


+6 


2 
3 s Q cos 3⁄ + 3 ѕеп3/) + C 


: rr + 1 загїх = iA —x2 +C 


4 


2 
Cit El 2 
Zu х +m +x) +С 


6 


. cos$x _ cosx 
10 2 


Е B e| "T" 


7 9 


„ sen (6/12) + £ sen (70/12) +С 


х 1 -1 
— + tg lx+ C 
21-39) 2º * 


3 (e - A seiva + dive + С 
ese! Vx — \Мх—х? +С 
. V1 = sert — In 


. In|iny + V3 + (ур | + C 
.In|x- 14 Vx? + 2x + 5| + C 


EVT а (833) + c 


1+ VI — sert 


sent 


Tec 


3 


10 15 15 2 


3 
sen” 20 
10 E зайг 


. tg22x — 2In|sec2x| + C 


(sec zx)(tg mx) 


1 
ЯГ + 7 In|sec7rx + tg mx] + C 


3 соѕѕес x cotg x 
4 8 


A [sec (e! = Dtg(e' - 1) + 


In|sec (e! — 1) + tg(e' — 1)|]] + C 
55. m/3 


61. 7,62 


3 In|cossecx + cotg x| + C 


Seção 8.6 


1. 


a E (8: 


a. 
a. 

. а. 283 b; 2 21. a. 
а 
а 


I: 
H: 


1,5,0 b. 1,5,0 с. 0% 
1,5,0 b. 1,5,0 c. 0% 
2,75,0,08 b. 2,67, 0,08 с. 0,0312=3% 
2,67, 0 b. 2,67, 0 с. 0% 
6,25,0,5 b. 6,025 е. 0,417=4% 
6,0 b. 6,0 с. 0% 
0,509, 0,03125 b. 0,5, 0,009 
. 0,5,0,002604 b. 0,5, 0,0004 
. 1,8961, 0,161 b. 2, 0,1039 
П:а. 2,0045, 0,0066 b. 2, 0,00454 
21.02 17. а.71 b. 10 
. 116 b. 2 19. a. 76 b. 12 
82 b.8 
25. =10,63 pés 
b. =1,37079 е. =0,015% 


с. 0,018 = 
с. 0% 

с. 0,052 = 5% 
с. 0,2% 


2% 


. 15.990 pés? 
. ~ 0,00021 


. a. =5,870 b. [Ej < 0,0032 
. 2107pol. 35. 


144 


Secáo 8.7 


1. 7/2 


. V3 19 (i + 3 23. 1 


„т 21. -1 


. Diverge 


. Converge 
. Converge 
41. 
65. 
67. 


3.2 5.6 77/12 9. 33 1.14 13.0 


27. 7/2 


25. -1/4 29. 1/3 
51. Converge 


31.6 


33. In2 
59. Diverge 


2 


43. Diverge 


45. Converge 53. Converge 61. Converge 


47. Converge 55. Diverge 63. Converge 


Converge 49. Diverge 57. Converge 


b. Converge quando p > 1 
73. b. =0,88621 


a. Converge quando p « 1 
1 69. 27 71. In2 


swf" SM dr 


b. = 0,683, = 0,954, = 0,997 


Exercícios práticos 
1. (x + D(In (х+1))-(х+1)+С 


3.xtg ! (3х) — H In (13-92) + C 


5. (x + 13e! — 


2(x + D)ee**2e'*C 
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Respostas selecionadas 


x x 
7. 2e'sen2x , e'cos2x +C 
5 5 
9. 2in|x — 2| — In|x — 1| + C 
l 
11. In|x| — In |x + l+ = T+ € 
1 с080-1 
5 3 с 
15. 4ln|x| — 2 In (2 1) +4tg]x+C 
1 (v = 2)(v + 2) 
17. iln = +C 
lei A 
19. 28 t 6 tg va TG 
2 
х а 1 2 
21 > + 3! n|x *2|* 3In|x — 1| + C 
2 
x^ 9, 3 
23. 3 2! n|x + 3| t 5 |х + 11-С 
+ 
25. 1. ы == +C 35. Im #3 +C 
xb Мух +1 + 1 й ; 
27. In |I —e*| + C 37. ES m иг s. G 
A 
29. -V16 — y2 + C 39. =: 
1 2 cos 0 cos 119 , 
31. =z" l4- x| + C 4l. d nS ` + Ç 
1 
33, === + С 43. 4V1 — cos(1/2) + C 
V9 — x2 
45. Ao menos 16 47. Т=т,$=т 49. 25°Е 
51. a. 72,42 gal. b. =24,83 mi/gal. 
53. 7/2 55. 6 57. In 3 59. 2 61. т/6 
63. Diverge 65. Diverge 67. Converge 
3/2 
вө. 22 +25 -2m( Ve 1) + C 
Vx 1 x ? 
71 2 = +E 
Vx? + 1 
73. —2 cotg x — In |cossec x + cotg x| + cossec x + C 
1 3-0 Law 
75. i; y + tg 3*€ 
Ө sen (20 + 1)  cos(20 + 1) 1 2 
77. * TG 79. sec*0 +С 
2 4 4 
(У2-3) 
81. 2 —3—-2V2=x|+C 83. tg!(y-1)4 C 
24121 1a (2 
85 im la] x ip nE + 4) + 5 tg ES 
87 -1у9 а? + C 89. (= Hec 91. 1/4 
93 2,32 TC 95. -Lig (cos 51) + C 
97. 2Vr -21n(14 Vr) + C 
99 LL D+C 
52 ¿He 
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101. In [x +1] + 
1 (22) 
— 1 +С 
v8* V v3 
4 
103. 7 (1 + Vx) -$ (1+ М)? + 
105. 21n | Vx + V1 + x| + C 


107. Inx -In|I + In x| + C 


1 Bes 
Gn |x x 1| + 


S(1+ Ve? + c 


бү = «№ 
109, Lens + C ll 20 L— VICE ad 
2 2 RE 
fid. b 115. x - — tg (V2tgx) + С 


Ехегсїс105 adicionais e avancados 

1. x(sei!x + 2(sei!x) V1 — x? — 2x + C 
xs!x | xV1 -x — 

+ 
2 4 

5. 2(m(— У1- г) = 0) TC 
7. 0 9. In (4)- 1 1. 1 
17. a. m b. 7(2e- 5) 


ik NER - " i) 


-I 
sen x 
3. 


BC 


13. 327/35 15. 27 


27 


2x 
33. Eu sen3x + 2cos 3x) + C 


cos x sen3x — 3 senx cos 3x 
35. + Ç 
ax 


8 
37, рап bx — Бсоѕ bx) + C 


39. x In (ax)-x+C 


2 „Уи 
„ —— + 5 
late ^"! 


Ls. E, 
V2 ltg(1/2) + 1+ V2 


1 + tg (0/2) 
"11 = tg (0/2) 


47. 


49. | + € 


CAPÍTULO 9 


Secáo 9.1 
1. (d) 3. (a) 


7. y2x- yi y(1) 2-1 
9. y'=-(1 + y) sen x; y(0) = 2 


11. у(ехаїо) = > = 3, у, =-0,25, y, = 0,3, y, = 0,75 


13. y(exato) = 3е * 2), y, = 42, y= 6,126, y, = 9,697 

15. v(exato) = e” + 1, yı =2,0, y, = 2,0202, y, = 2,0618 
17. y = 2,48832, o valor exato é e. 

19. y = 0,2272, o valor exato é 1/(1 = 2V5) =—0,2880. 


1 
ээ 


cmn | 


УМА] 
11111111 


35. O método de Euler nos dá y = 3,45835; a solução exata é y= 1 


+e=3,71828. 
37. у= 1,5000; o valor exato é 1,5275. 
Seção 9.2 
їз p= e + © х> 0 7.у= Ixevt + ce? 
C — cosx 2 2 
3, y 3 y x> 0 9. y= x(In х)? + Cx 
x 
5. у eo y> 0 
P t E 
11 = 
3-1 (Dt (r-1* 
13. r= (cossec 0)(In [sec 0| + C), 0 < 0 < 7/2 
3 ЭР Ji -21 ja uH 
15. y75 - 3e 21. у= y et 
17. у= ZI + m 23. (b)está correto, mas(a) nào está. 
UU d 
19; сох энийгээ 25.! = pln2s 


V 


a MN dE RT V o 
27. a і= т RE = 0 e ) = 0,95 A b. 86% 


29. > = — 31. 92-14 Cx? 
1 + Ce y C 


Secáo 9.3 


1. а. 168,5 m b.41,13s 
3.50) = 4,91(1 — e-22363992y) 
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.y-y-yz-(vy 1)у(у 
2=L2+c 3. y =y-y=(y+ Dy(y- 1) 


5. ?+у?=С 7. In|y| - ly 


y y 


а. у=—1 e у= 1 são equilíbrios instáveis e y = 0 é um equilí- 
brio estável. 


b. y” = (3y? — Dy' 


= 3(y + 1)(у + ИМЗ) y — 1/V3)(y — 1) 


y<0 I y>0 ; y<0 | у»0 
— * ЕС + E ° — > 
-15 -1 -05 0 05 ' 15 
у"<0 Ы у">0 у”<0! у”>0| у"<0! у»0 
' 4 ! 1 ' 
v3 v3 
9. y +V2x + C 
13. a. IO Ib/min b. (100 + 1) gal. 
ў | 5. у = У,у > 0 
с. (xn x ) Ib/min a. Nào há valores de equilíbrio. 
y = 1 
И ale: 0) = 50 "ri 
d di 10041 y(0) = 50, y»0 
y = 2(100 + 1) 150 : 0 1 ы 3 ЯС” 
P у> 
( Ы us) 
e 
-——— y (25) 188.6 › 
. Concentragáo = = R y»0 
1,5 Ib/gal qtd. de salmoura по tanque 125 3 
15 
15. у(27,8) ~ 14,8 Ib, t= 27,8 min. 125 
10 
5 75 
Seção 9.4 5 
1. У=(у+2)(у-3) = : 
а. у=—2 é um valor de equilíbrio estável e y = 3 é um equilí- * 2 P 6 3 
brio instável. 
" 1 , 
b. y” = 2(y + 16 = jo = 3), 7. y =(у-1)(у-2)(у—3) 
: ' : Їл а. у= 1 ey=3 são equilíbrios instáveis e y=2 é um equilíbrio 
y>0 ' y<0 | y>0 estável. 
y'«0 уо ! y'<0 ' y>0 b. у" = (3y? — 12у + 11)(y — 1)(y — 2)(y — 3) = 
05 Ra + 
3(y Dh» -2 o »(- ° 2-2 
c. 
y'«0 y»0 y«0 у»0 
E E E Mt 
уа! у»0! уд Ci уз ЁОЛ у>0 
Aro 227099 
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11. 


13. 


15. 


с. 


g = 1 — 2P tem um equilíbrio estável em P = L 
d?P dP 
de 2 ar 2(1 — 2P). 


P'»0, Р"<0 


E = 2P(P — 3) tem um equilíbrio estável em P=0 e um equi- 
libio instável em Р = 3; 47. = 2(2P — 3) Ë = 4PQP - 3) 
(P-3). é 
P'»0 P'«0 P'>0 
РЭО Ё РЭО 


P'>0.P”<0 


Antes da catástrofe, a populaçào apresenta crescimento logís- 
tico e Р(1) aumenta para М,, o equilíbrio estável. Após a catás- 
trofe, a populaçào declina logisticamente e Р(/) diminui para 
M,, o novo equilíbrio estável. 


Antes da catástrofe Depois da catástrofe 


Tcatástrofe catástrofe 


Dg ku, gkm>0 e vit)=0 
Miss. MS. ko _ [mg 
Equilíbrio: de 8 m" 02v- £ 


Concavidade: Ё у 
dt^ 


pss A 


€. Uterminal = 4 50 = 178,9 pés/s = 122 milhas/h 


dv _ 1 : 
17. Е- m -F,;ma-50-S[v| ra m(50 — 5101). A velocidade 
máxima ocorre quando e —0 ou v = 10 pés/s. 
19. Reta de fase: 
di i di 
y dr »0 4 dr «0 , 
0 di <0 ' Piso 
di? ' а? 
M 
eq = E 
Se a chave é fechada em 1 = 0, então i(0) = 0, e o gráfico da 
solução tem a seguinte aparência: 
А : i ; V 
A medida que г — oo, i(t) > Testado estacionário — R: 
Secáo 9.5 


1. Variações sazonais, não conformidades ambientais, efeitos de 


outras interações, desastres inesperados, etc. 


3. Este modelo assume que o número de interações é proporcio- 


nal ao produto de x e у: 


Os pontos de repouso são (0, 0), instável e (0, M), estável. 


5. a. O crescimento logístico ocorre na ausência do competi- 


dor, e envolve uma simples interação entre as espécies: o 
crescimento domina a competição quando uma das duas 
populações é pequena, por isso é difícil conduzir uma das 
duas espécies à extinção. 
b. a: taxa de crescimento per capita para a truta 
m: taxa de crescimento per capita para a perca 
b: intensidade de competição para a truta 
n: intensidade de competição para a perca 
k,: capacidade de suporte ambiental para a truta 
k,: capacidade de suporte ambiental para a perca 
а. crescimento versus concorrência ou crescimento 
líquido de trutas 


т. sobrevivéncia relativa da perca 


ах _ 2 
c. Ut -0 quando х=0 
2 ag di -0 
T” quando y = 


Escolhendo a/b > k, e m/n > k,, podemos garantir que um 
ponto de equilíbrio existe dentro do primeiro quadrante. 


Exercícios práticos 


4 


1. у= „(с ds зу? 
3. tg y=— sen x — cos x + C 
5. (y+ 1l)e”=-—In | + C 


36 


in) 


7. y ct x 1 9. у= E e? ce? 
fi pas É ES El ips 5 ++ 15 хунд 
їй. у= t3 6 o y Le - 362) 
6(x + 1)? 3 
21. y- e*(33 – 3х2) 
23. 
х y х y 

0 0 Ll | 1,6241 
0.1 0,1000 12 | L8319 
02 | 0,2095 L3 | 2,0513 
03 | 03285 14 | 22832 
04 | 0,4568 LS | 2,5285 
0,5 | 0,5946 L6 | 2,7884 
06 | 0,7418 17 | 3,0643 
07 | 0,8986 L8 | 3,3579 
08 | 1,0649 19 | 3,6709 
09 | 12411 20 | 4,0057 
L0 | 1,4273 

25. y(3)= 0,8981 

27, а. 
emm 


[-0,2: 4,5] por [-2,5: 0,5] 
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Respostas selecionadas 


b. Note que escolhemos um pequeno intervalo de valores de 
x porque os valores de y diminuem muito rapidamente e 
nossa calculadora nào consegue lidar com os cálculos para 
x € —1. (Isso ocorre porque a solução analítica é y = —2 + 
In(2 — e”), que tem uma assíntota em x = -In 2 = —0,69. 
Obviamente, as aproximações de Euler são enganosas para 
x < —0,7.) 


1-1: 0,2] por [-10; 2] 


29. y(exato) = qe = 5 v(2) = 0,4; o valor exato é > 
31. y(exato) = —е®?—!)?; y(2) = —3,4192; o valor exato é —e3⁄2 = 


—4.4817. 
33. а. у= –1 é estável e y = 1 é instável. 
2 
ау 2 dy 2y(y2 — 1) 
1 = 2y— = 2y(y“ — 
ад Уа 9% 
y=-1 уе! 
' 
bso ¡Leo 1.0 ¿Lo 
а (сас, ade AU 1а š 
SS — o — 
2, ' dy (4, 2777) 
Leo ¿Dro Lo Do 
de бай? ta 1а? 
y=0 
c. 


Exercícios adicionais e avancados 
1. a. у=с+ (yy - cera 
b. Solução em estado estacionário: у = c 
5. x2 «2y)- C 
7. Ink| ce? =C 


9. In |х| - In |sec (y/x — 1) + tg (y/x - 1)]| = C 
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ponto crítico de, 216 
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quadrática, 8 
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raiz cúbica, 8 
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derivada de, 122 
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taxas de crescimento de, 432-434 
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valores máximos e mínimos de, 212, 
214, 230 
variável de entrada de, 1 
variável dependente de, 1 
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definição de, 14 
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derivada de, 130 
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Funções contínuas, 89-91 
compostas de, 91 
definição de, 89 
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regras para, 130-137, 157 
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derivadas de, 133-134, 173-174 e 412-413 
descrição de, 10 
geral а", 33-34, 42, 411-412 
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natural e”, 34-35, 410 
Funções hiperbólicas, 424-429 
definições de, 424-425 
derivadas de, 425-426 e 427-429 
gráficos de, 427 
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inversa, 426, 427 
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Funções injetoras, 37-38 
definição de, 37 
Funções inversas, 10, 38-39 
determinação de,171-172 
e derivadas, 169-177 
e logaritmos, 37-46 
hiperbólica, 426-429 
injetora, 38 
regra da derivada de, 170 
trigonométricas. Ver Funções 
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Funções logarítmicas, 40-41, 405-406 
com base a, 40, 412-413 
comum, 41 
definição de, 8 
descrição de, 10 
domínio de, 8 
fórmula para mudança de base e, 42 
Funções racionais 
integração de, por frações parciais, 
459-467 
limites de, 65 
no infinito, 100 
natural, 41, 405-406 
Funções simétricas, 6 
integrais definidas de, 334-335 
gráficos de, 6-7 
Funções trigonométricas inversas, 43-44, 
178-182 
definição de, 43-44, 179, 182 
derivadas de, 182 
identidades de cofunção, 182 
Funções trigonométricas, 9-10 
ângulos, 21-22 
derivadas de, 150-153 
gráficos de, 23, 28-31 
integrais de, 450-454 
inversas, 43-44, 178-182 
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transformações de, 25, 44 
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232, 233 
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da equação, 548 
de computador, 28-31 
de derivadas, 123 
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simétrica em relação à origem, 6 
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Identidades trigonométricas, 23-24 
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Inclinação da secante, 57 
Incrementos, 548-551 
Índice do somatório, 295 
Indução matemática, 544-547 
Infinitésimos, 563 
Infinito 
limites no, 98-108 
de funções racionais, 100 
Inflexão, ponto de, 215, 233-235, 237 
Integração definida, por partes, 446 
por substituição, 332 
Integração, 285-338 
fórmulas básicas, 441 
com SAC, 471-472 
e derivação, relação entre, 319 
com relação à y, área entre curvas, 
349-350 
de funções racionais por frações 
parciais, 459-467 
fórmula da, por partes, 442-443 
limites de. Ver Limites de integração 
numérica, 474-481 
por partes, 442-447 
por substituição trigonométrica, 455-458 
tabular, 446-447 
técnicas de, 441-492 
variável de, 272, 302 
Integrais definidas, 301-309 
aplicações de, 351-401 
avaliação de, por partes, 446 
de funções simétricas, 334-335 
definição de, 285, 302-303, 324 
existência de, 302-303 
notação para, 302 
propriedades das, 304-306 
substituição em, 332-334 
Teorema do valor médio para, 313-316 
Integrais impróprias, 484-492 
aproximações para, 491 
de Tipo 1, 484, 492 
de Tipo II, 487, 492 
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324-330 
definição de, 272, 324 
Integrais não elementares, 472 
Integrais, aproximação de, por somas 
inferiores, 287 
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pela Regra dos Trapézios, 475-476 
pela soma de Riemann, 298-300 
por somas superiores, 287 
da taxa, 318-319 
de funções hiperbólicas, 425-426 
de potências de tg x e sec x, 452-453 
de sen? x e cos? x, 329-330 
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de trabalho, 381-382 
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Ju) du, 408 
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impróprias, 484-492 
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indefinida, 271-273, 324-330 
logaritmo definido como, 405-413 
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Inteiros positivos, 564 
regra da poténcia para, 130 
Inteiros, 564 
iniciais, 546 
positivos, regra da poténcia para, 130 
Intercepto do eixo x, 551 
Intercepto do eixo y, 551 
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regra da cadeia, 158 
Intersegáo de conjuntos, 540 
Intervalos finitos (limitados), 6, 541 
Intervalos infinitos (ilimitados), 6, 541 
Intervalos, 541 
derivável em, 123-124 
tipos de, 541 
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de In x e do número e, 409-410 
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determinagáo de, 39-40 
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regra da potenciação para, 64 
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Líquidos, bombeamento de, para fora de 
recipientes, 383-384 
In bx, 41, 224 
In x, e mudanga de base, 41, 42, 407-408 
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gráfico e imagem de, 41, 407-408 
integral de, 442-443 
inverso de, e o número e, 409-410, 561 
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regras dos, provas das, 41, 224 
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Método de “ocultar” de Heaviside, para 
fatores lineares, 464-466 
Método de Euler, para equagóes 
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curvas integrais по, 524 
Planos de fase, 530 
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sobre eixos coordenados, 391-392 
Primitivação (antiderivação), 267 
Primitivas, 267-273 
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Queda livre, lei de Galileu para, 54, 142-143 
Quociente da diferença, 118, 122 

formas para , 122 

limite de, 119 
Quocientes, 569 

produtos e, derivadas de, 135-137 


R 


Radianos, 21-22, 24 
Radioatividade, 419-420 
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Receita, marginal, 255 
Reflexão de gráfico, 16-17 
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Regras de diferenciação, 129-138 
Regras de linearidade para primitivas, 269 
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253-255 
Retas paralelas, 551 
Retas perpendiculares, 551 
Retas secantes, 57 
Retas tangentes, 58-59 
à curva, 117 
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método do anel, 357-358 
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pelo método do fatiamento, 351-358 
Solução geral da equação diferencial, 270, 
416-417 
Solução numérica, 505 
Solução, da equação diferencial, 417 
geral, 417, 502-504 
particular, 503-504 
Soma inferior, 287 
Somas de Riemann, 298-300, 302, 303, 
304, 319, 352, 363, 365, 382, 385, 392 
convergência de, 303 
limites de, 301-303 
Somas finitas, regras de álgebra para, 
296-297 
e notação sigma, 295-297 
estimar com, 295-300 
limites de, 297-298 
Somas superiores, 286 
Substituição, 324-329 
e área entre curvas, 332-338 
trigonométrica, 455-458 
Substituições trigonométricas, 455-458 
Superfície cilíndrica, 376 
Superfície de profundidade constante, 
força do fluído em, 385 
Superfície de revolução, 376 
profundidade constante, força do fluido 
em superfícies com, 385 


T 
Tabela de integrais, 441, 469-470 
Tamanho da malha, 475 
Tamanho do passo, 475 
Tangente (s), às curvas, 17, 54-59 
ao gráfico da função, 117-118 
e normais, 166-167 
inclinação da, 56 


no ponto, 117-119 
valores da, 22-23 
vertical, 124 
Tangentes verticais, 124-125 
Taxa (s), média (s), 56 
de variação, 54-59 
instantânea, derivada como, 58-59 
integral de, 318-319 
Taxa constante, variação exponencial, 416 
Taxa de decaimento, radioativo, 36, 416 
Taxas de crescimento, de funções, 416, 
432-434 
relativo, 517-518 
Taxas de variação instantâneas, 58-59 
derivada como, 140 
Taxas de variação média, 56, 58 
Taxas relacionadas, 184-189 
Teorema (s), 
avaliação, 316-318 
De Moivre, 570 
de Pappus, 397-399 
de Rolle, 220-221 
derivada mista, 574 
do cálculo. Ver Teorema fundamental 
do confronto (sanduíche), 68, 83, 
84, 102, 558 
do valor médio de Cauchy, 248-249 
dos limites, provas dos, 556-559 
fundamental, 313-321 
da álgebra, 571-572 
do Cálculo 
incremento, para fungóes de duas 
variáveis, 576-578 
integralidade de funções contínuas, 303 
leis de limite, 64, 100 
leis dos expoentes para e*, 411 
número e como limite, 176 
propriedades algébricas do logaritmo 
natural, 41, 407 
Propriedades de funções contínuas, 90 
regra da Cadeia, 157 
regra da derivada para inversas, 170 
regra da substituição, 326 
regra de |" Hópital, 244-245 
substituição em integrais definidas, 332 
teste da derivada segunda para extremo 
local, 235 
teste da primeira derivada para valores 
extremos locais, 215-216 
valor extremo, 213-214, 562 
valor intermediário, Ver Teorema do 
valor intermediário 
valor médio. Ver Teorema do valor médio 
variação líquida, 318 
Teorema da primeira derivada para valores 
extremos locais, 215, 229 
Teorema de Pappus para área de 
superfície, 399 
Teorema de Pappus para volumes, 398 
Teorema de Pitágoras, 23, 25, 26, 551, 564 
Teorema de Rolle, 220-221 


Teorema do confronto. Ver Teorema do 
sanduíche 
Teorema do incremento para funções de 
duas variáveis, 576-578 
Teorema do sanduíche, 67-68, 83, 84, 102 
prova do, 558 
Teorema do valor intermediário, 228, 406, 
562 
para funções contínuas, 94-96, 255 
Teorema do valor médio, 219-225, 227, 
268, 574-578 
consequências matemáticas dos, 222- 
223 
corolário 1, 222 
corolário 2, 223-224 
corolário 3, 227-228 
de Cauchy, 248-249 
interpretação dos, 222, 313 
para derivadas, 221 
para integrais definidas, 313-316 
Teorema fundamental do Cálculo, 313- 
321,405, 407, 441 
Parte 1 (derivada da integral), 314-316 
prova do, 316 
Parte 2 (Teorema da avaliação), 316-318 
prova de, 316-317 
Teorema da variação líquida, 318 
Teoremas dos limite, provas dos, 556-559 
Termos dominantes, 107-108 
Teste (s) 
da comparação, do limite, 489, 490 
da primeira derivada, 227-230 
da segunda derivada, 233, 235-239 
de comparação direta, 489, 490 
de comparação, de convergência de 
integrais impróprias, 490-491 
de continuidade, 89 
de derivada, para valores extremos 
locais, 214 
de máx-mín, 228-229, 235 
de reta vertical, 5 
tg x e cotg x, derivadas de, 153 
integrais de, 409 
inversas de, 182 
sec x, e cossec x, integrais de, 408-409 
tg x e sec x, 408-409 
derivadas de, 153 
integrais de, poténcias de, 452-453 
Torque do sistema, sistemas de massas, 
390-391 
Torque, 390-391 
Trabalho, por forga constante, 381 
e forças de fluidos, 381-386 
e energia cinética, 388 
em líquidos sendo bombeados, 383-384 
por uma forga variável ao longo da reta, 
381-382 
Trajetórias ortogonais, 518-519 
Transferéncia de calor, 420-421 
Transformações, de gráficos 
trigonométricos, 25 
Translação, horizontal da função, 15 


vertical da função, 15 
de gráfico de função, 16 
Trapézio, área do, 308 


U 


Uniáo de conjunto, 540 
Unidades SI, 381 


у 


Valor absoluto, 542-544, 568 
propriedades de, 543 
Valor de entrada da função, 1 
Valor estacionário, 514 
Valor médio 
de função contínua, 308-309 
náo negativa, 291-292 
Valor(es), absoluto(s), 542-544, 568 
da fungáo, 2-3 
de integral imprópria, 484, 487 
extremos, 212-217 
máximo local, 214 
médio, 308-309 
mínimo local, 214 
Valores de equilíbrio, 523, 531-532 
Valores extremos locais, definidos, 214 
primeiro teorema da derivada para, 215 
testes da derivada para, 215-216 
Valores extremos, em extremidades, 215- 
216 


de funções, 212-217 
local (relativo), testes de derivadas, 215, 
228-229 
funções de uma variável, 214 
Valores nas extremidades de um intervalo, 
da função, 88, 216 
Variação 
absoluta, 199 
exponencial (crescimento ou 
decaimento), 415-416 
exponencial, 416 
horizontal, 549 
percentual, 199 
relativa, 199 
sensibilidade à, 146, 199-201 
taxas de, 54-59, 118-119 e 140-146 
vertical, 549 
Variável 
artificial em integrais, 303 
de integração, 272, 303 
dependente da função, 1 
espessura, 365-366 
independente da função, 1, 303 
proporcional, 7 
Velocidade, 141 
e posição, a partir da aceleração, 223- 
224 
instantânea, 141 
média, 54-56, 141 
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durante curtos intervalos de tempo, 55 
queda livre e, 142-143 
resistência proporcional à, movimento 
com, 516-517 
terminal, 527 
Voltagem de pico, 329 
Volume, do cilindro, 351 
da pirâmide, 352-353 
de sólido com seção transversal 
conhecida, 352 
por anéis de rotação em torno do eixo, 
357 
por discos de rotação em torno do eixo, 
354 
por fatiamento, 351-357 
Teorema de Pappus para, 398 
usando cascas cilíndricas, 362-367 
usando seção transversal, 351-358 


w 
Weierstrass, Karl, 490 
Y 


у = f(x). gráficos de, 236-237 
comprimento de, 370-372 
y, integragáo em relaçào a, 337-338 


BREVE ТАВЕГА DE INTEGRAIS 


Formas básicas 


1. / ках = kx + С (qualquer número k) 11. | cossec xcotgxdx = —cossecx + C 


n+l 
2 fra = + I +C (п#=#—1) 12. f e- In [sec x| + C 


3. Es = In |x| + C 13. | cotgxdx = In |senx| + C 
4. fea =e+C 14. f senhas = coshx + C 
8, Јев е + с (a > 0,а # 1) is. ахас senha C 
na 
dx = 
6. n = —cosx + C 16. 23 5° ЕС 
aU = х 
dec 1.21% 
1. [оха = senx + C п. E ingre 
dx 1 -11Х 
8. sec2x dx = tgx + C 18. J = sec +E 
9. — rar = —cotgx + C 19. fs = senh "+ C (а> 0) 
а? + x? s 
10. [sm = secx cC 20. & = cosh! Z q+C (x>a>0) 
=? 
Formas envolvendo ах + b 
(ax + Ь)"*\ 
л = = = 
a | вх + rar an + 1) +C, ж-1 
(ax + b! [ax + b b 
n — - Рас 
x. [a+ ya 2 n*2 api O "*-L-2 
Е эже = À dx 241 х 
n. faso dx = gln|ax + b| + C Sb In | +0 
" | тий 
= —^_ D n ах + 
м. [lar + b) ах = ¿lar + b| +С с = n*-2 


25. simi + БУЛЖ = =L. In [ax + b| + b +C 28 Mat b a = 2Мах+Ь+Ь 
а? ах х — 
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lt ац Јавна 


” [X ü= _Ма+ь EET TP [x __Мах+ь_ 2 [7 
e 32 xVax + b 2Vax + b ET V ax 
Formas envolvendo a? + x? 
dx Y. qd dx x “4X 
Ё = =т= rE 33; = t FE 
32 E жх 4 S a I + х2)2 2a2(a2 + > 2a 7 в a 


dx p 2 
м. f = sen + C = In(x+ Va? +x?) + C 
Va? + x? 4 
2 
эв. | Verma Ма +} + а(х + Ма? +?) + C 
4 
зв. Í ° Va? + x 2dy = Z ( За 22) Va? + x? — бу In (x + Ма? + х?) + C 


g la 


Aat x? va 2 
зв. f qt dx = In (x + Va? +x?) - ки. +C 
£ 
2 2 2 
39. x dx = — In (x + AN 
118 + 2 2 2 
a f i. ЗЧ 4l ёс УУ ЗЭ е 
š хМа? + x2 4 х х?Ма? + x? ax 
Formas envolvendo a? - x? 
dx 1 х+а ах px 
42. 18212 20 x-a|*€ 44 acu sen С 


xa 
Жа 


2 
+C e [Vda Ve + nz 


4 
46. feve x? ах = sen E кхм? х? (а? – 2х2) + C 


IVA 2 2 2 
d : 2 2 at Ya? =x 
а. | x dx a 2 1п x TC 
НИК) 2 cx 
є. | LE q = sen! X ыг 200 
x 
2 2 
49. X ах sen + ух a? = х? +С 
d x 
dx _ a+ Va? — х? 
so f 2 = -gh x + C 
дуа == ж 
ах a? — х? 
51 2 2 2 2 EG 
х Va” =% ax 
Formas envolvendo x? - a? 


dx 
s. | Ë= nube x!—a|-cC 
E ales VEA 
2 
s. [Мад acc VET - Smk + Vx? – al + С 
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2 
na? 2 зү!-2 = 
54. E zv a?) dx, n&—l 


s. | di [ p-27 a] & п + 2 
(М2 = a) Q-  n-2«J (V ap? 
2 зү 


se fal x? zy 4 = Í — 


п+ 2 


+С, n*-2 


4 
Sie. ЇЇНД а? ах sue a?) Vx? — a? $ In k + Vx? — а?| +с 


x42. 22 
s. | ыг “dy Vx? — a? — a sec”! 
KE ud 8428-2528 
PA a mies Ve - a] - LG 
x Š 


х 
+c 


59. CG 


60. 


х? а? 2 х 2 
—— dx = Sn + Vx? — а +3VY-a+c 
А2 = д? 2 2 


61 =l, |x + С = 10а +c 62 k Мю а үс 
` xVx? — а? E а i 5 ` х2Мх? — a? а?х 
Formas trigonométricas 
sen 2 
63. [паха = — a cos ax + С 65. / seta de = 5 — EE + E 
= 2 — x ү sen2ax 
64. | cosas = 1 senax +C 66. / cos? ax dk = 5 + FERE + C 
n=l 2 
67. n ax dy = — Se PE Z s s 
n=] = 
68. ES ах ах = 208 sx senay 2 Е L f eos ax dx 
cos(a + b)x соѕ(а — b)x 2 a 
. a. =- - + +b? 
69. a 22 2a + b) Za — b) CG. € b 
sen(a— b)x sen(a+ b)x 5 2 
Я = +C, ads 
b [omnis 2a — b) 2(a + b) C, a b 
sen(a— b)x | sen(a+ b)x 2 2 
ё: [tns Xa — b) + Za + b) +C, a+b 
70. sen посв зык = BRE 4. q 72. сов ах 4. = Ly [sen ax] tC 
4a senax a 
71 7 dy = 5% а ус Ж-1 73 cos” ах sen ах dx = costar үс n*-i 
. | sen"axcosax (n + Da п й la 3 
sen ах 1 
74. 1-2 = —q In |cosax| +С 
п т - sen" axcos"*! ax n=l п-2 т п 
75. sen” ax cos" ax dx = — zw q + m +n | sen" ° ax cos ах ах, п = —m (reduz sen” ax) 
n+l т—1 x 
76. [terea = En er ud ax T 1 [tco аха, m € —n (reduz cos” ax) 
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78. In +C, b2 < c2 


b + csen ax 


“| 8 max 2 
ын Гент й 52-25 MERC 2)| 6 ясаа 


с + Ьзепах + Ve? — b? eue] 


UE VE р 


dx 1 T ах ах 1 т ах 
». | tel x) +с s [ E (е) +0 


dx = 2 -1 Ь 2 
al 4 22-15 NET esc Peg 


c + bcosax + Ve? — b? sen ax 


+C, b2< е? 


82 A эш Бн 
` J b+cecosax ¿ye = 2 


b + ссоѕ ax 
de _1,2% 2 -——— 
s (rs ec ». [waa atgax — x + C 
dx 1 ax 2 1 
84. NESSES a otg ^» +E 92. | cotg^axdx = — q cotgax — x + C 
tg" ах Es 
85. [e -L sen ax = Y cos ах +С 93. Ја = а= _ fe дах ах, п #1 
а 
л-1 
86. E cos ax dx = L cos ах + х sen ах + С 94. n ах= E EU JL пФ 1 
j a 
n 

87. fe "sen ах dx = — cos ax + g fe ввахах 95. [roaa = lm |sec ax + tgax| + C 

n 
88. je cos ax dx — X sen ax = Je sen ax dx 96. 222 - -lin |cossec ax + cotgax| + C 
89. [enai In |secax| + C 97. СЕТ 
90. Јева ах = lg |senax| + C 98. | зе ахах = -1сошох +C 

л-2 2 
99. sec" ах dx = “E ax tg ay +” 2 sec""2%axdx, nl 

a(n — 1) pal 

n-2 es 
100. | cossec” ax ах = — COSsec “axcoigax | m 3 соѕѕес" 2 ах dx, n*1 
а(п = 1) nel 

101. | sm - m n +С, n*0 102. J cossec" ax corga as = PENES чт +C, n*0 


Formas trigonométricas inversas 


103. Js aras = xsen lax + ЗАЛ = ах? + C 104. ES ax dx = x cos Tax — is = ах? + C 


105. fe = rt ar — зулай + ax?) + С 


n E n+l =j a x"*! dx 
106. | x"sen ax dx ят ®=у+ DJ 41-42 1 
nan e, Al —x d - 
107. [ios ax dx п + 1 805 ах + | eg ns 


ntl ntl 
nic x >й а Ade 
108. forte ах ах = 8 ax ше же | 
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Formas exponenciais e logarítmicas 


109. Јев ес ш. Је = ах + с 
а 
ах = be п „ах = À п „ах п п-1 „ах 
110. / Б dx = amp t © b>0,b #1 112. уе dx — тхе = 3 p x ета 


прах 
113. fever = = a owe b>0,b%1 


alnb  alnb 


ax 
114. fessenhras = 25 ; (asenbx — bcos bx) + C 
a? + p” 


ах 
115. КЕ = рз (a cos bx + bsenbx) + C 116. f» =хшах-х+С 
= 


n+l In ах)" 
117. [mer dx £ ied 2. [er^ dx, n* —1 


; E 1 п+ 1 
1 т+1 

118. | x^! (In ax)" dx = it q +С, тж-1 119. dx. In [In ax| + C 
m+1 x In ax 


Formas envolvendo V 2ax — xa > 0 


dx 2 аха 
Е найд эн 
= 2 - 
m. [уа dx = X “\/2ах — x? + “зеп”! ( s)+c 


2 а 
AA, ae (ae 


+1 п+ 1 


122. J (voe = Py dx = 


/ dx (= (Уа т)" п – 3 ў ах 
(Мах — x?) (п — 2а? (n — 2)a2J (Vax — x3) ° 


+ а)(2х — За)М2ах — x! a? - 
124. fra? a = Ë aX 25 — + sen! í s)+c 
J =. 
Я — хи 


123. 


125 


= М2ах- x? + asen” 6 2 2) +C 


V - y? = = 
ав f ахх ыш) 22 —* _ sen" ( zt) FË 
х 


ах ia — q dx 1 fla =x 
127. EEG = asen ( )- Vi - + с us. f Ч +C 
V2ax — x? < xV 2ax — х? а * 


Formas hiperbólicas 

129. [on = }созһах + C 130. | «наа = Lsenh ax + С 

131, | V LI T. 132, | сой дууг E, Ea 
4а 2 4а 2 


n-| s= 
133. ав A E E f senh? ax dr, n 0 
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134. / cogi ах de Ara, n — 1 / cost"? ax dx, n * 0 

135. J. x senh ax dx = E coshax — 5 senh ax +С 139. f tgh ax dx = Lin (cosh ax) + C 

136. jJ cosh ax dx = 7 senh ах - Чу cosh ax +C 140. епа ах = din [senh ax| + C 
137. f senh ax dx = X cosh ax = JR cosh ax dx u. f tgh? ax dx = x — Ligh ахыг 

138. fe cosh ax dx = E senh ax = je senh ax dx 142. n ax dx = x — 1 cotghax ФС 


143. 


2 
tgh” ax dx = EE 4 | чиггаха, --— 


(n — Da 


n-l 
144. | cotgh” ax dx = fot E «f cotgh" 2 ах ах, n*1 
145. f 


sech ax ах = 1 sen- ! (tgh ax) + C 197. f sech? ax dx = 1 ах +C 


146. Í cosscehax dx = lm 


© 148. | «авай ахах = — 1 cotgh ax +G 


ax 
2 


sech""? ах ах , n — 2 


149. In— Da Ж =] 


sech" ax dx = Jf sech"?axdx, nl 
cossech” 2 ax cotghax _ n — 


(n = Da n= 


150. 


cossech” ax dx 2 y cossech""?ax dx, n #1 


sech" ax cossech"ax 


isı. f sech” ax tgh ax dx = -a +С; п#0 152. | cossectraxconhardr= =— rG m0 


153, 


ax bx —bx 
e e e 
е“ senh bx dx = | 


eg? 
е“ cosh bx dx = — 


184. 7 


Algumas integrais definidas 


oo oo Е 1 
iss. | x" le qx = Г(п) = (n — 1), n>0 156. / er dx = = = a>0 
0 0 


2N a 
3 
7/2 7/2 2. 
157. | sen" x dx = 1 cos” х dx = 
0 0 2:4- 
3 


sen for um inteiro par = 2 


sen for um inteiro ímpar = 3 


FÓRMULAS ALGÉBRICAS BÁSICAS 


Operacóes aritméticas 
- ac ас 
а(Ь + с) = аЬ + ас, Pd Ed 
a рс аа + bc ab ad 
b d bd ^C cd b € 
Lei dos sinais 


Е Sh PNE 
“faca == 


Zero A divisáo por zero nào é definida. 
$еа + 0:0=0, а%=1,‚ 0-0 


Para qualquer número a:a-0=0-a=0 


Lei dos expoentes 
aa" = а"*", (ab)” = a" b". (а")" = а"", а"!" = Y а" = (Va)" 
Sea # 0, 

а" = 0 E 1 

qa”, а = 1, а" = m: 


Teorema binomial Рага qualquer inteiro positivo п, 


(а + b)" = a" + na" !b + ма D a" 2p? 


ы ыйы + е + nab"”! + b". 
Por exemplo, 
(a + by = а? + 2ab + b2, (a — by = a? — 2ab + b? 
(a + bP = a? + 3a2b + 3ab2 + b?, (a — bY = a? — 3a?b + 3ab2 — b?, 
Fatorando a diferença de potências semelhantes a inteiros, n>1 
a" — b" = (a — b)(a" ^! + ab + a" 2p? + e + ab"? + prol) 

Por exemplo, 

a? — b? = (a — ba + b), 

a? — b? = (a — bla? + ab + b?), 

a^ — b* = (a — bla? + аЬ + ab? + b?). 


Completando o quadrado Sea =+ 0, 


2 
ax? + bx + c = аи? + C (u= <+ epa. c = 22) 


Fórmula quadrática Sea = 0 e ax? + bx + c= 0, então 


_ b+ Vb? — 4ac 


2a 


FÓRMULAS GEOMÉTRICAS 


А = área, В = área da base, C = circunferência, S = área lateral ou área da superfície, 
V = volume 


Triángulo Triángulos similares Teorema de Pitágoras 
С NM, c í | b 
b aF 
а b. c 
a b c 2 2.2 
A= In ELE 
Paralelogramo Trapezoide Círculo 
a 
С=2тг 
b b 
A= bh A= 14а + b)h 
Qualquer cilindro ou prisma сот bases paralelas Cilindro circular reto 
4 25 У 
А h | 
һ 
V= Bh | 
7 
В 
V = ar?h 
S = 2лгһ = Área da lateral 
Qualquer cone ou pirámide Cone circular reto Esfera 


t 


дд € 


у= ¿mh у= TÈ, S = Amr? 


$ = ars = Área da lateral 


LIMITES 


Leis gerais 


Se L, М, c e k forem números reais e 


lim f(x) = L e 


xc 


lim g(x) = M, 


xc 


lim(f(x) + gx) =L + M 


entào 


Regra da soma: 


Regra da diferença: lim(f(x) — gx) =L — M 
xc 

Regra do produto: lim(f(x)*g(x)) = L-M 
xc 


Regra do múltiplo constante: — lim(k* f(x)) = k*L 
xc 


Jo) _ L 


=L M+0 
х-эс х) M 


Regra do quociente: 
Teorema do confronto 


Se g(x) < f(x) < h(x) em um intervalo aberto contendo c, 
exceto possivelmente em x = c, e se 


lim g(x) = lim A(x) =L, 


xc 


então lim, ,. f(x) = L. 


Desigualdades 


Se f(x) < g(x) em um intervalo aberto contendo с, exceto 
possivelmente em x = c, e ambos os limites existem, então 


lim f(x) = lim g(x). 
xc xc 


Continuidade 


Se g é contínuo em L e lim, , f(x) = L, então 


lim g(f(x)) = 201. 


Fórmulas específicas 


Se Р(х) = a,x" + a, 1x" + -+ + ap, então 


lim P(x) = P(c) = anc" + a,-1c" + --- + ao. 
X-—c 
Se Р(х) e Q(x) forem polinómios e Q(c) # 0, entáo 

lim P(x) _ Plc) 

хэс О(х) Qey 


Se f(x) é contínuo em x = c, então 


lim f(x) = f(o). 


... Senx x. I= cosx 
к аж хииж, 
Regra de l'Hópital 


Se f(a) = g(a) = 0, tanto f' quanto g' existem em um intervalo 
aberto / contendo a e g'(x) + 0 em / se x * a, então 


“19-02 fO) 
lim — = 


xa g(x) Е bar ex)” 


assumindo que o limite do lado direito existe. 


REGRAS DA DIFERENCIAÇÃO 


Fórmulas gerais 


Considere que u e v sejam funções diferenciáveis de x. 


Constante: É (c) = 
А 4. — du , dv 
Soma: qe +u) = di + dx 
; . d _du dv 
Diferenga: Ж (и — v) de 2 
7 O dio > 
Múltiplo constante: o (cu) = c dx 
. d _ dv du 
Produto: qx (UU) Цул +u En 
ye „йө 
: d (и ах ах 
Quociente: To (4) = E; 
Potência: Ex = nx"! 
х 


Regra da cadeia: 


UA) = ega) 


Funções trigonométricas 


É som x) = cosx Ё toin x) = —senx 
dx dx 


d = ¿<Ë 4 Е 
dx (tg x) = sec^x gy (Sec x) = secxtgx 


2 


4 (cotg x) = —cossec^x d (cossecx) = —cossec x cotgx 
dx dx 


Funcóes exponenciais e logarítmicas 


ae ce “ах = + 
d Ёл» A.E d E" am 
а= а Ina dx (00845) = a 


Funcóes trigonométricas inversas 

4 аа 1 A 1 

ax (sen x) = Ta q (cos x) = Tee 

d -1 1 а -l 1 

ax (tg x) E qx (sec x) IET 

d sc d Az 1 

ax «ote х) 143 qu (cossec x) „ЫМ сї 
Funções hiperbólicas 


d = 4 = 
ax Senh x) = coshx a (cosh x) = senhx 


d = еп? 4 __ 
ax (teh х) = sech“ x ax (sech x) sech x tghx 
d _ T d _ 
пу соёл x)=—cossech” x gy (COssech x) = — cossechx cotghx 
Funções hiperbólicas inversas 
d Ey 1 d 1 1 
— (ѕепһ х) = —(cosh х) = 
dx 14g? dx x -l 
d =] 1 d -1 = 1 
qx («teh x) = 1-2 dx (ёс x) = ña 
d Е 1 а = 1 
— (cotgh !x) = = (cossech ! x) == ————— 
ах (OE Ж = 3° dx lx] V 1+x2 
Equacóes paramétricas 
Se x= f(t) e y = g(1) forem diferenciáveis, então 
, dy _ dy/dt d'y — dy'[dt 


YT de уш ° а? dxdt 


REGRAS DE INTEGRAÇÃO 


Fórmulas gerais 
Zero: "fG) dx = 0 
a b 
Ordem de integragáo: /(х) ах = — | f(x) dx 
b a 
b b 
Múltiplos constantes: / kf(x) dx = | f(x) dx (qualquer número k) 
b b 
[лода – | оа (k= —1) 
b b b 
5отак e diferenças: | (f(x) + g(x)) dx = Í f(x) dx + / g(x) ах 
b c c 
Aditividade: f f(x)dx + fiw dx = { f(x) dx 
a b a 


Desigualdade max.-min.: Se max. f e min. f são os valores máximo e mínimo de f em [a, b], então 
b 
min f+ (b = a) = / f(x) dx = max f * (b — a). 
a 


b 7 
Dominagáo: f(x)=g(x) em [a, b] implica em f f(x)dx = f g(x) dx 


a 


b 
f(x)=0 em [a, b] implica em f /(х) ах = 0 


Teorema fundamental do cálculo 


Parte 1 Se f for contínua em [a, b], então F(x) = LIO é contínua em 
[a, b] e diferenciável em (a, b), e sua derivada é f(x); 


Fo = 4 | дда = ЈО). 


Parte 2 бе f for contínua em todos os pontos de [a, b] e F for qualquer an- 
tiderivada de f em [a, b], entáo 


b 
1 f(x) dx = F(b) — F(a). 


Substituicáo em integrais definidas Integracáo por partes 


b gb) b b 
rs dx = " f(u) du NO = 09800 — f Ро) а(х) dx 


FÓRMULAS TRIGONOMÉTRICAS 


1. Definições e identidades fundamentais A + B) = 184 + tg B 
tg ( =т= АШВ 
2 1 — p) = 1247 tgB 
Seno: enÜ = Дай” | ga B) = y £ tgAtg B 
T T 
Cosseno: cos@0 = £ = T sen (a = т) = —cos A cos (a = z)- sen A 
Tangente: tg 0 = > = ши sen (a + z) = cos A, cos (a + z) = —sen А 
sen A sen B = y cos (4 = B) — у cos (4 + B) 
2. Identidades 1 1 
=> = p) += + 
— P— — o cos A cos B. 2 Cos (4 — B) 2 Cos (А + B) 


sen? Ө + соѕ2 0 = 1, ѕес20 =1 + tg? 0, соѕѕес2 0 = 1 + cotg?0 


sen 20 = 2 sen 0 cos à cos 20 = cos? 0 — sen? 0 


1 + cos 20 1 — cos 20 
* 2 


зеп(А + B) = sen A cos В + cos À sen B 


cos20 = sen20 = 


sen(4 — B) = sen A cos B — cos A sen B 
cos (А + B) = cos Acos B — sen А ѕеп В 


cos (A — B) = cos A cos В + sen А sen B 


sen А cos B = 1 sen (A —-B)tz à sen (A + B) 


sen А + sen B = 2 ѕеп = L(A + B)cos? (А — B) 


sen А — sen В = 2cos > 


A + B) sen 


€. 


cos4 + cos B = 2cos1 (4 + B) cos (4 — B) 


cos4 — cos B = —2 send 


FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Medida do radiano 


€ 


ЗА 
Cunfes 
“пад” 


N 
= 
p 


: 
24 P 
1 
30, 
2 3 


1 1 
s_0 $ 
r= Y= 0 ou QuE 


Os ângulos de dois triângulos comuns, 


180º = 7 radianos. em graus e radianos. 


A + B) sen (4 — B) 


Domínio: (ос, 20) 
Variação: [-1.1] 


Domínio: (=20, 20) 
Variação: [—1,1] 


Domínio: todos os números reais, 
exceto múltiplos inteiros ímpares 
de 7/2 

Variação: (—=,=) 


y — cossec x 


1 
| f 
Domínio: todos os números reais, 
exceto múltiplos inteiros ímpares 


de 7/2 
Variação: (=, -1]U [1, о) 


y = cotg x 


Domínio: x € 0, +7, +27,... 
Variação: (—2,-1] U [1, x) 


Domínio: x 0, 5, *27,... 
Variação: (-0%,00) 


SÉRIES 


Testes para convergéncia de séries infinitas 


1. Teste do n-ésimo termo: A menos que a, — 0, a série 

diverge. 

. Série geométrica: Zar” converge se |r| < 1; caso contrário, 
ela diverge. 


. p-série: 21/n” converge se p > 1; caso contrário, ela diverge. 


série conhecida com o teste da comparação ou o teste da 
comparação do limite. 

. Série com alguns termos negativos: X|a,| converge? Em 
caso positivo, também ocorre com Ха, uma vez que a con- 
vergéncia absoluta implica convergéncia. 


. Série com termos não negativos: tente o teste da integral, 6. Série alternada: Ха, converge se a série satisfaz as condi- 
teste da razáo ou teste da raiz. Tente compará-los a uma ções do teste da série alternada. 
Séries de Taylor 
1 oo 
Тех 1 + x-# x° + “ЭР = > x", || «1 
п=0 
1 оо 
l] — x + x“ + (—х)" = (—1)”х”, x| «1 
l+x > |х| 
dera + $E yá, |х| < oo 
2! п! = n! 
3 5 п+1 со (—1)"х?"+! 
E , É x 
+ » + n = « 
RES GE OCI от DI Amp |< 
2 4 2n (-1уУх 2n 
x (x. ? ”-Х - 
соѕх = 1 – + yy +(=1) (2л ТШ X (2n) ^ |x| < оо 
2 3 п оо (= 1)" 1х" 
БИЧНЭ. s da уши =p 1% TI = 
In(1 + x) = x de + (-1) me 2 7 7 1 < x =l 
1 + x _ zi Е x x? m хон E: xe 
№ т = 2tgh Ic di -2Х үт. |х| < 1 
3 5 2л+1 oo —1)"х 2п+1 
т E 1.0 | " 
tg x= x—% +35 PC -55 mit» LE 
Séries binomiais 
а т(т — 1x2?  m(m- 1)(т — 2)х? ¿ "(т — 1)(т — 2)::: (m — k + Dt 
(1 + х)" = 1 + mx + 2i з! m + 
a (т 
=1+ (т) lx] «1, 
onde 
m mX _ m(m — 1) m т(т = 1)---(m=k+1) 
(1) == 2) a > (9: M шинэ 


FÓRMULAS DO OPERADOR VETORIAL (FORMA CARTESIANA) 


Fórmulas para gradiente, divergéncia, 
rotacional e laplaciano 


Cartesiano (x, у, z) i j е 

k sáo vetores unitários nas 

direções de х, y e z crescentes. 

M, Ne P sáo os componentes 

escalares de F(x, y, z) nessas 

direções. 
Gradiente = 1 1 k 
Divergéncia 


Rotacional 


Produtos triplos vetoriais 


(uXv)*w-(vXw):u-(wXu):v 
u X (v X w) = (u* w) v - (и * v)w 


Identidades vetoriais 


Teorema fundamental das integrais de linha 


1. Seja F = Mi + Nj + Pk um vetor cujas componentes sào contínuas pas- 
sando por uma região D conectada aberta по espaço. Então, existe uma 
funcào diferenciável f de modo que 

9 9 9 

f ic 28 + 24 
дх ду д2 
se, e somente se, para todos os pontos А е B em D. o valor de / B F-dr 
for independente da trajetória unindo 4 e B em D. 
2. Se a integral for independente da trajetória entre 4 e B, seu valor é 


Е = Vf = k 


B 
| F:dr = f(B) — f(A). 
A 


Teorema de Green e sua generalizacáo para trés dimensóes 


Forma normal do teorema de Green: " «nds = / її V-F dA 
c 


[fes JW v-Fay 


$ 


Teorema da divergéncia: 


Forma tangencial do teorema de Green: fra = 1] УХЕ: КАА 


с К 
Teorema de Stokes: fra = J V х F:ndo 
C S 


Nas identidades aqui, f e g são funções escalares diferenciáveis, F, F, e F, são campos vetoriais diferenciáveis, e a e b são 


constantes reais. 


VX(Vf)=0 

V(fg) = fVg + gVf 

V- (gF) = gV-F + Vg-F 
VX(gF) = gV X F + Vg X F 


У: (aF, + БЕ») = aV-F, + БҮ-Е, 
V X (aF, + РЕБ) = aV X Fi + bV X F; 


V(F) ° F>) = (Е ° V)F; + (E? V)F; + 
Е X (V X F>) + F> X (V X Fi) 


V-(F, ХЕ) = F>: V X Е! — Е: V X F> 


V x (Е X F2) = (F>: V)F; — (Е, ° V)F; + 
(V: EjF; — (V: Fi)EF 


V X (V X P) = WV-F) — (V- VF 
(V x F) ХЕ = (F- V)F — ¿V(F-F) 


Ү(Ү.Е) — У?Е 
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